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FAMILLES DE LANGAGES

aar Luc BOASSON

Le but de ce bref exposé n'est pas de présenter un résultat nouveau précis, mais
plut8t, de donner un apergu des différents problémes que nous traitons & l'heure
actuelle en théorie des langages formels. Nous nous contentons de donner quelques
résultats (dont certains sont classiques) qui permettent de se faire une idée du

type de questions auxquelles nous essayons de répondre.

L'exposé est divisé en trois parties principales : la premiére concerne les
transductions rationnelles, la deuxidme les familles de langages, et la derniére

les langages algébriques (= "context-free").

1. Transductions rationnelles.

Définition 1 [6]. - Etant donné un monoide M , on note Rat(M) 1la famille des

parties rationnelles de M , i. e. la plus petite famille de parties de N conte~

nant les parties finies et qui soit fermée par union, produit et étoile (passage au

sous-monoIde engendré).

Dans le cas particulier de M monoide libre finement engendré, soit M = x* y ON
retrouve la famille de langages rationnels [11] qui fait 1'objet de nombreuses étu-

des.

Définition 2. - BEtant donnés deux monoides libres X* et T° , on appelle trans~

duction toute partie du monoide X* x Y

A une telle transduction 7 , on associe deux applications, 1'une T de X*©
dans les parties de ‘e , définie par

fex*, f = gey | (f,¢) € T3,

1 g Y* dans les parties de x* , définie par

g ey, 1 g = {f ex*| (£, ¢) € ?} .

tautre T

(N.-B. : BEn général, T-l n'est pas 1l'inverse de T au sens des applications.)

Une transduction t ©X* x Y° est dite [12] :

rationnelle si, et seulement si, T e Rat(X* x Y*) ’

d'image finie si, et seulement si, V fe X*', T7f est une partie finie de Y*,

fidéle si, et seulement si, T-l est d'image finie,

- continue si, et seulement si, (1 e f) =>(f =1) ( 1 étant élément neutre
de X¥),
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Les transductions rationnelles sont rendues manipulables par le résultat suivant.

THEOREME 1 (NIVAT [12]). - La transduction 1 de X* dans Y* est rationnelle

si, et seulement si, il existe un alphabet fini Z , un langage rationnel X de

* .
Z* » €t deux homomorphismes ¢ et ¢ de 7z¥ dans X* et dans Y respective-

ment, tels que

T={(eh, yn) | nex}.

On trouvera dans [ 1] une caractérisation analogue des transductions rationnelles
fidéles et continues. Quelques exemples de transductions rationnelles peuvent &tre
trouvés dans [7]. Les transductions rationnelles constituent 1l'outil essentiel que

nous utilisons dans 1'étude des familles de langages.

2. Familles de langages.

Définition 3. - On appelle famille de langages £ une famille de parties du mo-

noide libre z* (o ¥ est cette fois infini) tel que, pour chaque élément L de

£ , on puisse trouver une partie finie XL de ¥ telle que L & Xz .

Définition 4 [6]. - Une famille de langage £ constitue un cbne rationnel (resp.

un cbne rationnel fiddle) si, et seulement si, £ est fermé par transduction ra-

tionnelle (resp. par transduction rationnelle fiddle et continue).

Définition 5 [9]. - Une famille de langage £ constitue une famille agréable de
langages, en abrégé une FAL (resp. une FAL fiddle) si, et seulement si, £ est
fermée par transduction rationnelle (resp. transduction rationnelle fidéle et con-

tinue), par union, produit et étoile (resp. étoile propre).

Rappelons que si A < x* , on note

* n + n
A" = Un20 A7 et A = Unal AT

On désigne par'étoile propre" 1l'opération + .

Etant donnée une famille de langages £ quelconque, on note respectivement par
o(e) , Gf(ﬁ) , F(8) et 5f(E) s le plus petit cdne rationnel, le plus petit cbne
rationnel fideéle, la plus petite FAL et la plus petite FAL fiddle contenant £ .

Définition 6 [9]. = Un clne rationnel £ (resp. une FAL £) est dit principal
s'il existe une famille de langages réduite & un élément L telle que £ =05({L})
(resp. £ = §({1})).

Nous écrirons £ = G(L) et £ = %(L) . Nous ne donnons pas la définition de la

principalité pour les cBnes et les FAL fiddles : elle est identique & celle-ci.

Les deux notions de cfne rationnel et de FAL, introduite de fagon indépendante,

sont cependant trés lides ainsi qu'il résulte du théordme 2 ci-dessous.
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THéORﬁME 2 [10]. - BEtant donnée un famille de langages £ , on a 8

5(8) = Rat oG(2)
5.(2) = Rat’ ot,(2) ,

ou Rat oG(£) (resp. Rat DZ%(Q)) désigne la fermeture par union, produit et étoi-

le (resp. étoile propre) de &(£) (resp. de Gf(ﬁ)).

3+ Les langages algébriques.
L o S Y S W W VW )

En général, nous nous intéressons aux familles de langages inclus dans celle des
langages algébriques. Nous nous bornerons ici & donner quelques résultats concer-
nant cette dernitére famille et & indiquer quelques autres familles que nous avons
étudides.

En ce qui concerne la définition des langages algébriques (= "context-free"), nows
renvoyons & [8] par exemple. Nous nous bornons a rappeler ici la définition des

langages de Dyck : Soit z, = {zl yoosy Z_ E& yeosy E;} un alphabet & 2n 1let-

n
. *
tres. On appelle langage de Dyck D: (resp. langage de Dyck restreint Dﬁ ) 1la

classe de 1 dans la congruence de Thue engendrée par les 2n relations

0. O,
1 1

i}

c. 0. =1
i 94

(resp. par les n relations oy E; =1). Ces langages jouent un r8le particulid-

rement important en théorie des langages en raison du résultat suivant

THEOREME 3 (CHOMSKY-SCHUTZENBERGER [5]). - Le langage L ©X* est algébrique si,

et seulement si, il existe n e N , un alphabet Zn » un _homomorphisme ¢ de Z:

* . * *
dans X" , et un langage rationnel X c Zn tels que L = <p(Dn ngK) .

Sachant par ailleurs que la famille des langages algébriques constitue un céne

rationnel [8], on déduit de ce théordme le résultat suivant.

THﬁbRﬁME 4. = Quel que soit n entier, n >2 , Dﬂ* (resp. D;) constitue un

générateur principal du cBne des langages algébriques.

Le cas particulier de n =1 a conduit a 1'étude des cBnes S(DY) et E(D{*)

que l'on trouvera dans [10].

La famille des langages algébriques constituant également une FAL, il est remar-
quable que S(Dﬂ*) = 3(D£*) » €t 1'on peut se demander s'il existe un langage L
qui soit générateur principal de la FAL des langages algébriques sans I*8tre du céne

rationnel qu'ils constitueat. La réponse nous est fournie par le résultat suivant :

THEOREME 5 [4]. - Quel que soit L , générateur principal de la FAL des algébri~

ques, il est générateur principal du c8ne rationnel qu'ils constituent.

Ce théoréme résulte d'une propriété plus générale :
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Définition 7 [4]. - Une famille de langage £ est dite translatable si, et seu~

*
lement si, quel que soit Le £, L < XL y ON &

ou a

[a,L,b)=fa £1" | neN, fe1i}es,

et b sont deux nouveaux symboles.

Définition 8 [4]. - La famille & constitue une FAL conique si, et seulement si,
pour toute famille £ , telle que $ =3(€) , ona §=56(2) ,

On peut alors énoncer un théoréme,

THEOREME 6 [4]. - Si £ constitue une FAL translatable, £ est une FAL conique.

Pour terminer, il importe de souligner que la famille des langages algébriques

donne
tures

[3].

[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

(6]

[7]

[8]
[9]

[10]
[11]

lieu également & 1'étude, en général trds difficile, de propriétés de struc-

deslangages qui la composent. On trouvera un tel exemple en particulier dans
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