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ÉPIMORPHISMES DE MODULES QUI SONT NÉCESSAIREMENT DES ISOMORPHISMES

par Paulo RIBENBOIM

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n" 19, 5 p. 5 juillet 1971

Cet exposé est base sur les articles de M. ORZECH [2] et D. Z. DJOKOVI [l].
D’autres auteurs, comme VASCONCELOS et STROOKER, avaient déjà démontre quelques cas

particuliers des résultats indiqués ci-dessous.

Les anneaux considérés ont un élément unité, mais, sauf mention expresse du con-

traire, ne sont pas nécessairement supposés commutatifs.

(a) Soient A un anneau, M un A-module à gauche noethérien, N un sous-

module de A , et f : N ~ M un homomorphisme surjectif. Alors f est un iso-

morphisme.

Démonstration. - Soient K0 = f-1(0) , K1 == f-1(K0) , K = f-1(K1) , etc. Alors

K ~ K c ... est une suite croissante de sous-modules de H . Celui-ci étant

il tel que K ==K ==.... est 

étant donné un élément quelconque x.. e il existe des éléments x e 
..~ ~l~n~l~~~ t(~)=x~ f(x~)==x~

-’ ~ ~~1~ = ~ ~ ~ ~1 ~ ~1 = ~n ~ ~~ ~ ~ ~~n~ ~ ~n-1 ~ ~~°~~

~n-2 ’ "’ ’ x~ ~ et enfin x~ = f(x~) e f(K~) = (0) . Ceci montre

que K~ a= (0) ~ c ’est-à-dire que f est un isomorphisme.

Comme corollaire, on déduit le résultat suivant :

(b) Si A est un anneau noethérien à gauche, la propriété suivante est satis-
faite : 

’ 

~ 

’

(n) Si M est un A-module à gauche, de type fini, si N est un sous-module de

M , et f : N 2014~M un homomorphisme surjectif, alors f est un isomorphisme.

Définition. - Un anneau A est appelé un (Tr)-anneau (à gauche), lorsqu’il sa-
tisfait la propriété (rr) ci-dessus.

Donc, tout anneau noethérien à gauche est un (03C0)-anneau (à gauche).
On indiquera quelques propriétés de la classe des 

(c) ~ A est un (Tr)-anneau, et si 1 est un idéal bilatère, alors A/1 est

~n (n)-anneau.



Démonstration. - Soi t p : À -> À/I l ’homomorphisme canonique. Si éI est un

A/I-module à gauche de type fini, on note M(p) le A-module déduit de M au

moyen de l ’homomorphisme p ; alors FI = X( ) (en tant que groupe abélien), et

M( ) est un A-module de type fini. Si àl est un sous-module de ?4 , et si

f : N -> I,1 est un homomorphisme surjectif, par changenent d’anneaux au moyen de

p , on déduit que N( ) est un sous-A-module de M(p) , et f(p) : N(p) ~ M(p)
est encore wi homomorphisme surjectif. D’après l ’hypothèse, est injectif, et

alors f est aussi in,jectif, car f(x) = pour tout x ~ N. Donc À/I
est un (n)-annea.a.

Èe résultat suivant a été montré par DJOKOVI :

(d) La classe des (03C0)-anneaux est fermée p_qç les limites directes.

Démonstration. - Soit I un ensemble ordonné filtrant à. droite, soit 

Une famille de (n)-anneaux (à gauche), et, si 1 , j e I , 1 % j , soit

OEià : Ài -> Ài Un homomorphisme d’ anneaux, de façon QUe OEii = identi té , Si

i  j  k , alors 03B1ik = 03B1jk 
° 

03B1ij . On peut alors considérer l’anneau limite di-

recte à = lim À. de cette famille d’anneaux et homomorphismes. Soi t ey. : À, -> A
- i i i

l’homomorphisme canonique, donc, si 1 / j , alors ey, o ey~ ~ = cy, .
J lJ 1

Il s’agit de montrer qUe À est encore un (n)-anneau. Soient FI un A-module

de tYPe fini, N Un sous-A-module àe ?fi , et f : N -> K un homomorphisme sur-

jectif. Soit (Xi , ... , Xn} Un système de générateurs du À-module M . Soit

Yo é N tei que f(Yo) = 0 ; on montrera que y0 = 0 .

D ’ après 1 ’hypothèse , il existe des éléments ... , yn e N tels que
= xs pour S = 1 , ... , n . Etant donné que N -1- él , il existe des éléments

&#x26;rs G À tels QUe Yj * 03A3r ars xr , 1 % r  n (pour s = 0 , 1 , ... , n ). 0r
à = iÉm Ai , dOnC à = 03B1i(Ai) . Ainsi ii existe un indice i0 e i tei que

ars G OEi pour tout r = 1 , ... , n , s = 0 , 1 , ... ,’ n . On prend les

Ai0-modules M(03B1i0) 
et 

N(03B1i0) , obtenus de M , N resPectivement, éàU moyen de

Ài -> À .~SOit K~ li Sous-À. -module de K~ ~ , engendré par03B1i0
’ ~n~ Alors ° ° ° ’ Soit ~o le -module de

Ô
engendré par Yi , ... , Yni ; donc ?’Io . Soit fo la restric-

tion de f " f(03B1) à D’après 1e choix de à. , il résulte que f (N ’ c i;j
1 ~~ la a È °’ 0

et, en fait, " Par hypothèse, Ài est Un (1-i)-anneau, donc f0 est
0

injectif, et ainsi Yo  ° , car = = o .



Ceci montre que f est injectif, et A est un (a)-anneau.

Comme corollaire, on obtient le théorème de Orzech :

(e) Tout anneau commutatif est un (Tr)-anneau.

Démonstration. - Tout anneau commutatif A est l’union (donc la limite directe)

de ses sous-anneaux de type fini. Ceux-ci sont de la forme J2[x~ , ... , donc

des anneaux noethériens (par le théorème de base de Hilbert). D’après (b) et (d),
il résulte que A est vn (n)-anneau.

Les (n)-anneaux satisfont quelques propriétés intéressantes.

(f) Soient A un (03C0)-anneau, M un A-module (à gauche) libre, ayant une base

avec m éléments, N un sous-A-module libre de ayant une base avec n élé-

ments. Alors n ~ m .

Démonstration. - Soit n > m . Si ... , x) est une base de N ~ et

... , y ) est une base de H , soit f : N -~>M l’homomorphisme défini par

f(x.) =y. pour i== 1 , ... , et f(xi) =0 pour i = m + 1 , ... , n . Alors

f est un épimorphisme, qui n’est pas injectif, ce qui est impossible.

(g) Soient A un (11)-anneau, M un A-module Cà gauche) engendré par les élé-
ments ... , soit N un sous-A-module libre de M , ayant la base

(x y ... , x ) OÙ n~m . Alors m = n , et M est un module libre ayant la

base ... , y~) .
Démonstration. - Soit f : N -~M l’homomorphisme défini par f(x_) = y~

(i= 1 , ... , m) et f(x.) arbitraire (pour i = m + 1 , ... , n ~ si n >m ).
Alors f est Surjectif, et, d’après l’hypothèse sur A , f est un isomorphisme.

Donc M est aussi un A-module libre, et ... , f(x )) est une base de

M . On conclut que n = m , autrement f(x .) serait combinaison linéaire des gé-

nérateurs y. =f(x.) (i= 1 ~ ... ~ m) de M .

(h) Soit A (fT)-anneaUy et soit f : A - B un homomorphisme d’anneaux. On

suppose que B est un A-module de type fini (au moyen de f ). Si x~ yE B et

xy = 1 , alors yx = 1 .

Démonstration. - On considère le sous-A-module BxB du A-module à gauche B ;
BxB résulte des sommes finies d’éléments de la forme zxt, où z , t e B .

Soit p : BxB ~ B l’application de multiplication à droite par y , c’est-à-

dire == ty pour tout t e BxB . Alors p est un homomorphisme de .A-modules



à gauche. De xy = 1 , il résulte que t = (txl)y = p (tx) pour tout t e B . Donc

p 
y 

est surjectif. A étant un (Tï)-anneauy on conclut que p 
~ 

est injectif.

Or yx ~ BxB , 1 = xy ~ BxB , 03C1y(yx) = yxy = y , et 03C1y (yx) = yxy = y , et 03C1y(1) = y . Donc yx = 1 .

On peut obtenir un résultat analogue à (b) pour les endomorphismes de certaines

algèbres. Voici d’abord le rappel suivant :

(i) Soient A un anneau commutatif, M , N des A-modules, f : un ho-

momorphisme tel que N/(f(n)) soit un A-module de type fini. On suppose pour

tout idéal maximal m de A ~ l’homomorphisme induit F: est sur-

jectif. Alors f est surjectif.

Démonstration. - D’après l’hypothèse, on a N = + mN , donc

En localisant en m ~ on a

Par le lemme de Nakayama, (N/(f(n))) 
m 

= 0 pour tout idéal maximal m de A . Par

le lemme de globalisation, = 0 ~ c~est-à-dire f(M) = N .

(j) Soient A un anneau commutatif, et B une qui soit un A-module

de type fini. On suppose que, pour tout idéal maximal m de A, mB soit un

idéal bilatère maximal de B. Alors tout endomorphisme de la A-algèbre B est un

isomorphisme.

Démonstration. - Soit f : B ~ B un endomorphisme de la A-algèbre B. Pour

tout idéal maximal m de A , on considère 1 ’homomorphisme de (A/m)-algèbres induit
par f :

D’après l’hypothèse, f a un noyau égal à 0 .

D’autre part, B/mB est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps

A/m ; g donc f est nécessairement surjectif, pour tout idéal maximal m .

Il résulte de (i) que f est lui-même surjectif. Enfin, de (e), on conclut que
f est un isomorphisme.
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