
Séminaire Dubreil.
Algèbre et théorie
des nombres

PAULO RIBENBOIM
Sur la localisation des anneaux non commutatifs
Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres, tome 24, no 2 (1970-1971), exp. no 18,
p. 1-18
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1970-1971__24_2_A7_0>

© Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1970-1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algèbre et théorie des nombres » im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SD_1970-1971__24_2_A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


18-01

SUR LA LOCALISATION DES ANNEAUX NON COMMUTATIFS

par Paulo RIBENBOIM

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 18, 18 p.

2 juillet 1971

1. Introduction.

Tous les anneaux considérés ont un élément unité, et les homomorphismes d’anneaux

sont unitaires.

Les résultats suivants sont bien connus. Soient A un anneau commutatif, S une

partie multiplicative (non vide) de A.

THEOREME 0. - Il existe un anneau commutatif SA, et un homomorphisme d’an-
neaux rp : A -~ tels ue :

1° Tout élément de tp(S) est inversible dans S~~ A ;
2° Si B est un anneau commutatif, y : A 2014~> B un homomorphisme d’ anneaux tel

que tout élément de soit inversible dans B, alors il existe un homomor-

phisme unique 03C8 : S-1 A ~ B tel que 03C8 o 03C6 = 03C8 .

(a) Les éléments de A sont des f rac tions x = a/s , c’est-à-dire, si

x E S-1 A y il existe a E A ~ tels que = c~(a) .

(b) L’application 03C6 : A ~ S-1 A est un épimorphisme plat (dans la catégorie
des anneaux commut atif s ) .

Les propriétés indiquées ci-dessus sont très utiles. Il est donc intéressant de

considérer leurs généralisations possibles pour le cas des anneaux non nécessaire-

ment commutatifs.

Peut-on généraliser le théorème 0 ? Alors, est-ce que les éléments de l’anneau

qui généralise S ~ A sont des fractions à gauche (ou à droite) ? Est-ce que l’ho-

momorphisme canonique est un épimorphisme, plat à gauche (ou à droite) ?

Les résultats qui suivent sont eux aussi bien connus. Soient A un anneau (non
nécessairement commutatif), S une partie multiplicative (non vide) de A .

THÉORÈME 1. - Il existe un anneau SA, et un homomor p hisme d’ anneaux
A -e~ tels que :

1° Tout élément de est inversible (à droite et à gauche) dans Sw~ A ;
2° Si B est un anneau, ~s : A -~ B un homomorphisme d’ anneaux tel que tout

élément de ~r(S) soit inversible dans B, alors il existe un homomorphisme unique



Démonstration. - Pour tout s e X , soit Xs une indéterminée. Soit A’ l’anneau

libre sur A , engendré par les indéterminées X~ (pour s e S ). Les éléments de

A’ sont les sommes finies des monômes a.. X a X a ... X~ a (avec m ~0 ~
0 s~ 1 s~ ~ ~ m

a. e A , s. ~ S ), les opérations étant définies de façon 
évidente. On identifie

A à un sous-anneau de A’ . Dans A’ , on considère l’idéal bilatère I , engendré

par les éléments 1 ~ X s - 1 , pour tout s ~ S . Soient S" A = A’/I , et

A -~ S"~ A l’application donnée par cp(a) = a + 1 y pour tout a e A .

Alors (p est un homomorphisme, cp(s) est inversible dans S A , son inverse

étant la classe module 1 de l’indéterminée X .
s

A -"5> B est un homomorphisme avec les propriétés indiquées, soit

~ : A’ -’~B l’unique homomorphisme tel que ~(a) = (pour tout a ~ A ) et

~(X ) = (ù(s))"~ (pour tout ses). Alors

= 0 , et alors ~u ’ induit un homomorphisme n : l S- ~’ A -~ B ~ à sa-

voir ~. ~ t (f ~ (pour tout f 

S ~ A -~> B est un homomorphisme tel que x 0 cp = ~~~ ~ alors nécessai-

rement

En outre, de sXs + I = Xs s + I =1 + I résulte

et de même

Donc + l) = (B!;(s)) = + l) . Les homomorphismes n 03C8 coïncident sur

un ensemble de générateurs de l’anneau S A ~ donc ~ = ~ .

(c) L’application 03C6 : A -"> S" A est un épimorphisme (dans la catégorie des
anneaux) .

Démons tration. - Si B est un anneau, des homomorphismes de S** A
dans B tels que 03C8  03C6 = 03C8 t alors 03C8(03C6(s)) = est inversible dans

B pour tout élément SES. D’après le théorème 1, il existe un homomorphisme

unique K: A 2014> B tel que K o o~ . Donc ==B~’ .

Par contre, on ne saurait pas démontrer que S" A est un A-module plat à gau-
che (ou à droite).



De la démonstration du théorème 1, il résulte que S~~ A est l’anneau Engendré

par l’ensemble ~(A) u 1 s E S .. En particulier, si A est commutatif,

alors S ~ A est un anneau commutatif qui coïncide nécessairement avec celui du

théorème 0.

L’anneau S A s’appelle l’ anneau inverseur de S .

On précise maintenant la notion d’anneau de fractions dans le cas non commutatif.

Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), S une partie multiplicative

(non vide) de A. Soient SBA un anneau, cp : A --$> un homomorphisme. On dit

que SBA est un anneau de fractions à gauche de A par S, lorsque :

1° Si cp(a) = 0 , alors il existe tel que sa = 0 ;

2° Si SES, alors ~(s) est inversible dans SBA ;
3° Tout élément de S A s’écrit sous la forme [c?(s)]" ~p(a) , où a e A ,

On définit de même la notion d’anneau de fractions à droite de A par S , noté

A/S .

Les résultats qui suivent sont classiques (voir BOURBAKI j,2], chapitre II, p.

162).

~ ,

THEOREME 2. - Un anneau de f r actions à gauche SBA existe, si, et seulement si,

les conditions suivantes sont satisfaites :

1° Condition de Ore ~à gauche) : Pour tout s E S et a E A , il existe tES,
b E A , tels que ta = bs ;

2° Si a E A, s e S , et as = 0 , alors il existe tES tel que ta = 0 .

(d) Si SBA existe, il satisfait la propriété universelle du théorème 1, c’est-

à-dire SBA est l’ anneau inverseur de S, et un isomorphisme canonique

près).

(e) Si les anneaux de fractions à gauche et à droite SBA et A/S existent,
alors ils sont isomorphes.

Il en résulte que les éléments de l’anneau S~ ~’ A ne sont pas toujours de frac-

tions. Il est intéressant de déterminer la nature de ces éléments. Cela sera proba-
blement utile dans les questions d’immersion d’anneaux sans diviseurs de zéro dans

des anneaux avec division.



2. Sur l’ anne au inverseur de S .

THÉORÈME 3. - Soient A un anneau (non nécessairement commutatif) , S une par-

tie multiplicative (non vide) de A telle que st = ts pour tout s ~ t E S .

(i) Dans 1/ensemble S x A , soit la relation (s , a) .- (t , b) , lorsqu’il
existe u ~ S tel que uta = usb . Alors 9 = est une relation d’équivalence.

(ii) On note a/s la classe d’équivalence de (s , a) , e t G l’ ensemble des

classes d’équivalence. Alors il existe un isomorphisme canonique

où désigne l’anneau de polynômes aux indéterminées non commutatives X
(pour g ~ G ), et I est l’idéal bilatère engendré par les éléments

Démonstration.

(i) La relation = est évidemment réflexive et symétrique. Elle est aussi tran-

sitive. En effet, si (s, a) == (t , b) et (t , b~ _ (r , c) , soient u ~ 

tels que uta = usb, vrb = vtc . Alors

vruta = vrusb = usvrb = usvtc ,
donc

(vut)ra = (vut)sc , avec vut ~ S ,

c’est-à-dire (8, a j _ ( r , c) .

(ii) Soit L = l’anneau des polynômes à coefficients dans Z aux

indéterminées non commutatives X (pour g E G ) ; c’est l’anneau libre engendré
g

par G . Soient l’anneau A’ = L/I , et c~’ ~ A -~ A’ l’application définie par
cp’ ( a~ - classe de X module 1 . Alors cp’(l) = 1 . y

alors

De même,

car a.l = 1. a . Donc co’ : A -~A’ f est un homomorphisme. Si alors



donc o’(s) est inversible dans A’ (pour tout s ~ S ).

Soient maintenant B un anneau, et : A -~ B un homomorphisme tel que 

soit inversible dans B (pour tout s e S ). Il s’agit de définir un homomorphisme

~ : A’ r -~ B tel que ~’ r e (p* t = ~ . Il suffit de définir un homomorphisme

~: L-">B tel que et T(X~/~)=t(a) pour tout a=A.

L étant l’anneau libre engendré par G, il existe un homomorphisme unique

~ : L -~B tel que = (pour tout a/s e G ). Alors

~a/s ’’ 

(en notant que st = ts ). De même, si at = ta , alors

(puisque st = ts ). Enfin

Ainsi ~(l) = 0 . En outre, = ~(a)/~;(l) = pour tout a ~ A 

Si ~’ : A’ -~B est l’homomorphisme induit par alors ~’ o (p~ Enfin

~~ f est unique avec cette propriété, car, si ~" : A’ t --~ B est tel que ~" o ~’ = ~
alors

donc est l’inverse de ~(s) . Ainsi

ce qui montre que ~f" == ~’ ,

D’après la propriété universelle de l’anneau S~~ A , on conclut qu’il existe un
isomorphisme canonique p : --~ A’ tel que p 



Le théorème précédent s’applique lorsque S = (s), partie multiplicative engen-

drée par l’élément s E A .

Remarque. -Soit a/s E G , a/s ~ 0/1 , et soit la = I n LG .
Alors En effet, le noyau de l’homomorphisme composé
C G 

,

est égal à D’autre part, étant donne f + 1 = L/1 , soit f~ la somme des

monômes de f qui appartiennent à Ainsi f = f~ + (f - f~) , et chaque mo-

nôme de f - f,-. contient l’indéterminée X../ . Or e 1 , car

Donc et Ceci montre que L0/I0 ~ L/I , canoniquement.

THÉORÈME 4. - Soient m  1 , S. la partie multiplicative de A engendrée par

les éléments s1 , ... y et 03C6j : A ~ S-1j A l’homomorphisme canonique (où /
ljm ). Soit 03C6m-1 (s )) la partie multiplicative de S_ A engendrée par

l’élément 03C6m-1(sm) , et soit 03C6’ : t i 
A ~ 03C6m-1(sm)~-1 (S-1m-1 A) 1 ’homomor-

phisme canonique. Alors

Démonstration.

Pour simplifier les notations, soient A’ = ((p ,(s )) (S" , A) . et
m- m m-

p = 03C6(s) est inversible dans A’ pour tout élément SES, car cela
est vrai pour les éléments s, 1 ..... s m
Si ~ : A -~ B est un homomorphisme tel que soit inversible dans B

(pour tout alors il existe un homomorphisme ~ : A -~ B , unique,
tel o co m’**i = 03C8 . Puisque = 03C8(sm) est inversible dans B , il

existe un homomorphisme .§’ : A’ -~ B , unique, tel que ~ o = ~ . Alors
~’ o (:o’ o ~_.) = B!f o ~~ = i); ~ et, si ~~ : A’ 2014~B est un homomorphisme tel

o o = 03C8 , alors (03C8" o cp’) o 03C6m-1 = 03C8 , donc, par l’unicité,
~" o cp~ = ~ ; par la même raison, on conclut que B!~ = ~ .



En vertu de la propriété universelle, il existe un isomorphisme canonique

m

Soit S une partie multiplicative quelconque de A , et soit la fa-

mille des parties multiplicatives de type fini contenues dans S . Pour tout j E J ~

soit -p. : A ~ S-1j A l’homomorphisme canonique. Si S. Ç S. ! tous les élé-

ments de sont inversibles dans A ; d’après la propriété universelle,

il existe un homomorphisme p.. : S-1i A ~ S-1j A , unique, tel que cp. = . , o 03C6i .
Il en résulte que, si Si ~ s. ç &#x26; , alors o 

p.. , et, de que

p.. est l’application identique.

La famille filtrante A y p..) d’anneaux et homomorphismes, obtenue ci-

dessus, a une limite directe.

THEOREME 5. - Avec les notations ci-dessus, S~~ A = lim 5~.1 A ~ et l’homomor-

phisme canonique cp : A -~ S-1 A est CI’ = lim 

"’ J

i"..~r~r~..a.mr..,~.r..mr"~... J

Démonstration. - Pour toute partie multiplicative de type fini S. ç S , soit

03C1j : S-1j A ~ A’ = lim S-1i A l’homomorphisme canonique. Donc j 
J 

est l’union

des sous-anneaux 03C1j(S-1j A) , pour toute partie S .. Si S. Ç S. , alors

p.. = p.. Soit 03C6’ = lim cp. : A ~ A’ , donc 03C6’ = p. o cp. pour toute par-

tie S..

Si SES, il existe S. telle que est inversible dans

S. A donc cp’(s) = p.((p.(s)) est inversible dans A’ .

Soit Q : A -~ B un homomorphisme tel que soit inversible dans B pour

tout SES. Alors, pour tout S. , il existe un homomorphisme unique

V

et, d’après l’unicité



Ainsi, on peut considérer l’homomorphisme cr’ = lim A’ ~ B . Si a E A ,

alors

Q’ est l’unique homomorphisme avec la propriété ci-dessus, car, si a" : A’ t ~ B

est tel que 6" o cp’ = ~ , alors (a" o p. ~ ° cp. ~ donc aU ° p..- ~l = 6’ ° pi

pour toute partie de type S.. Or A’ --- A~ donc nécessairement o~" = 
1 ~ z

D’après la propriété universelle, on conclut, à un isomorphisme unique près, que

c~’~c~.
...,, J

3. Extensions épi-plates de fractions.

Il s’agit maintenant de trouver un nouvel anneau dont les éléments sont des frac-

tions (à gauche) ayant "dénominateurs" dans une partie multiplicative donnée, de

façon que l’homomorphisme canonique soit un épimorphisme plat à gauche, universel

par rapport à ces propriétés. Toutefois, on n’exigera pas que les éléments de la

partie multiplicative donnée deviennent inversibles.

Dans le cas des anneaux commutatifs, on a le résultat suivant, dû à LAZARD :

(f) Soit A un anneau commutatif. Il existe un anneau A~~ , et un épimorphisme

et injectif 03C0 : A ~ A* , avec la propriété universelle suivante : Si B

est un anneau commutatif , et 03C8 : A ~ B un épimorphisme plat et injectif, il
existe un homomorphisme ~’~ : B -~ A’~ , unique, tel que ° 11~ = ~r ,

Dans sa démonstration, LAZARD utilise les produits tensoriels de A-algèbres com-

mutatives, et le fait que les classes d’isomorphisme des épimorphismes plats injec-
tifs de source A sont en bijection avec certains sous-ensembles de SDec(A) .

Dans le résultat principal qui sera exposé ici, on considère aussi des parties
multiplicatives de A . On ne suppose pas que l’anneau A soit commutatif, et, par
conséquent, on doit envisager une technique qui permettra encore la considération
d’anneaux produits tensoriels de certains anneaux non commutatifs. Ceci a été intro-

duit par PROCESI, et se trouve exposé dans l’article de ARTIN ~1~.
Soit A un anneau (non nécessairement commutatif), soit M un A-module à droi-

te et à gauche.



Le centralisateur de A dans M est l’ensemble

est un sous-groupe additif de M , et un module sur le centre de A. Si

M = A alors ZA(A) est le centre de l’anneau A .

On dit que il est un bimodule sur A , lorsque les conditions équivalentes sui-

vantes sont satisfaites :

1° ~~ est le A-module à droite engendré par 

2° M est le A-module à gauche engendré par 

3° Si x E M , on peut l’écrire

où ai E A, 

Il en résulte que (ax)a’ = a(xa’) , pour tout a , a’ E A et x ~ N .

Si ,:N sont des bimodules sur A, un homomorphisme cp : r~I -~ I~ (en tant

que bimodules) est un homomorphisme de A-modules à droite et à gauche. Dans ce

cas, Le composé de deux homomorphismes de bimodules est un ho-

momorphisme de bimodules. Ceci permet de considérer la catégorie des bimodules sur

A .

Un homomorphisme de bimodules est un isomorphisme de bimodules, si, et seulement

si, il est un homomorphisme bijectif. Si I~~ , , 1T sont des bimodules sur A ~ alors

N est encore un bimodule sur A, y engendré par

En tant que bimodules sur A , on a les isomorphismes

En outre, il existe un isomorphisme de bimodules

qui est unique, tel que z,(x  y) = y ~ x pour x E y E Z A (N) . En fait ’
si x E Z A (M) ou on a aussi y) = y ~ x . Si a : 1~ --~ 

p : N --~ N’ , sont des homomorphismes de bimodules, alors

est un homomorphisme de bimodules, et



Soient A ~ B des anneaux, et cp : A -~,~ B un homomorphisme d’anneaux. Au moyen

de cp , B devient un A-module à droite et à gauche. cp est appelé une extension,

lorsque B est un bimodule sur A . Par abus de langage, on dit aussi que B est

une extension de A . Par exemple, si ~a(A) est contenu dans le centre de l’anneau

B , alors cp est une extension. De même, si cp est surjectif, alors B est le

A-module engendré par 1 F ZA(B) ; donc 03C6 est une extension.

Si G est un semi-groupe multiplicatif, A un anneau, et A[G] l’anneau du

semi-groupe G à coefficients dans A , alors l’application canonique co : A -~ A~G~
est une extension. En effet, si g E G , alors ag = ga pour tout a E A ; donc

G ~ et G est un ensemble des générateurs du A-module A~G~ . En par-

ticulier, l’anneau de polynômes, à indéterminées non commutatives et coefficients

dans A, est l’anneau du semi-groupe des monômes, donc une extension de A .

Si cp : A -~ B et ,: B -.~ C sont des extensions, alors v o cp: A -~ C

est une extension. On peut alors considérer la catégorie des anneaux ayant comme

morphismes les extensions d’anneaux.

(g) Soient 8 : A ~ B et 03B2’ : A ~ B’ des extensions. Sur le A-bimodule

B’ , il existe une structure d’anneau, unique, telle que :

1° ~b ~ 1 ) ~ 1 ~ b’ ) _ ~ 1 ~ b’ ) ~b r l) == b ~ b’ , lorsque b ~ ZA(B), b’ E 

2~ Les homomorphismes canoni ues de bimodules j : B -~ B ~A B’ et

j’ : B’ -~ B’ sont des extensions.

Il en résulte que ~~xy) - L(x) pour tout x, y ~ B A B’ , et

est une extension.

En outre, si bi e ou b2 E alors

On note aussi, pour un usage ultérieur, que, y si a, a’ E A , alors



Dans la situation précédente, si 3 est un épimorphisme d’anneaux, alors

j’ : i B’ -~ B’ est un £Dimorphisme d’anneaux. Donc si j3 et 3’ sont des

épimorphismes, alors y=jop==j’o3’ est un épimorphisme.

En ce qui concerne la platitude, on rappelle la propriété suivante :

(h) Si o : A -"> B est un homomorphisme d’anneaux, plat à gauche, si a ~ A

n’est pas un diviseur de zéro à gauche de l’anneau A , alors n’est pas un

diviseur de zéro à gauche de 1 ’ anneau B.

La démonstration peut se trouver dans [~.

Avec les notations déjà utilisées, si 6 : A 2014>B et p’ : A -"->B’ sont des

extensions plates à gauche, alors y=joB==j’oB’: A -~- B 0. B’ est une

extension plate à gauche.

Soient 1 un ensemble ordonné filtrant à droite, et (B.). une famille d’an-

neaux. Si i , j ~ 1 et i  j , soit 03C1ij : B. ~ B. une extension, de façon
que 03C1ii est l’application identique, ety si i  j  k , alors 03C1jk  p...
Soit B = lim Bi l’anneau limite directe de la famille (Bi)i~I , relativement aux
extensions p (ij) . Soit B. : B. -~B l’homomorphisme canonique. Alors,

~ est une extension. De plus, si , pour tout i cp. : A -~ B. est une ex-

tension, telle que cp == p~ o ~ lorsque i ~ j , et si o : A -~ B est égal à
cp = alors 03C6 est une extension. Si chaque 03C6. est plate à gauche alors

03C6 = est aussi plate à gauche.

Une fois rappelés ces faits assez simples, on peut démontrer le théorème suivant :
~- ,

THEOREME 6. - Soient A un anneau, S une partie multiplicative (non vide) de
A . Il existe un anneau A , et une extension A -> tels que : 

’

(l) 1° Q’ est un épimorphisme d’anneaux ;
2° cy est plat à gauche ;
3~ A , il existe SES, S non diviseur de zéro à gauche de A ,

et il existe a = A tels que 
°

B est un anneau, A-->B est une extension satisfaisant les

conditions 1°, 2°, 3°, de (l), il existe une extension ~ : B->A’~ , unique (par-
mi les homomorphismes d’anneaux), telle que 3~ o p. =o/~

Démonstration. - Soit (B, p) un couple, tel que B est un anneau, et

9 : A -~B est une extension satisfaisant les propriétés l~, 2°, 3°, ci-dessus.



Alors card(B) ~ card(A x S) . En effet, pour tout b E B , y soit

F(b) n’est pas diviseur de zéro à gauche dans A ,
et = ~3(a)~ .

D’après l’hypothèse 3°, ~~(b) ~ ~ . . Si b ~ b’ , alors F(b) n F(b’ ) _. ~ i car? si

6(s).b == ~3(a) - ~(s).b’ , on a ~(s). (b - b’) = 0 . est plate à gauche,

donc 03B2(s) n’est pas un diviseur de zéro à gauche de B ; donc b = b’ . Ceci mon-

tre que card(A x S) .

Si (B , e) , (B’ , ~’ ) sont des couples du type considéré ci-dessus, on pose

(B , a) ~ (B’ , ~’ ~ lorsqu’il existe un isomorphisme d’anneaux 6 : B ~--~ B’ tel

que 5 o ~? = La relation .~ est une équivalence. Tout couple (B, p) est

équivalent à un couple B’ ~ A x S . En effet, étant donné que

card(A x S) , il existe une bijection 8 : B -.~ ~ (B) ~ A x S . On

prend B’ = s ( B) , avec la structure d’anneau transportée de celle de B au moyen

de 8; si alors (B , ~) ~. (B’ , p’) .

Il s’ensuit que les classes d’isomorphisme des couples (B, ~) forment un en-

semble, lequel sera noté 13 . La classe d’équivalence de (B, s) se désigne par

[B , 

L’ensemble 03B2 est ordonné, en posant [B , 03B2] ~ [B’ , 03B2’] lorsqu’il existe une

extension 6 : B ~~ B’ telle que b o 8 == ~’ . Cette relation est bien définie

(indépendante du choix des couples représentants des classes d’équivalence) ; en
outre,  satisfait les propriétés réflexive et transitive de façon évidente. En-

f in, si et [3’ , p t ~  [ B , ~ ~ , si ô, ~’ sont des exten-

sions telles que 

et, puisque j5’ est un épimorphisme d’anneaux, alors 5 o b’ ~ de même,
ô’ ~ ~ = donc $ , ~’ sont des isomorphismes réciproques, et

En passant, on remarque que, si [B , [B’ , p’] , alors l’extension 8 ,
telle que 6 e p = 3’ , est l’unique homomorphisme d’anneaux avec cette propriété ;
en effet, si S’.p=8’=6.p, alors 6’ = 03B4 , car 3 est un épimorphisme. On
notera sans ambiguïté 03B4BB, cet homomorphisme. De = p’ , il résulte aus-
si que f est un 

Le couple (A , satisfait les propriétés 1°, 2°, 3°, de (I), et

Maintenant on démontrera que 03B2 est filtrant à droite, selon la relation  .
Etant donnés [B, ~~ ~ ~ ;~ ~ soient



les extensions canoniques,

l’extension composée. Il suffit de montrer que C~ ~ B’ , y] d’où il résulte

que

Tout d’abord, y est un épimorphisme, car e, ~’ sont des épimorphismes. De même,

y est plat à gauche. Pour montrer la propriété 3°, on établit un lemme.

Soit 0 : une extension satisfaisant la propriété 3°. Soient

b , ... , b E ZA(B) . Alors il existe SES, s non diviseur de zéro à gauche

de A , et des éléments a1 , ... , n tels que

En effet, soient E S , si non diviseur de zéro à gauche de A 9 et ai E A ,
tels que ~~s. i ~.b. - i = a. (pour chaque i = 1 , ... , n ~. Soit s = s 1 , ... ~ s n s
donc SES, et s n’est pas un diviseur de zéro à gauciie de A . En tenant comp-

te que on peut écrire

pour tout i= 1 , ... , n .

Le lemme étant démontré, soit b ~ B ~A B’ . On peut écrire b= Z. b.3b’ ,
où chaque bi = b. =B’ . En effet, b = 1 b e B ,

b~ (où b a. =A ), donc

et cette expression est de la forme indiquée. D’après le lemme, il existe SES,
s non diviseur de zéro à gauche, et c. E ~. (pour tout i ~, tels que1

03B2(s).bi = 03B2(ci) (pour tout i ). Alors



où b’ = ~. ~’ ~ c . ~ . b! . On peut écrire
1 l 1

où b. e ZA(B’) , et a~. e A (pour tout k ). D’après le lemme, il existe s’ 

s’ non diviseur de zéro à gauche, et c. e A (pour tout k ), tels que
== (pour tout k ). Alors

Enfin s’s ES, s’s n’est pas un diviseur de zéro à gauche de A s et

Ainsi, la propriété 3° est satisfaite, et S est filtrant à droite.

Soit la famille d’anneaux (03A6[B,03B2])[B,03B2]~03B2, où chaque $r -j = B . Si

[B , 6][B’ , ~] , soit

unique extension telle que 03B4BB’ B . D’après l’unicité de il résulte

que et~ si CB , ~ ~ ~ CD ~ , ~3’ ~ ~ CBtr ~ ~~t~ 3 alors

Soit AS = Çj B,fl j la limite directe de la famille filtrante d ’anneaux

03A6[B,03B2] . Soit 03B1S : A~AS la limite directe des extensions 8 : A -> 

Donc 03B1S est une extension.

Pour tout [B , 3] e @ , soit

l’extension canonique telle que ~3~ 0 6 . Donc, si [B, ~1  [B’ , p’] ,
alors

Comme il a été indiqué, il résulte de la construction que satisfait
les propriétés 1°, 2°, de (l). Qaant 1 la propriété 3°, soit c e AS ; il existe
[B , telle que c = e*(b) , avec b= B . Soit se S , s non diviseur de
zéro à gauche de A , et soit a ~ A , tels que R(s).b = p(a) . En appliquant 0* ,



on déduit que 

Soit maintenant B) un couple vérifiant les propriétés 1~ 2~~ 3~ de (l).

Diaprés la construction, il existe une extension p~ : B telle que

6~ o P = Enfin~ B~ est l’unique homomorphisme avec cette propriété, car, si

B satisfait 8~ o 3 = c~ = 3~ o p ~ alors 3~’ = p ~ puisque P est un

épimorphisme d’anneaux.

De façon analogue, on peut démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 7. - Soient A un anneau, S une partie multiplicative (non vide) de
A . Il existe un anneau et une extension A ~ AS , tels ue :

(l) (o) 03B1S est injective ;

(l) Q’q est un épimorphisme d’anneaux;

(2) ~ est plate à gauche ; Ù

( 3) Si b e il existe s non diviseur de zéro à gauche de A ~
et a e A , tels que

(II) Si B est un anneau, si 3 : A ~~ B est une extension satisfaisant les

conditions (0), (1), (2) y (3), de (I), il existe une extension 03B2* : B ~ AS ,

unique (parmi les homomorphismes d’anneaux), telle que 03B2*  03B2 = 03B1S .

Démonstration. - La démonstration de ce théorème est analogue. Il suffit de tenir

compte des faits suivants :

Si : A et p’ : A -.~ B ~ sont des extensions injectives, si est

plate à. gauche, alors la suite exacte de A-modules à droite

donne lieu à la suite exacte de B’-modules à droite

Donc y = j ’ o 3’ est injective.

Si chaque extension B : A -~ B est in j ective, alors la limite directe

est aussi injective.

On remarque que, d’après la propriété universelle de et de A Q’ ) .
il existe une extension y : AS --> A , unique homomorphisme tel que y p = 

(i) Si la partie multiplicative S est contenue dans le centre de A ~ si

: A -~ B est une extension satisfaisant les conditions ( 2~, ~ 3~ ~ du théorème 6,



alors p(s) est contenue dans le centre de B.

Démonstration. - Soient b 6 B ~ on montrera que 6(s).b = b.p(s) . Par

hypothèse, il existe ai e A et Si Si non diviseur de zéro à gauche de A ~

tels que = Alors

Puisque p est plate à gauche, alors n’est pas diviseur de zéro à gauche
de B, donc 

De on a le résultat ci-après.

(j) Si A est un anneau commutatif, i : A --~ B est une extension satisfai-

sant les propriétés ( 2) , (3), du théorème 6, alors B est un anneau commutatif.

Démonstration. - Soient b , b’ e B . Par hypothèse, il existe des éléments

et s, s’ ES, ceux-ci non diviseurs de zéro à gauche de A , et tels

que = B(a~ , ~3(s’ ~.b’ ~ ~(a’ ~ . Alors

D’après le résultat précédent, donc o(aa’) . De
même, Or, A est commutatif, donc .

Puisque p est plate à gauche, alors p(ss’) n’est pas un diviseur de zéro à gau-
che de A ~ donc bb’ = b’b . Ceci montre que B est commutatif.

En particulier, si A est commutatif, les anneaux AS et A., sont commutatifs.

D’après la propriété universelle de l’anneau construit par LAZARD, pour cha-
que partie multiplicative S de A ~ il existe un homomorphisme unique

03B1*S : Ag ~ A* tel que 03B1S o 03B1S = n .

Si S est une partie multiplicative de A ~ contenue dans le centre de A ~ les
conditions du théorème 2 sont satisfaites, et il existe l’anneau de fractions de A

par S (à droite et à gauche) ; à un isomorphisme près, il est l’anneau inverseur
S"~ A .

Si S ne contient aucun diviseur de zéro de A , alors l’application canonique
-p : A -~ S"~ A est injective.



THÉORÈME 8. - Si S est une partie multiplicative, contenue dans le centre de A,

et sans diviseurs de zéro, alors il existe un isomorphisme canonique

Démonstration. - 03C6 : A ~ S-1 A est une extension d’anneaux, car tout élé-

ment de Sw~ A est de la forme a/s = a/l.l/s = (où a E A ~ et,

pour tout S ~ S , on a 1 s E A) .

Comme il est connu, 03C6 est un épimorphisme plat ; il est injectif, car S ne

contient aucun diviseur de zéro de A. Enfin, si b E S~1 A , alors

donc

D’après la propriété universelle, il existe une extension J : S ~ À -> à~ ,
unique Parmi les homomorphismes tels que a O  = 03B1S . Si OE(a/S) = 0 , alors

o = a(s/i).J(a/s) = a(a/i) = a o o(a) = Puisque OEs est injectif, alors

a = 0 ,donc a/s = 0 . Ceci montre que a est injectif.

D’autre part, si b é soient a é A et SES, tels que OEs(S).b = OEs(a) .
De même,

" " " " OE( J i ) " " 

Ainsi a(a/s) ] = o . Puisque 03B1S est plate à gauche, alors OEs(s) n’est

pas diviseur de zéro à gauche de donc b = a(a/s) . on conclut que a est un

isomorphisme.

Plus généralement:

(k) Soit S une partie multiplicative contenue dans le centre de A . Alors ii

existe un homomorphisme surjectif p : S-1 À -> unique, tel q££ p o rp = 

Démonstration. - iiu cours de la démonstration précédente, on a vu que 03C6 est une

eXtension et un épimorphisme plat à gauche. D’après le théorème 6, il existe une

extension p : S-1 à -> qui est l ’unique homomorphisme satisfaisant

p ° tP = Il reste à montrer que p est surjectif.

Si b G Soient a G A et SES, s non diviseur de zéro à gauche de à ,
tels que = Alors p « ?( s ) ) . b = p « p( a) ) . or w( a) = o( s ) . a/>’s , donc

P(O(S)).b = P(t&#x26;(a)) = P(tQ(S)).p(a/s) . Puisque p(s) est inversible dans À ,
alors p(w(s) ) est inversible dans donc b = p(a/s) .
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