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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 18-C1
(Algébre et Théorie des nombres -
24e année, 1970/71, n° 18, 18 p. 2 juillet 1971

SUR LA LOCALISATION DES ANNEAUX NON COMMUTATIFS

par Paulo RIBENBOIM

1. Introduction.

Tous les anneaux considérés ont un élément unité, et les homomorphismes d'anneaux

sont unitaires.

Les résultats suivants sont bien connus. Soient A un anneau commutatif, S une

partie multiplicative (non vide) de & .

1

THéORﬁME 0. = Il existe un anneau commutatif S =~ A , et un homomorphisme d'an-

neaux ¢ : 4 >S5 A , tels que :

1° Tout élément de (S) est inversible dans S"1 A

2° S5i B est un anneau commutatif, ¢ : A -> B un homomorphisme d'anneaux tel

que tout élément de ¢(S) soit inversible dens B , alors il existe un homomor-

phisme unique ¢ @ STA -» B tel que Y o= .

(a) Les éléments de S"1 A sont des fractions x = a/s , c'est-a~dire, si

xesta , il existe s €S, aekh , tels que w(s).x = o(a) .

(b) L'application ® : A& =-> S A est un épimorphisme plat (dans la catégorie

des anneaux commutatifs).

Les propriétés indiquées ci-dessus sont trés utiles. Il est donc intéressant de
considérer leurs généralisations possibles pour le cas des anneaux non nécessaire-

ment commutatifs.

Peut-on généraliser le théordme O ? Alors, est-ce que les éléments de 1'anneau
qui généralise S-1 A sont des fractions & gauche (ou & droite) ? Est-ce que 1'ho-

momorphisme canonique est un épimorphisme, plat & gauche (ou & droite) ?

Les résultats qui suivent sont eux aussi bien connus. Soient A un anneau (non

nécessairement commutatif), S une partie multiplicative (non vide) de 4 .

THEOREME 1. - Il existe un anneau S'-1 A , et un homomorphisme 4'anneaux

®: A -> Sl , tels que :

1° Tout élément de ¢(S) est inversible (3 droite et & gauche) dans st A

2° 81 B est un anneau, ¥ : A ->» B un homomorphisme d'anneaux tel que tout

élément de y(S) soit inversible dans B, alors il existe un homomorphisme unique
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T e sty -» B tel que ¥ o @ =¥ .

Démonstration. — Pour tout s € X, soit Xs une indéterminée. Soit A' 1'anneau

libre sur A , engendré par les indéterminées Xs (pour s € S ). Les éléments de

! ini y, d se 0 c P o
A' sont les sommes finies des monSmes 2y Xs a, KS e XS am (ave m20,

&, € 4, s, € S ), les opérations étant défirllies dezfagon évidlgnte. On identifie
A 3 un sous—anneau de A' . Dans A' , on considére 1'idéal bilatére I , engendré
par les éléments sX - 1, X s - 1, pour tout s & S . Soient STLA=AYT, et
ws A -> S-1 A 1'application donnée par w(la) = a+ I, pour tout a € A .
Alors ¢ est un homomorphisme, w(s) est inversible dens S"1 A , son inverse

dtant la classe modulo I de l'indéterminde XS .

Si & : A ->B est un homomorphisme avec les propriétés indiquées, soit
¢' ¢ A' -=> B 1l'unique homomorphisme tel que yt(a) = \Lr(a) (pour tout a €A ) et
“"(Xs) = (\g;(s))-l (pour tout s € S ). Alors

ﬁ;'(sXS -1) =0, 1!;'(}{8 s-1)=0, pour tout s € S ,

donc \1;'(1) =0, et alors ' dinduit un homomorphisme 7 @ S'-1 A -> B, asa-

voir T(f + I) = ¢4'(f) (pour tout f € A' )e Donc § e w=1 .

R -1
Si #: S A -> B est un homomorphisme tel que % o ©® = ¥ , alors nécessai-

#(o(a)) = 4(a) = Ww(a)) .

Bn outre, de sXS+I=th+I=1+I résulte

1=nw(1 +1I)=3n(s+ I).‘z,((Xs +I) = y(s)ew(x_+ 1) ,
et de méme

1 =7, + I.uls) .

Donc R‘(XS +I)= (\y(s))—l = T!;—(XS + I) . Les homomorphismes % , ¥ coincident sur

un ensemble de générateurs de 1'anneau sta , donc W=7 .

(e) L'application ¢ : A - S'-1 A est un épimorphisme (dans la catégorie des
anneaux) .
Démonstration. —= Si B est un anneau, et & , %' des homomorphismes de S'_1 A

dans B tels que § o w= ' s ¢, alors {(ew(s)) = ¢'(e(s)) est inversible dans
B pour tout élément s € S . D'aprés le théordme 1, il existe un homomorphisme

-1

unique ¢t S " A -> B tel que u e =1 o p=1{4' ow.Donc u=14 ="',

Par contre, on ne saurait pas démontrer que Sm1 A est un A-module plat a gau-

che (ou & droite).
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De la démonstration du théoréme 1, il résulte que S"l A est 1'anneau engendré
par 1l'ensemble (A) u fm(s)—l | se s} . En particulier, si A est commutatif,

alors S_1 A est un anneau commutatif qui coincide nécessairement avec celui du
théoréme O,

L'anneau S—1 A s'appelle 1'anneau inverseur de 3 .

On précise maintenant la notion d'anneau de fractions dans le cas non commutatif.
Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), S une partie multiplicative
(non vide) de A . Soient S\A un anneau, ¢ : A -> S\A un homomorphisme. On dit

que S\A est un anneau de fractions & gauche de A par S, lorsque :

1° si o(a) = 0, alors il existe s € S tel que sa =0 ;
20 Si s € S, alors w(s) est inversible dans S\A ;
3° Tout élément de S\A s'éerit sous la forme [m(s)]_l.m(a) 0 a€h,

sesS.

On définit de m@me la notion d'anneau de fractions & droite de A par S, noté

A/S .

Les résultats qui suivent sont classiques (voir BOURBAKI [2], chapitre II, p.
162).

/ ~
THEOREME 2. - Un anneau de fractions & gauche S\A existe, si, et seulement si,

les conditions suivantes sont satisfaites :

1° Condition de Ore (é gauche) ¢ Pour tout s € S gj_ a€h, il existe t €S,

beh, tels que ta = bs ;
2° 83 a€hA, se€S, et as =0, alors il existe t € S tel que ta=20.

(a) Si S\A existe, il satisfait la propriété universelle du théoréme 1, c'est-

3=dire S\A est 1'anneau inverseur de S, et =i (3 un isomorphisme canonique

Erés).

(e) Si les anneaux de fractions & gauche et & droite S\A et A/S existent,

alors ils sont isomorphes.

I1 en résulte que les éléments de 1'anneau S_l A ne sont pas toujours de frac-
tions. I1 est intéressant de déterminer la nature de ces éléments. Cela sera proba-
blement utile dans les questions d'immersion d'anneaux sans diviseurs de zdéro dans

des anneaux avec division.
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2. Sur 1l'anneau inverseur de S .
P N Y e et A eVl o o o o d

rd -~
THROREAE 3. - Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), S une par-

tie multiplicative (non vide) de A telle que st = ts pour tout s , t € S .

(i) Dans 1'ensemble S x A , soit la relation (s , a) = (t, b) , lorsqu'il

existe u € S tel que uta = usb . Alors, = est une relation d'équivalence.
exisve tel que £10T8, qt

(ii) On note a/s 1la classe d'équivalence de (s y a) y et G 1'ensemble des

classes d'équivalence. Alors il existe un isomorphisme canonigue

-1 "

ot 2ZfX } désigne 1'anneau de polynbmes aux indéterminées non commutatives Xg

(Eour g€G), et I est 1'idéal bilatére engendré par les éléments

Xa/s+%/t“x(ta+sb)/st (pour a,bek, s,tesS) ,
Xa/s'xb/t - Xab/st (pour a,bek, s, tes), lorsque at = ta ,
Démonstration,
(i) La relation = est &videmment réflexive et symétrique. Blle est aussi tran-

sitive. En effet, si (s, a)=(t, b) et (t, b) =(r, c), soient uw, ves

tels que uta = usb , vrb = vtc . Alors

vruta = vrusb = usvrb = usvie ,
donc

(vut)ra = (vut)sc , avec vut € S ,
c'est-a~dire (s ’ a) = (r , ¢) .

(ii) Soit L ='5{Xg}geg l'anneau des polyndmes & coefficients dans 2Z aux
indéterminées non commutatives Xg (pour g € G ) ; c'est 1l'anneau libre engendré
par G . Soient 1'anneau A' =L/I , et o' : A ->A' 1l'application définie par

] - 7 - I .
w'(a) = Aa/l = classe de Xa/l modulo I . Alors e'(1) = XL/I =1.8 a,bel,
alors

o'(a +b) = ika*b)/l = Xa/l + i%/l =o'(a) + v'(db) .
De méme,

o' (ab) = Tab/l = Ya/l._fb/l =w'(a) o'(b) ,

car a.l = l.a . Donc @' : A ->A' est un homomorphisme. Si s € S , alors

— —

-X- of =— . =_ =
1/3°%s/1 Xs/1 X1/s Xs/s_xl/l ’
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donc cp'(s) est inversible dans A' (pour tout s € 8 ).

Soient maintenant B un enneau, et % : A -=> B un homomorphisme tel que \y(s)
soit inversible dans B (pour tout s € S ). I1 s'agit de définir un homomorphisme
'+ A' -»>3B tel que ' o o' = ¢ . I1 suffit de définir un homomorphisme
V: L ~B tel que J(I) =0 et 'Tf(z{a/l) = ¢(a) pour tout a € A .

L étant 1'anneau libre engendré par & , il existe un homomorphisme unique

'If ¢t L -»B tel que '\;T(Xa/s) = -‘!;(a)/\ly(s) (pour tout a/s € & ). Alors

Vo + % e = X(parap)/st)
= w(a)/u(s) + v(0)/u(t) = (y(t) w(a) + y(s) ¥(0))/(y(s) w(t)) =0,

car

(u(8) 9(a))/(u(s) $(8)) = (w())™F ()™ u(t) w(a) = 4(s)™F y(a) = v(a)/u(s) ,

(p(s) #(0))/(o(s) 5(8)) = (N~ (w(EN™L y(s) w(»)
= (b)Y (N7 4(s) 4(v) = y(v)/u(t)

(en notant que st = ts ). De méme, si at = ta , alors

T oo Xy = Ty reg) = WD 4(a) (4(0)7F (o) - (e(ee) ™ y(ab) =0,
sle) GG = G wa) et (e )T = N (e

(puisque st = ts ). Enfin
V-1 =s(1)/v1) -1=0 .

Ainsi E’(I) = 0 . En outre, T';(Xa/l) = \!;(a)/d;(l) = w(a) pour tout a € A,

S3i ¢' : A' = B est 1'homomorphisme induit par W y alors §' o @' =4 . Enfin
#! est unique avec cette propriété, car, si " : A' ->B est tel que "o ' =y,
alors

(X = y™(Z. , X = o(X 4"
() = w(T T ) = 1T ) 4n(et(a)
Or

X .X = X . = X
1/s°%s/1 Xs/l X1/s X1/1

donec ay"(fl/s) est 1l'inverse de ¢(s) . Ainsi

It
—
-

]

\y"(fa/s) y(a)/v(s) = 1';'(28/8) , pour tout a/s € G

4

ce qui montre que {¢" = §' .

D'apres la propriété universelle de 1'anneau S'-l A , on conclut qu'il existe un

isomorphisme canonique p : S"1 A —> A' tel que p o =1 .
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Le théoréme précédent s'applique lorsque S = (s) , partie multiplicative engen-

drée par 1'élément s € A .

Remarque. - Soit Lg = ;z_{xa/s} , 8/s €G, a/s#0/1, et soit Iy=1InLy.
Alors LO/IO ~1/I . En effet, le noyau de 1'homomorphisme composé ‘

L. —=> L —=>L/I

0
est ézal & I0 . D'autre part, étant donmmé f + I € L/I , soit fo la somme des
monf8mes de f qui appartiennent a LO o Ainsi f = fo + (f = fo) , et chaque mo-

néme de f = fO contient 1l'indéterminée Xo/1 . Or KO/l eI, car

X571 = %1 Ko/1 T X1

Donc f - fo el et £+1= fO + I . Ceci montre que LO/IO zL/I , canoniguement.

THEOREME 4. - Soient m 21, Sj la partie multiplicative de A engendrée par

les éléments S v eee sj y et . A -> S:]fl A 1'homomorphisme canonigue (ol
-1

1<j<m). Soit (com_l(sm)) la partie multiplicative de Sm-l A engendrée par
/2 -1 -1 -1

1 i t - 1 —

1'élément cpm_l(sm) , et soit ! : Sm-l A - (cpm_l(sm)) (Sm—l A) 1 'homomor

phisme canonique. Alors

-1 | o
S Ao (s )7 (S -, A et @ =0 g .
Démonstration.
Cn-1 -1 ! -1 ;=1
A = S A > (o (s ) (57 4)
! ¥ !
B

Pour simplifier les notations, soient A' = (cpm_l(sm) )—1 (S;ll A) , et
0= o Oy * o(s) est inversible dans A! pour tout élément s € S, car cela

est vral pour les éléments Sy s eee g S e
n

Si 4 : A -»B est un homomorphisme tel que {(s) soit inversible dans B
(pour tout s € S ), alors il existe un homomorphisme ¥ ¢ S;ll A -» B, unique,
tel que h'f ° W _q = ¥ o Puisque ’\J}'(:am_l(sm)) = ﬂ,r(sm) est inversible dans B , il

existe un homomorphisme '

.o

A' -> B, unique, tel que ¢! o ! = W . Alors
y!' o (et o mm—l) =1 o V.1 =V, ety si ¢" : A' -=> B est un homomorphisme tel
que ¢" o (o' o com_l) = ¢ , alors (4" o @') o © 4, =¥, donc, par l'unicité,

Y" o ! = § ; par la méme raison, on conclut que " = §' .
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En vertu de la propriété universelle, il existe un isomorphisme canonique

slaaar,
m

Soit S une partie multiplicative quelconque de A , et soit (Sj)jeJ la fa-
mille des parties multiplicatives de type fini contenues dans S . Pour tout J e dJ.
soit . : A -> Sfl A 1'homomorphisme canonique. Si Si < Sj , tous les élé~
ments de mj(si) sont inversibles dans S;l A ; d'aprés la propriété universelle,

il existe un homomorphisme pij : S;l A -> S;l A , unique, tel que qg = pij ° .

I1 en résulte que, si Si c Sj < Sk , alors ° Py et, de méme, que

Pii

ik T Pik
est l'application identique.

La famille filtrante (S;l A, pij) d'anneaux et homomorphismes, obtenue ci-

dessus, a une limite directe.

THEOREME 5. - Avec les notations ci-dessus, S_1 A =1lim Sgl A , et 1'homomor-

phisme canonique ©® : A -> ST A est o= lin o, .

Démonstration. -~ Pour toute partie multiplicative de type fini Sj < S, soit

Py ¢ Sgl A -> A' =1lim Szl A 1'homomorphisme canonique. Donc A' est 1l'union

des sous-anneaux pj(Sg1 A) s, pour toute partie Sj . Si Si c Sj , alors

- : r — 14 . - 1 [ -
Py ° P35 = Py - Soit ' = lim Py ¢ A->A', donc ! =p; o pour toute par-
tie Si .

Si s €S, il existe Si telle que s € Si . Alors wi(s) est inversible dans
S;l A, donc o'(s) = pi(wi(s)) est inversible dans A!' .

A

Soit ¢ ¢t A ->B un homomorphisme tel que o(s) soit inversible dans B pour

tout s € S . Alors, pour tout Si s 11 existe un homomorphisme unique

tel que . 0, = T .
q oi ol g

Si S; Sj , de o5 ° 0y =0 il résulte que

(o'j ° pij) ° coi = o'j ° (pj =0 = o'i ° (pi ’
et, d'aprés l'unicité,
[e) ° . =g .
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1z . . Y .
Ainsi, on peut considérer 1'homomorphisme o' = lim o 3 A' -~ B . Si a€d,

alors
o(a) ’ pour tout a € 4 .

o'(0'(a)) = o' o p,(w,(a)) = o, (o, (a))

. NPT . " '
o! est 1'unique homomorphisme avec la propriété ci-dessus, car, si o": A' ->B

est tel que o" o @' = g , alors (o" pi) o =0 ,donc o"ep =o0; = o' o opy

pour toute partie de type S; . Or A'=U pi(S;l A) , donc nécessairement o" = o' .

D'aprés la propriété universelle, on conclut, & un isomorphisme unique pres, que
n S;' A=S" 4, et o =a.

3. Extensions épi-plates de fractions.
B e e e e o N e s N N e e o e )

I1 s'agit maintenant de trouver un nouvel anneau dont les éléments sont des frac—
tions (4 gauche) ayant "dénominateurs" dans une partie multiplicative donnée, de
fagon que 1'homomorphisme canonique soit un épimorphisme plat & gauche, universel
par rapport & ces propriétés. Toutefois, on n'exigera pas que les éléments de la

partie multiplicative donnée deviennent inversibles.
Dans le cas des anneaux commutatifs, on a le résultat suivant, dl & LAZARD :

* ’ - -
(f) Soit A un anneeu commutatif. Il existe un anneau A" , et un épimorphisme

plat et injectif w3 A -> A% , avec la propriété universelle suivante : Si B

est un anneau commutatif, et ¢ : A -> B un épimorphisme plat et injectif, il

. . 3 . #*
existe un homomorphisme w* : B ->A¥ , unique, tel que ¢ o § =T,

L ———

Dens sa démonstration, LAZARD utilise les produits tensoriels de A-algdbres com-
nutatives, et le fait que les classes d'isomorphisme des épimorphismes plats injec-

tifs de source A sont en bijection avec certains sous-ensembles de Spec(A) .

Dans le résultat principal qui sera exposé ici, on considdre aussi des parties
multiplicatives de A . On ne suppose pas que l'anneau A soit commutatif, et, par
conséquent, on doit envisager une technique qui permettra encore la considération
d'anneaux produits tensoriels de certains anneaux non commutatifs. Ceci a été intro—

duit par PROCESI, et se trouve exposé dans 1'article de ARTIN [17.

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif), soit M un A-module & droi-

te et a gauche.
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Te centralisateur de A dans M est 1l'ensemble

ZA(M) ={xell | ax=xa pour tout a €A} ;

ZA(M) est un sous-groupe additif de M , et un module sur le centre de A . Si

M =4, alors ZA(A) est le centre de l'anneau A .

On dit que M est un bimodule sur A , lorsque les conditions équivalentes sui=-

vantes sont satisfaites :

N

1° M est le A-module & droite engendré per ZA(M) ;
20 M est le A-module & gauche engendré par ZA(H)

-

3 Si x €M, on peut 1'écrire

N
[
N
n

X=2 8,2, =2 2,8 , 1
i 1% i i i

oh 8, €4, 1z € ZA(M) .
I1 en résulte que (ax)a' = a(xa') , pour tout a , a' €A et x €M .

Si M, N sont des bimodules sur A , un homomorphisme ¢ : M ->1I (en tant
que bimodules) est un homomorphisme de A-modules & droite et a gauche. Dens ce
cas, m(ZA(M)) c ZA(N) . Le composé de deux homomorphismes de bimodules est un ho-
momorphisme de bimodules. Ceci permet de considérer la catégorie des bimodules sur

A

Un homomorphisme de bimodules est un isomorphisme de bimodules, si, et seulement
si, il est un homomorphisme bijectif. Si M , N sont des bimodules sur A , alors

M ®A N est encore un bimodule sur A , engendré par

I { @ 1
fxoy | xe z,(1) , ye z,(} < 2,12 N) .
En tant que bimodules sur A , on a les isomorphismes

Hehm, M, MM, A ,

Mo, (v ®, P) M ®, (N ®, P) .

En outre, il existe un isomorphisme de bimodules

v ¢ M Ry N -» N By M,

qui est unique, tel que z(x® y) =y® x pour x € ZA(M) , ¥V € ZA(N) . En fait,
si xe€ ZA(M) ou y € ZA(N) ,onaaussi 2(x®y)=y®x.8 o: M->M',

B: ¥ -»N', sont des homomorphismes de bimodules, alors
o®@B: M®N ->» M!'QN'

est un homomorphisme de bimodules, et
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2! o (@ ®B) = (0 ®8B) oz o

Soient A , B des enneaux, et ® : A -> B un homomorphisme d'anneaux. &u moyen
de ¢ , B devient un A-module 2 droite et 4 gauche. ¢« est appelé une extension,
lorsque B est un bimodule sur A . Par abus de langage, on dit aussi que B est
une extension de A . Par exemple, si w(A) est contenu dans le centre de 1'anneau
B, alors ¢ est une extension. De méme, si est surjectif, alors B est le

A-module engendré par 1 € ZA(B) s donc @ est une extension.

Si G est un semi-groupe multiplicatif, A un enneaum, et A[G] 1'anneau du
semi-groupe G & coefficients dens A , alors 1l'application canonique ©: 4 -> A[G]
est une extension. En effet, si g€ G, alors ag = ga pour tout a € A 3 donc
Gc ZA(A[G]) , et G est un ensemble des générateurs du A-module A[G] . En par-
ticulier, 1'anneau de polyn8mes, & indéterminées non commutatives et coefficients

dans A , est 1'anneau du semi-groupe des mondmes, donc une extension de A .

Si ®: A-»B et % : B->C sont des extensions, alors ¥ o @ : A ->» C
est une extension. On peut alors considérer la catégorie des anneaux ayant comme

norphismes les extensions d'anneaux.

(g) Soient 8 : A->B et B' ¢+ A -> B' des extensions. Sur le A-bimodule

B 21 B' , il existe une structure d'anneau, unique, telle que :

10 (bo 1)(12b') =(192b')(b» 1) =b®b', lorsque b€ ZA(B) , ble ZA(B') ;

2° Les homomorphismes canoniques de bimodules j: B =-> B ®A B' et

j*:s B' -> B ®A B' sont des extensions.
I1 en résulte que z(xy) = 1(x) o(y) pour tout x, y € B ®A B , et
y=3JeB8=7j"eB8!

est une extension.

A B 5 B
B! J
A\ \Vj
B! ——————> B ®A B!
jl
En outre, si bi € ZA(B') ou b2 € ZA(B) , alors
1 1 — ’ ? ?
(b1 2 bl)(b2® b2) =b, b,®b; b} .

On note aussi, pour un usage ultérieur, que, si a , a' € A, alors

(12 8'(ar))(8(a) ® 1) = j'(8'(a")).3(B(2a)) = y(a') v(a)
= j(8(a")).3'(8'(a)) = (B(at) ® 1)(1 @ 8'(a)) = 8(a) ® 8'(a)
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Dans la situation précédente, si B est un épimorphisme d'anneaux, alors
jr. B' -» B'%A B! est un épimorphisme d'anneaux. Donc, si B et A3' sont des
épimorphismes, alors v = j ¢ 8 = j' o 8' est un épimorphisme.

n ce qui concerne la platitude, on rappelle la propwiété suivante :

(h) Si ©: A -»B est un homomorphisme d'anneaux, plat & gauche, si a € A

n'est pas un diviseur de zéro A gauche de 1l'amneau A , alors o(a) n'est pas un

diviseur de zéro & gauche de l'anneau B .

La démonstration peut se trouver dans [2].

Avec les notations déja utilisées, si B : A ->B et B': A ->B!' sont des
extensions plates & gauche, alors y =j o B=3j' e ' ¢t A = B By B' est une

by

extension plate & gauche.

Soient I wun ensemble ordonné filtrant a droite, et (Bi)ieI une famille d'an~-
neaux. Si i, je€I et igJ, soit pij : Bi -> Bj une extension, de facgon
que .. ij °
Soit B = 1£m Bi 1'anneau limite directe de la famille (Bi)ieI , relativement aux

est 1'application identique, et, si i < j <k, alors Piyc = pjk °p

extensions pij (i €3) . Soit ki : Bi -> B 1'homomorphisme canonique. Alors,

Ai est une extension. De plus, si, pour tout i € I , ® 3 A —9»Bi est une ex-
tension, telle que 0y = pij °®, lorsque i<j,etsi w: A->B estégal 2

® = lim D alors © est une extension. Si chaque o, est plate a gauche, alors
© = lim o est aussi plate & gauche.

Une fois rappelés ces faits assez simples, on peut démontrer le théordme suivant

THEOREME 6. - Soient A un anneau, S une partie multiplicative (non vide) de

A . Il existe un anneaun AS y et une extension as : A —9-AS y tels que :

(I) 1° o° est un épimorphisme d'anmeaux ;

20 QS est plat a gauche

. S . . -
358 bea”, il existe s € S, s non diviseur de zéro & gauche de A ,

et il existe a € A, tels que

as(s).b = as(a) .

(II) §£ B est un anneau, si B8 : A ->B est une extension satisfaisant les

conditions 1°, 20, 30, de (I), il existe une extension B* : B->»A" y unigue (Ear-

mi les homomorphismes d'anneaux), telle que B* o 0 = as .

Démonstration. - Soit (B , B) un couple, tel que B est un anneau, et

Bt A->B est une extension satisfaisant les propridtés 1°, 20, 3°  ci-dessus.



18-12

Aiors card(B) < card(A x S) . Bn effet, pour tout b € B, soit

F(b) = {(a, s) e Ax S| s n'est pas diviseur de zéro & gauche dans 4 ,

et B8(s).b =p(a)}.

D'apres 1'hypothése 3°, (b) £ @ . Si b # b' , alors F(b) n F(b') = ¢ , car, si
8(s).b = p(a) = 8(s)edb' , on a B(s).(b-1b') =0 . Or, B est plate & gauche,
donc £(s) n'est pas un diviseur de zéro & gauche de B ; donc b = b' . Ceci mon~

tre que card(B) < card(A x S)

si (B, 8), (B', 8') sont des couples du type considéré ci-dessus, on pose
(B, B) = (8", A1) lorsqu'il existe un isomorphisme d'anneaux 8 : B —== B! ftel
que § o B = R' . La relation = est une équivalence. Tout couple (B, 8) est
équivalent & un couple (B' , 8') , ou B!' S A x S . En effet, étant donné que
card(B) < card(A x S) , il existe une bijection 6 : B -» 6(B) < A x S+ 0n
prend B' = 6(B) , avec la structure d'anneau transportée de celle de B au moyen

de 83 si B'=8c¢p, alors (B, n) =(B', "),

I1 s'ensuit que les classes d'isomorphisme des couples (B , B) forment un en-

semble, lequel sera noté ® . La classe d'équivalence de (B , 8) se désigne par
(B, 8].

L'ensemble ® est ordonné, en posant [B, 8] < [B', 8'] lorsqu'il existe une
extension 8 : B -> B' telle que § o 8 = B! . Cette relation est bien définie
(indépendante du choix des couples representantq des classes d'équivalence) ; en
outre, < satisfait les propriétés réflexive et transitive de facon évidente. En-
fin, si [B, 8] <[B', 8'] et [B',B']<[B, B8], si &, 6' sont des exten-
sions telles que 6§ ¢ B =8', &' e B' =0, alors (6 o 6') s B' =6 o A = 0! ,
et, puisque B' est un épimorphisme d'anneaux, alors § o §' = i B' ; de méme,

8§ o § = idB s donc 8 , 8' sont des isomorphismes réciproques, et

[, 8]=[B",8'] .

En passant, on remarque que, si [B, 8] ¢ [B', B'], alors 1'extension § ,
telle que 6§ o B = 8' , est 1'unique homomorphisme d'anneaux avec cette propriété ;
en effet, si &' e 3 =8"'=6 08, alors &' = § sy Car B est un épimorphisme. On
notera sans ambiguité 6ggr cet homomorphisme. De 6ggr © B = B' , il résulte aus-

si que bppr est un épimorphisme 4d'anneaux.
Le couple (A, idA) satisfait les propriétés 1°, 2°, 3°, de (I), et
(A, id 2 1< [3, 8], pour tout [B, ple B .

Maintenant on démontrera que ® est filtrant 3 droite, selon la relation < .
Etant donnés [B, B8], [3', 8'] e B, soient
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j: B -> B9, B', j': B -» B%, B' ,

les extensions canoniques,
-\/::joB..—_j'oF‘s'

1'extension composée. I1 suffit de montrer que [B By B' , y]e B8, d'olu il résulte

que
[B,8]<[B®, B ,vy], [B',8']<[Bo 3 ,vy] .

Tout d'abord, vy est un épimorphisme, car B , B' sont des épimorphismes. De méme,

v est plat & gauche. Pour montrer la propriété 3°, on établit un lemme.

LIMME. - Soit B : A -> B une extension satisfaisant la propriété 3°. Soient

b1 y see bn € ZA(B) . Alors il existe s € S, s non diviseur de zéro & gauche

de A, et des éléments ai g eee 5 a' € A, tels que
—_ n

B(s).bi = al (i=1, oo , n) .

En effet, soient s; € s, s, mon diviseur de zéro & gauche de A , et a, € A,
tels que B(si)'bi = a, (pour chaque i =1, eee , n ). Soit s = S|y eee s 8
donc s €S, et s n'est pas un diviseur de zéro & gaucue de A . En tenant comp-

te que b, € ZA(B) , on peut écrire

B(s).bi = B(s1 y see 4 S ).B(si).B(si+1 y eee sn).bi

i-1
= B(sl y eee si_l).B(si).bi.B(si+l y see sn)

=B@l, cee %FQ.MQJ.Nng,...,SJ

= F(Sl g oce Si-l.ai.si-l-l 9 oo Sn) 9
pour tout i'-'—-'l g oo ,n-

Le lemme étant démontrd, soit b € B®A B' . On peut écrire b = Zi bi ® b:{ ,
o chaque b, € Z,(B) , b! € Bf . En effet, b= EL b o b, ol b €B,

1 ' Tas - N
b! € B' . Mais b= Zﬁ bkj.B(aj) (on b5 € ZA(B) ) a5 €A ), donc

b = 2. b .. . - | ' .b!
2 ( 5 byge8(a)) o nl = 2 25 bs ® 8 (aj) B!,
et cette expression est de la forme indiquée. D'apreés le lemme, il existe s € S ’

S non diviseur de zéro a gauche, et c, € A (pour tout i ), tels que

3(3).bi = B(ci) (pour tout i ). Alors
v(s).(2; b, 2 p1) = 2 (8(s) ® Db, 2 p1) =2, 8(s)eb, @ b! = % 5(c,) 9 b}

=2 1% B'(c;)eb! =12 11,
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ou b'= Zi G'(ci).b{ . On peut écrire
b' =2 a'(al).y

ou bé € ZA(B') , et g& € A (pour tout % ). D'aprés le lemme, il existe s' € 8,
s!' non diviseur de zéro & gauche, et cé € A (pour tout k ), tels que

B'(s’).bﬁ = B'(cﬁ) (pour tout k ). Alors

1®Db'=17% (%{ e'(a];).bljz) = Zk B(alz) % b

2 (18 blé)(ﬁ(al'() ® 1) .

Enfin s's € S, s's n'est pas un diviseur de zéro & gauche de A , et
v(s's)o (% b, @ b1) =y(s").(12b') = 3 v(s").(1 9 ))(p(g!) ® 1)
=2 (12p'(s))(1@p)(8(a)) ® 1) =2, (12 p'(s").b)(c(a) B 1)
=% (198 (e (e(a) 8 1) = % ylef)wy(al) = v(Z ol &) .

Ainsi, la propriété 3° est satisfaite, et ® est filtrant 3 droite.

Soit la famille d'anneaux (@[B B])[B Rles ? ou chague é[B 8] = B, Si
[B, s]<[B', 8'], soit

-— . - 1
*8,8],[B',n1] = bppr ¥ B >3

unique extension telle que R' = bppr ° B - D'aprés l'unicité de 6BB’ , 11 résulte

e 6[3,03,[3,8] = 1idp , et, si [B, Bl<[B', B']J<[B", B"], alors
°(8,83,[8",8"] = 8 5+,8'7,[B",8"] ° O[3,83,[B",p'] °

Soit AS = 1lim é[B B] la limite directe de la famille filtrante d'anneaux
- ’
3 S
& o« S0it @ ¢ A -=» A" 1la limite directe des extensions : A=>3 .
[3,8] g [3,8]
Donc aS est une extension.

Pour tout [B, 8le B, soit

* _ a¥% . s 4O
“ls,p1= 8 7 P4

1'extension canonique telle que aS = g* e B . Donc, si [B , B] <[B! y B'],

alors
Br o 8 = g¥
[B',8'] " °[B,8),[B',8']~ "[B,8] °

Comme il a été indiqué, il résulte de la construction que (A y O ) satisfait
les propriétés 1°, 20, de (I). Quant i la propriété 3°, soit c € A° s il existe
[B, Ble B8 telle que ¢ = a¥(b) , avec b e B. Soit s e S , S8 non diviseur de

zéro & gauche de A, et soit a e A , tels que R(s).b = B(a) « In appliquant p* ’
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i S
on déduit que ag(s).c =o(a) .

Soit maintenant (B , B) un couple vérifiant les propriétés 1°, 2°, 30, de (1).

. e o)
D'aprds la construction, il existe une extension B~ : B ->A" telle que

8% o 8 = as . infin, 8% est 1'unique homomorphisme avec cette propriété, car, si
B*l* : B -»A° satisfait e’l" °o 8 = o = 8% . g , alors '31 B , puisque £ est un
épimorphisme d'anneaux.

De fagon analogue, on peut démontrer le théoréme suivant

THEOR@ME 7. - Soient A un anneau, S une partie multiplicative (non vide) de
A ., Il existe un anneau AS , et une extension Oy A —é-AS sy tels que :

(1) (0) «o

(1) g est un épimorphisme d'anneaux ;

est injective 3

ta

(2) Cg est plate & gauche ;

(3) S5i be As , 11 existe s € S, 8 non diviseur de zéro a gauche de A ,

et aed, tels que

as(s).b = as(a) .

(II) 8i B est un ammeau, si 8 : A ->B est une extension satisfaisant les

conditions (0), (1), (2), (3), gg_(I), il existe une extension 8% : B —e»AS ,

unique (parmi les homomorphismes d'anneaux), telle que B* ° 3 = g o

Démonstration. — La démonstration de ce théoréme est analogue. Il suffit de tenir

compte des faits suivants :

Si B: A->B et B': A ->B' sont des extensions injectives, si p' est

plate & gauche, alors la suite exacte de A-modules & droite
O ~~> A -99 B

donne lieu & la suite exacte de B'-modules & droite

I ' o Bt o '
0 > A‘%A B!' = B > B ®A B .

Donc vy = j' o 3' est injective.
Si chaque extension B ¢ A ->» B est injective, alors la limite directe

lgm B = og est aussi injective.

On remarque que, d'aprds la propriété universelle de (AS R as) et de (AS ’ as) ’

il existe une extension w : AS —e-AS s unique homomorphisme tel que vy o g = od .

(i) si la partie multiplicative S est contenue dans le centre de A , si

B: A->B est une extension satisfaisant les conditions (2), (3), du théoréme 6,
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alors p(S) est contenue dans le centre de B .

Démopstration. - Soient be€ B, s € S ; on montrera que B8(s).b = b.g(s) . Par

hypothése, il existe a, € A et s, € S, s, mnon diviseur de zéro & gauche de A,

tels que B(sl).b = P(al) . Alors
8(s,).8(s).b = 8(s, s).b = 8(s).8(s,).b = 8(s).n(a,)
= 8(a, s) = p(a)).p(s) = 8(s ).p.8(s) .

Donc
B(s,).[B(s).b - b.R(s)]=0 .

Puisque B est plate & gauche, alors B(sl) n'est pas diviseur de zéro & gauche

de B, donc 8(s).b = b.p(s) .
De m&me, on a le résultat ci-apres.

(3) 8i A est un anneau commutatif, si 8 : A -» B est une extension satisfai-

sant les propriétés (2), (3), du théoréme 6, alors B est un anneau commutatif.

Démonstration. - Soient b , b' € B . Par hypothése, il existe des éléments

a,a'ehd et s, s'e S, ceux—ci non diviseurs de zéro & gauche de 4 , et tels

que 5B(s).b =8(a) , B(s').b' = g(a') . Alors
n(s).b.p(s?).b' = g(a).r(a') .

D'aprés le résultat précédent, b.p(s') = p(s').b , donc p(ss!).b.b' = 8(aa') . De

méme, B(s's).b'.b = g(a'a) . Or, A est commutatif, donc
B(ss!)[bb! = b'b] =0 .

Puisque B est plate & gauche, alors B(ss') n'est pas un diviseur de zéro & gau-
che de A , donc bb!

]

b'b . Ceci montre que B est commutatif.

fn particulier, si A est commutatif, les anneaux AS et AS sont commutatifs.,
D'aprés la propriété universelle de 1'anneau A~ y construit par LAZARD, pour cha-
que partie multiplicative S de A , il existe un homomorphisme unique

a; 2 Ag -> A*  tel que ag °ag =T .

Si S est une partie multiplicative de A s contenue dans le centre de A , les
conditions du théordme 2 sont satisfaites, et il existe 1'anneau de fractions de 4

par S (& droite et & gauche) ; a un isomorphisme prés, il est 1'anneau inverseur
~1
S A,

Si S ne contient aucun diviseur de zéro de A y alors 1'application canonique

p: A -> S-1 A est injective.
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THEOREME 8. - Si S est une partie multiplicative, contenue dans le centre de A,

et sans diviseurs de zéro, alors il existe un isomorphisme canonique

-1
o: ST A - AS tel que o ¢ w=0ay -
Démonstration. = @ ¢ A => S ° A est une extension d'anneaux, car tout élé-
ment de S-'l A est de la forme a/s = a/1.1/s = i/s.a/1 (o a€ A, s€38 ), et,

pour tout s € S, ona 1/se ZA(S—l A) .

Comme il est connu, ¢« est un épimorphisme plat ; il est injectif, car S ne

. - . . . -1
contient aucun diviseur de zéro de 4 . Enfin, si b e 3 " A, alors

b = a/s = l/s.a/l ’
donc
w(s).b = s/l.l/s.q/l = a/l = o(a) .

\ sy 7 . . . . -,"'1
D'aprds la propriété universelle, il existe une extension oc: S~ A -> AS ,

unique parmi les homomorphismes tels que o ¢ @ = dg o Si c(a/s) =0 , alors
0 c(s/l).c(a/s) = o(a/l) =0 o° m(a) = ws(a) . Puisque as est injectif, alors

a =0, donc a/s = 0 . Ceci montre que o est injectif.

il

D'autre part, si b € AS , sSoient a €A et s € S, tels que as(s).b = as(a) .

De méme,
ag(s).o(a/s) = o(n(s)).o(a/s) = olwls).a/s) = a(s/1.8/s) = o(a/1) = o(o(a)) = a4(a) .

Ainsi as(s)[b - o(a/s)] = 0 . Puisque ag est plate & gauche, alors as(s) n'est

by

pas diviseur de zéro & gauche de A donc b = o(a/s) . On conclut que ¢ est un

S 14
isomorphisme.

Plus généralement :

(k) Soit S wune partie multivlicative contenue dans le centre de A . Alors il

existe un homomorphisme surjectif p : S_l A -> AS , unique, tel que p o = as.

Démonstration. - Au cours de la démonstration précédente, on a vu que ¢ est une

extension et un épimorphisme plat & gauche. D'aprds le théoréme 6, il existe une
. -1 S . . .
extension p: S " A -> A" , qui est 1l'unique homomorphisme satisfaisant

S
peew=0ca . Il reste 3 montrer que p est surjectif.

Si be AS y solent a €A et se S, s non diviseur de zéro & gauche de 4 ,
S(s).b = as(a) . Alors p(w(s)).b = p(ew(a)) . Or «w(a) = o(s).a's , donc
p(e(s))eb = glw(a)) = plols)).pla/s) . Puisque (s) est inversible dans S % A ,
alors p(w(s)) est inversible dans AS , donc b = p(a/s) .

tels que o
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