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LE THÉORÈME DES ZÉROS POUR LES CORPS ORDONNÉS

par Paulo RIBENBOIM

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 17, 32 p. 28 juin 1971

Cet exposé est basé sur les travaux de D. W. DUBOIS et G. EFROYMSON ([l] et [2]).
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1. Introduction.

Soient k s K des corps, et n > 1 un entier,

Pour tout sous-ensemble T de k[X] , soit

Pour tout sous-ensemble S de Kn, soit

On a les propriétés évidentes suivantes :

Id~(T)) , S = 
2° Si S s S’ , alors Id~(s) 3 Id~(s’) , si alors 

3° =V~(T) ;
4° Si 1 est l’idéal de k[X], engendré par T , alors VK(l) = 
5° Si S = (x) , où x=(x~ , ... , x~) , k , alors est un idéal

maximal, à savoir celui engendré par les polynômes X - ... , X - x .
Tout ensemble non vide de la forme où 1 est un idéal de k[X], s’ap-

pelle un k-ensemble algébrique de K~ .



Un problème fondamental est la détermination des idéaux 1 du type 1 = 

où S est un k-ensemble algébrique de K .

Le résultat suivant est bien connu.

THÉORÈME des zéros de Hilbert. - Si K est la clôture algébrique de k, alors y

pour tout idéal 1 ~ k[x] , = ~T = (f ~ k[X] ) 1 il existe m ~ 1

tel que fm e I) . 

/I est le radical de I ; c’est un idéal contenant 1 , et égal à l’intersection

des idéaux premiers contenant 1 . En fait, /Ï est égal à l’intersection des

idéaux premiers minimaux contenant I , et ceux-ci sont en nombre fini.

Il en résulta que, si 1 7~ k[X] , alors et V~(l) 7~ ~ . En outre, si

est un ensemble réduit à un point, alors /T est un idéal maximal de k[X~) ;
réciproquement, si k = K et si /T est un idéal maximal de K[X], alors 
est réduit à un point.

Que se passe-t-il lorsque K n’est pas algébriquement clos ?

Soit par exemple k = K = R . Dans ce cas, le théorème des zéros de Hilbert n’est

plus valide. En effet, soit f = X. + X~ + 1 , f est irréductible en X~] ,
l’idéal principal (f) est premier, donc /(f) = (f) . On a = Ø , car
x21 + x22 + 1 # 0 pour tout élément x = (xi , x2) e R2 . Donc 

°°°°°

Dans cet exposé, il sera indiqué un théorème, analogue au théorème des zéros de

Hilbert, pour le cas des corps ordonnés.

2. Rap el de uelques 

La théorie des corps ordonnés a été développée par ARTIN et SCHREIER. Les quelques
résultats cités ou démontrés ci-dessous seront importants dans la suite de cet expo-
sé. Le lecteur pourra consulter les articles originaux de ARTIN et SCHREIER (parus
en 1927 et 1928 aux Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universitt

Hamburg). Des présentations plus modernes se trouvent dans [3], [4~} et [5].

(A ) [ARTIN et SCHREIER]. - Soient k un corps ordonné, et Klk une extension.

Il existe un ordre total compatible sur le corps K , qui prolonge l’ ordre donné

sur k si, et seulement si, la condition suivante est vérifiée.

Si 03A3i pi x2i = 0 , 1 i.m p pi G k , xi e K , alors xi = ... = xm = 0 .
On dit alors que K|k est une extension ordonnable. Dans ce cas, x E K est osi-

K prolongeant l’ordre de k si, et seulement si,



Soient et Llk des extensions. Soit A un sous-anneau de K contenant k .

Tout k-homomorphisme o : A ---~ ~ L s’appelle une L-spécialisation de K, k ; A

est le domaine de 03C3 .

Soit E ~ K , et soit o~ une L-spécialisation de K~k dont le domaine contient

E . Si et Llk sont des extensions ordonnées, on dit que cr préserve E

lorsque :

10 Si x e E , 0  x , alors 0  a(x) ;
2~ Si x E E, x  0 , alors  0 .

(B) [AETINJ. - Soient KJk et LJk des extensions ordonnées. Soit

un polynôme ayant exactement t  0 racines distinctes dans K (clôture réelle de

K ). Alors il existe un ensemble fini EcK , contenant les coefficients de f et

tel que, si a est une L-spécialisation de KJk qui préserve E, alors

a exactement t racines distinctes dans L (clôture réelle de L ).

Démonstration. -Soit f. , ... , f ) la suite canonique de f~ On rap-

pelle que ~’ (Privée de f), = 

. j=l , ... , s -l) et f s- 1 =q S**J.. f ~ avec > .

a. ~K . Soit E le sous-ensemble de K formé de tous

les coefficients des polynômes f. , q. , ainsi que des éléments f.(- Tt) ~ f-.(~) i
; J J J J 

’

° 

Soit a une L-spécialisation de KJk qui préserve E ~ donc son domaine con-

tient E . La suite canonique de f est (f~ y f. ~ ... , f ) .
Il est connu que toute racine de f dans la clôture réelle K est dans l’inter-

valle ouvert (- ~ , ~) . Par le théorème de Sturm, le nombre de racines distinctes

de f dans l’intervalle ouvert (- Tt ~ , ~) de K est égal à la différence

Vf,-~ - Vf, -) 
où Vf,-~ est le nombre de changements de signe de la suite

et Vf. celui de la suite

Puisque = 1 + m + c~(a.) ~ alors toute racine de f dans L est

dans ~intervalle (- o(~) .o(ï))) . Leur nombre est égal à V f~(T,) -V ~,a(~) .



Or, la suite canonique de f03C3 est (f03C30, f03C31 , ... , f03C3s) , car le domaine de a

contient E , donc il contient les coefficients des polynômes f.,q.. D’autre

part, (f.(- J (- ~))~ = (- a(Ti)) et f.(-T))eE; J (- Ti) E E ; ainsi V 
~ ~(j~~ 

== V i~’t . De même
V 

f~~(T)) 
= V,, ~ ~~ et ainsi 

" ’~

(c) Soient KJk et LJk des extensions ordonnées. Soient

des polynômes (non nécessairement distincts) et

des éléments de K tels que r. soit une racine de f.. Alors il existe un ensem-

ble fini E ~ K , contenant les coefficients de chaque fi’ tel que, si a est

une L-spécialisation de KJk qui préserve E ~ il existe des éléments

tels ue b  b  ",  b , et b. est une racine de f03C3i .
Démonstration. - De r .  r . 

1 
résulte rj+1 - rj E K . SoitJ ~+1 ~+1 J

donc est une extension algébrique finie, et alors il existe un élément pri-
mitif K’ = K(u) ; soit g e K[X] le polynôme minimal de u sur K ~ Diaprés (B)~
il existe un ensemble fini E~ c K ~ contenant les coefficients de g et tel que
si a est une L-spëcialisation de KJk préservant E’ ~ alors g~ a une racine

dans L .

Soient p , q,. e tels que r. = p.(u) et rj+1 - rj = q.(u) .
Soit vi = fi(pi) e K[Y] , donc vi(u) = = fi(ri) = 0 et alors

vi = gv’i , avec S polynôme minimal dp ’ u ). De même, si

lj = pj+1 " pj - q2j , alors lj(u) = 0 , donc lj = gl’j avec l’j ~ K[Y]. En outre,qj(u) ~ 0 , donc m. que mj(u) = 1 qj(u);
si z_ = m q - 1 e K[Y] , alors = 0 , donc z. J = gz’. , J avec z’ J e K[Y] .
Soit E l’ensemble union de E’ avec l’ensemble des coefficients des polynômes

fi , g, pi , qj , vi , v’i , lj , l’j , m, , z, , Soit a une L-spécialisation
de KJk qui préserve E , donc aussi E . Alors g~ a une racine y ~ ~ . De

~ = g .v~ ~ ~ == g ~ et z = g~.z’~ , il résulte que y est une racine de

c’est-à-dire f~(p~)) = 0 , donc b~ == e Y est une racine de



t;.. On a b . J+1 - bj = p . J+1 ~~~ - ~ J ~C~~ = ~~. ‘’ J ~t~~ ~ ‘ :~ ~. 0 et puisque
Z °~ J ( ~ ) _ 0 , alors m~ J ( ~y ) . q~ J ( ~y ) _ 1 , donc q~ J ( Y ) ~ C et 

Soit L f k une extension ordonnée. On dit que l’extension ordonnée Klk est L-

artinienne lorsque la propriété suivante est satisfaite : Si E est un sous-ensem-

ble fini de K, il existe une L-spécialisation de KJk qui préserve E .

Le résultat suivant est fondamental.

(D). - Soit Lfk une extension ordonnée telle que L soit dense (au sens de la
topologie définie par les intervalles) dans sa clôture réelle L. Si est une

extension ordonnée L-artinienne et Y une indéterminée, alors K(Y)jk est une

extension L-artinienne ( pour tout ordre de K(Y) prologeant l’ ordre de K ) .

Démonstration. - Soit E un sous-ensemble fini de K(Y) ; il s’agit de montrer
qu’il existe une L-spécialisation de K(Y))k qui préserve E . Il est facile de

voir qu’on peut se réduire au cas où les éléments de E sont des polynômes unitai-
res irréductibles de K[Y] , ou bien des éléments de K .

Soit K(Y) une clôture réelle de K(Y) (munie d’un ordre prolongeant celui de
K ) ; alors la clôture algébrique K de K dans est une clôture réelle de

K .

Soient r1  r2  ...  rt toutes les racines dans K des polynômes appartenant
à E . Ces polynômes sont indexés de sorte que r. i est une racine de f. i e E ; il
n’est pas exclu que f. = f , pour i ~ j . Soit g c K[Y] le produit des polynO-1 J
mes non constants distincts appartenant à E . Les facteurs de g sont unitaires

irréductibles, distincts, donc toutes les racines de g sont simples, et les raci-

nes de g dans K sont exactement r. , r , , , , r..
Soit E’ un sous-ensemble fini de K tel que :

1° E’ contient les coefficients de g, les éléments de E n K et les coeffi-
cients des polynômes appartenant à E ;

2° E’ contient le discriminant d ~ K de g (on note que 0 , car les ra-
cines de g sont simples) ;

3° E’ est choisi (d’après (B) et (C)) de façon que, si a est une L-s p éciali~-
sation de K~k qui préserve B’ , alors g a précisément t racines distinctes
dans L (lesquelles sont simples, car le discriminant de g~ est da 7~ 0 ), et il
existe des éléments ... , bt E L tels que b 1  b~  ...  et b. i est
une racine de f03C3i .

D’après l’hypothèse, il existe une L-spécialisation Q de K k qui préserve



E~ ~ donc la condition 3~ est satisfaite par a . Il en résulte que b~ y ... ~ b~
sont toutes les racines de g dans L .

On écrit f. ==(Y-r. ) ... (Y - r. ).q_ avec i. , ... ~ i~(j~ ~ (l~.’.~th~ ~1 
q. n’ayant aucune racine dans K . Or qi est unitaire, donc un produit de

polynômes quadratiques irréductibles de K[Y] ; alors qi est une somme de carrés

dans et) par conséquent, q. est positif dans K(Y) .

b. ’1 , .... b. ’t(i) sont t out e s les rac ine s (dans L ) de f. (autrement g

aurait plus de t racines dans L ).

Alors f?==(Y-b. ) ... (Y-b. ).p, , où p, ~l[v] , p. est unitaire sans

~ _ ~1 ~t(i) ’’ ~ 

racine dans T~  Alors p. est un produit de polynômes quadratiques irréductibles

dans donc p. est une somme de carrés dans Y[Y] . Alors, pour tout Z ~ L ,

p.(Z) est une somme de carrés dans L y donc un élément positif de L . Dans le

corps ordonné K(Y) , il existe précisément un indice j tel que rj-1  Y  rj

que chaque r. est algébrique.
j

Par hypothèse, L est dense dans T , donc il existe Z ~ L tel que  Z b_
Etant donné que q est positif dans K(Y) ~ et est positif dans L y

il résulte que les signes de f. et f?(z) sont le même~ car le nombre de racines
il 

~j
de f. plus grandes que Y est le même que le nombre de racines de f~ plus lan-

des que Z .

Soit A s K[Y] l’anneau des polynômes à coefficients dans le domaine de cr .

Alors E ~ A . Soit T : A ~ L l’application, définie par ï(h) = h (z) . Alors
ï est une L-spécialisation de K(Y) )k qui préserve E , en vertu des considéra-

tions précédentes. Ceci montre que K(Y)jk est L-artinienne.

Comme corollaire, on a le résultat suivant.

~~)* "" Soit LJk une extension ordonnée telle que L soit dense dans L. Si

n ~ 0 , alors~ pour tout ordre de ... ~ X ) prolongeant celui de k ,

k(X1 , ... , Xn)|k est L-artinienne.

Soit k un corps ; f ek(x. y ... , Xn) , (x1 , ... , x ) On rappel-
le que f est définie en x lorsque f = avec f.~f?~ kj~X. , ... y X 1
et f~(x. ~ ... y x ) 7~ 0 . Alois on peut considérer la valeur de f en x ~ à
savoir

~ / B



Soit K k une extension ordonnée, et soient L un sous-corps de K et

C~ dit que f est positive définie (sur L) lorsque f(x) % 0 , si x e L et

f est définie en x .

Comme corollaire de (D~)~ on déduit le résultat suivant.

(E). -Soient k un corps ordonnée k une clôture réelle de k ~

positive définie ( sur k ). Alors il existe des éléments

tels que f = 03A3 pi g2i .

Démonstration. - Si f n’est pas de la forme indiquée, il résulte de (A) qu’il

existe un ordre total pur k(X~ , ... , X~) , prolongeant celui de k et tel que

f == 0 . Diaprés (D), il existe une k-spécialisation a de 

qui préserve E = ... , X~ , f~ , f) . Si x~ = alors

~2~1 ~ -’. ~ == ~~1~ ~ -’~ ~~n~ = ~~2~ ~ ~ ’
donc f est définie en (x~ , ... , ~ et f(x~ ~ ... ~ x~)==a(f) 0 ,
contrairement à 1~ hypo thèse .

En particulier, si k = k , tout élément positif de k étant un carré, on peut

écrire f = Ig? , g. e k(X. , ... , X ) , lorsque f est positive définie.

De façon analogue, (D) entraîne (E’).

(E~). - Soit k un corps ordonné, qui est dense dans sa clôture réelle k , et

soit ... , X ) positive définie (sur k) [Cette hypothèse est plus fai-

ble que celle de (E)J. Alors il existe des éléments

tels que f=Zp. g..
Démonstration. - Si f n’est pas de la forme indiquée, il résulte de (A) qu’il

existe un ordre total sur ... ~ X ) prolongeant celui de k , et tel que
f = fi/f?  0 . Diaprés (D’), il existe une k-spécialisation CI de k(X1, ... ,
qui préserve E= ... ~ X , f ~ f?~ (car k est dense dans k ). Si

~i = 2014’ ~ ~ ~ .- ~ =" ~~2~ ~ ~ ’
donc f est définie en (x. , ... ~ x ) et f(x. , ... , x ) = -(f)0 ~
contrairement à l’hypothèse.



En prenant k = Q , on déduit la réponse affirmative au 17e problème de Hilbert

qui est due à ARTIN.

Dans cet exposé, on fera usage du résultat suivant.

(F). - Soient k un corps ordonné, K ‘ k(X , ... , X ) muni d’un ordre prolon-

geant celui de k , K une clôture réelle de K . Soient Ul’ ... , u des élé-
ments nuls de ... ,X ~ , et f un polynôme a coefficients dans 

ayant une racine dans K . Alors il existe un k-homomorphisme Q ; kCX , ... , x~l
tendant vers k (clôture réelle de k) tel que

1° 03C3(ui) ~ 0 (pour tout i = 1 , ... , m) ;

2° f a une racine dans k .

Démonstration. - On applique (B) avec L = k . Il existe un ensemble fini E c K

tel que, est une k-spécialisation de K~k qui préserve E , alors f a

une racine dans k . En élargissant E si nécessaire, on peut supposer que

D’après (D), il existe une k-spécialisation T de Klk qui préserve E . Soit

o la restriction de T à k[X1 , ... , 3L-] . Donc 0 (pour tout i =1 g ... ,r’
et f a une racine dans k .

(G) Soit T : k 2014~ L une immersion ordonnée du cors ordonné k

dans le corps ordonné maximal L. Soient une extension ordonnée, E un sous=
ensemble fini de K . Alors il existe un homomorphisme ~ : k~E~ -.~t L ui pro-

longe T .

Démonstration.

Réduction au cas où L = k (clôture réelle de k ) : On suppose le théorème 
T"

vrai dans ce cas. Soit F la clôture algébrique de T(k) dans L ; donc F est

une clôture réelle de 03C4(k) ~ k . D’après la théorie de ARTIN et SCHREIER, il exia-
te Un isomorphisme k -.~. F , qui prolonge T. Par hypothèse, il existe un

k-homomorphisme Q : k[E] -.~- k . On prend ~r ~ ~ a Q , donc W prolonge T

(~3~ Soit maintenant le cas où L = k et ~’ ; k ..~ k est l’inclusion. En rem-

plaçant K par k(E) , on peut supposer que K~k est une extension de type fini.
Donc ... , est algébrique sur k(~ , 1 .., ~ ~ n~ . Sans



perte de généralité, on peut prendre u entier sur ... , ~ ~ . Soient f

le polynôme minimal de u sur k[X~ , ... , ~ ~ ~ et s son degré ; donc f est

unitaire, à coefficients dans ... , X~] . Si tEE, on peut l’écrire sous
la forme

avec a~ , ... , 

L’ensembie D = (b~~ ) ( t e E) est fini. f a la racine u dans le corps or-

donné K ~ donc f a une racine dans la clôture réelle ... ~ X~) de

... ~ 

Diaprés (?), il existe un k-homomorphisme a : 2014~ k tel que

lo o(b~~) ~0 (pour tout teE ) ;

2~ f a une racine z dans k.

Soit ~ k l’homomorphisme défini par = g (z) .
Si g(u) = 0 , alors g e En effet, g = fq ~ avec q e ... , 

Or f est unitaire, donc primitif ; d’après le lemme de Gauas, le contenu de g

est égal au contenu de q ; les coefficients de g, étant dans ... , 

ceux de q sont aussi dans ... , X ~ . On peut appliquer a aux coeffi-

cients de g , f , q , en obtenant

c’est-à-dire 03C6(g) = 0 .

Ceci étant, cp induit un homomorphisme cpt : ... , -"~- k , à

savoir cp’(g(u)) == g~~ z~ pour tout g E ... , Il est clair que cpl

pro longe ~ .

Enfin, soit M la partie multiplicative de k[X1 , ... Xn] engendrée par l’en-

semble D . Si y E M , alors 03C6’(y) = 03C3(y) ~ 0 . Donc peut s’étendre à un

k-homomorphisme if: M" (k[X , ... , X n u ~ ..~~ . ~ .

Puisque E ~ ... ~ X ][u] , on prend pour ~ la restriction de q~
à k[E] .

Si k est un corps ordonné, et a , b E k sont des, éléments positifs, on pose
a ~ b lorsqu’il existe des entiers m , n > 0 te ls que ma ~ b et nb > a .

La relation - est une équivalence.

Si 0  a , b sont des éléments de k , on écrit a ~ b lorsque na  b pour

tout entier n > 0 . On dit alors que a est infiniment plus petit que b, ou b

e st infiniment plus grand que a.



(H). - Quelques propriétés immédiates sont les suivantes :

lo Si 0  a ~ b ~ alors 

2o Si 0 a~b , alors 0b~ ~a~ ;
3~ Si 0 a , b et a~b , alors a ~b" ;
40 Si 0 a ~ b ~ a~ ~ b’ , a-a’ ~ b-b’ ~ alors a + b - a’ +b’ ;

50 Si 0 a , b ~ a’ , b’ , a-a’ ~ b~b’ , alors 

60 Si 0a~b, 0a~~b, alors a + a~ b ;

70 Si 0 a~b ~ 0 a~ ~b~ , alors 0aa’ ~bb~ .

Démonstration.

lo car 0a . De 2a  b vient b  2(b-a) , ce qui montre
b - a ~ b .

On a a . De a~b , on déduit b+a~2b ~ donc 

2o Soit m >0 ~ un entier tel que 

contrairement à l’hypothèse.

3° Si m , n > 0 sont tels que ma 4 b et nb > a , alors

4° Soient m, n > 0 des entiers tels que mb > b’ . Si mb  nb ,
alors n(a + b~ > na + mb ~ a’ + b’ . De il existe n’ > 0 entier, tel que

n~ ~a~ + b’ ~ > a + b .

5° Soient m , n > 0 des entiers tels que na ~ a’ , b’ . Donc

De même, un multiple entier de a’b’ est plus grand que ab, donc ab ~ a’b’ .

6° S’il existe un entier n > 0 tel que n(a + a’ ~ > b , alors na ~> b - > 0.

Donc 2na ~ 2(b - na~ ~ ~ 2b - 2na’ r>, b , car a’ ~ b . Ceci est contraire à l’hypo-
thèse que a  b .

?° S’il .existe un entier n > 0 tel que naa’ > bb’ , alors de 0  na  b , il
résulte a’ >. bt , ce qui est contraire à l’hypothèse,

Au cours de la démonstration du théorème principal, on fera usage du lemme suivant.

(i) . - Soient K un corps ordonné, Y une indéterminée. Il existe un ordre sur

K(Y) qui prolonge l’ordre de K tel ue ;



lo 0  Y ~ et si 0  a e K ~ alors Y  a ;

2o Si 0  h e K[Y] , h(o)=a>0 , alors h-a ;

3° Si h1 , h2 eK[Y] , h1(0) = h2(0) = 1 , si 0a , b ~ K et r  1 est
un entier, alors b ~ 

Démonstration. - Tout élément h e K(X) s’écrit de façon unique sous la forme

canonique
h.

Soit P l’ensemble des éléments h eK(Y) tels que dans K.

On a effet, si h = (h./h~) a, h’ = sont sous

forme canonique, et a j t~ , a’ >- 0 si r=r’ , alors

(on note que a+a’ > 0 à moins que a = at = 0 ) ; par contre, si r  r’ , alors

De même, P.P ~ P, P n (- P) = ~0 ~ , P u (- P) = K(Y). Ceci montre que P est

l’ensemble des éléments positifs pour un ordre total compatible sur K(Y) , prolon-
geant l’ ordre de K (car h = ae K dans P si, et seulement si, dans

K ). Il reste à montrer les propriétés l.°, 2° et 3°.

1° C’est évident que Y f’ P . Si 0  a E K de 1 - Y/a =(1 - a-l 
il résulte que (1 - Y/a) e- P , donc Y  a dans K(Y).

2° Pour tout entier n ~ 1 et pour tout élément Y . (l/n)b ,
donc nY  b , et alors Y ~ b . Il en résulte que si h h( 0 ~ ~ a ~ 0 ,
alors la forme canonique de h est h ==~/l) aYC avec

de (H), il résulte que h.~-1 (car pour i=l , ... , m) , et h~a .

3° D’après (s) et 2°, on a 0  d’âpres 1% on a ’f~ a/b ,
donc b  a(h~/h~)(l/Y~) .



Soit C un anneau (commutatif) totalement ordonné. Donc 0  1 , et C a la ca-

ractéristique 0 . Soit A|C une C-algèbre commutative. 
’

On dit que A|C est une algèbre réelle lorsque, si ai ~ A , 0  pi e C et

Ii p. a2i = 0 , 1  i  m , alors ai = 0 (i = 1 , ... , m) .

Il en résulte que l’homomorphisme canonique C ~ A est injectif.

Si A|Z est une algèbre réelle, on dit simplement que A est un anneau réel.

Ceci signifie que si I. =0 , ai ~ A , alors ai =0 (i = 1, ... , m).

Si C = k est un corps ordonné, et A = K est un corps, alors K|k est une al-

gèbre réelle si, et seulement si, KJk est une extension ordonnable (~2, (A)).

Soient A|C une algèbre y et 1 un idéal de la C-algèbre A . On dit que 1 est

un idéal réel, lorsque A/1 est une C-algèbre réelle. Ceci signifie que si
~

alors a. i E I (i = 1, ... , m) .

(A) On note les propriétés suivantes :

1° Si I est un idéal réel, alors 

2° Toute intersection d’idéaux réels de A est un idéal réel ;

3° L’union d’une chatne croissante d’idéaux réels de A est un idéal réel ;

4° Tout idéal réel I ~ A est contenu dans, un idéal réel maximal (parmi les
idéaux réels) ;

5° L’intersection d’une chaîne décroissante d’idéaux réels premiers est un idéal

réel premier ;

6° Si P est un idéal réel premier contenant un idéal I , alors P contient

un idéal réel premier P’ , contenant I et minimal avec cette propriété.

Démonstration.

1° Si ae il existe un entier m > 1 , plus petit, tel que am E I . Si m

est pair, soit m’ = m ; si m est impair, soit m’ = n + 1 . Si ml = 2x , alors

a~ 2 E I , donc a’~ , E I , car I est réel. Diaprés le choix minimal de m , on

conclut que m = 1 , donc 

2° et 3° sont évidents.

4° résulte du 3° et du lemme de Zorn.

5° est évident.



6° résulte du 50 et du lemme de Zorn appliqué à la famille des iédaux réels pre-

miers contenant 1 et contenus dans P .

Soit S(A)c)= U. +~.~ P. ~ ) 1 0p~eC , a e A , m~O) . S(AJC) est

une partie multiplicative de A .

Soit A~ l’anneau total de fractions de A ; donc C sA~ ~ et est une

algèbre . Soit = A y donc est une partie multiplicative

de A .

(B) Si AJC est une algèbre réelle, alors :

1° A*|C est une a lgèbre réelle ;

2o n’ont pas de diviseurs de 0 .

Démonstration.

lo Soit Z. p.(a./b.)~=0 ~ avec a. , b.e A ~ b~ non diviseur

de 0 , 0 p. ~ C . Soit b = b1 ... b , donc b n’est pas un diviseur de

0 , et on peut écrire (dans A~ ) :

Alors I. p. =0 , ceci entraîne que a! =0 , donc ai = 0 ;

2o Si b(l+Z. p. a. eA , 0p.~ C et 1 +1. p. a~~O ,
1  i $; . m , alors b2 + I. =0, 1 * i  m . Puisque A|C est réelle,
alors b = 0 . D’après le 1°, est réelle, donc pas de divi-
seurd de 0 ; a fortiori, n’a pas do diviseurs de 0 .

~~ un corps ordonné ou un anneau totalement ordonné archimédien. Soit

A|C une algèbre réelle, et soit P un idéal de A maximal parmi ceux qui sont
disjoints de Alors :

1° P est un idéal premier réel ;

2° Le corps des fractions F de A/P est une C-algèbre réelle.

Démonstration.

lo Soit T = c’est une partie multiplicative de A . Diaprés le théorè-
me bien connu de KRULL, P est un idéal premier.

Il reste à montrer que P est un idéal réel. Sinon, il existe un entier m ~ 1 ,
des éléments p. i e C , 0p~ , et a. ~A , a. ~P (i=l , ... , m) tels que



On a pi P, autreme nt pi E P Si C est un corps, ceci est impossi-

ble, car P n C = (0) . Si C est archimédien et n ~ 1 est tel que npl > 1 ,
alors 1 + ~ n p ~--1 ~ .12 E P nT , ce qui est une contradiction.

Soit J = P + Apl a1 , donc J contient strictement P et élé-

ment de cet ensemble est de la forme t = u + dp1 a1 , avec t E T 9 deA.

En prenant les carrés, y

D’après (B), T ne contient pas de diviseurs de 0 de A , donc

appartient à P cet aussi à T . Ceci est une contradiction.

2° A/P est une C-algèbre réelle et intègre. Si F est son corps de fractions,
il résulte de (B) que F|C est une algèbre réelle.

Le résultat de LANG ( ~ Z , (G~ ~ peut être généralisé, comme suit.

(D) Soit,.; k .-.~:- L une immersion ordonnée du corps ordonné k dans le w

corps ordonné maximal L. Soit une algèbre réelle de type fini. Alors il
existe un homomorphisme ’~ : A -.~ L ui prolonge T .

Démonstration.
Tt

est une partie multiplicative de A . Donc il existe un idéal P, dis-

joint de et maximal avec cette propriété. D’après (c) , P est un idéal

premier réel, donc A/P est une k-algèbre intègre et réelle. Soit F le corps de

fractions de il résulte de (c) que F est une k-algèbre réelle, c’est-à-
dire Flk est une extension ordonnable.

Par hypothèse, A = 
r ... x ~ ~ donc A/P = ... , x ~ , où ~ est

la classe de modulo P . Soit ~ ; A -~ A~P l’homomorphisme canonique.

En vertu du résultat de LANG (§2, (G)), il existe un homomorphisme ~’ ; A P ~.-> L

qui prolonge T. En prenant ~ = ~~ ~ ~ , on voit que © . A -.~ L est un homo-

morphisme qui prolonge T.

Comme corollaire, on a le résultat suivant.



(E) Soient k un corps ordonne, k une clôture réelle de k, A|k une algèbre

réelle, et u1 , ... , un des éléQents de A qui ne sont pas des diviseurs de 0 .

Alors il existe un k-homomorphisme 03C8 : k[u1 , ... , un] ---> k tel que, pour

i=l , ... , n, 03C8(ui) ~ 0 .
Démonstration. - Soit A* l’anneau total de fractions de A . D’après (A), A )k

est une algèbre réelle et chaque élément u. est inversible dans A . Soit

donc BJk est une algèbre réelle de type fini. D’après (D), il existe un k-homo-

morphisme 03C8 : B --> lF . De u. u-1i = 1 , il résulte que 03C8(ui).03C8(u-1i) = 1 , donc

03C8(ui) ~ 0 pour i=l , ... , n .

4-* Le théorème des zéros réels.

Soient k un corps ordonner ~ une clôture réelle de k . On note

On déterminera les idéaux de k[X] du type I = Idk(S) , où S est un k-ensem-

ble algébrique de k-n . Le théorème principal a été démontré par DUBOIS. Le cas par-

ticulier, où k = R, a été obtenu, sous une forme un peu différente et de façon in-

dépendante (n;,is postérieure), par J.-J. RISLER [6].

Si I est un idéal de ... , le radical réel de I est l’ensemble

3Î des f e ... , Xn] tels qu’il existe un entier n § 1 et des éléments

pi ~ k , 0  pi , ui ~ k(X1 , ° ° ° ’ Xn) avec 03A3i pi u2i) ~ I , 1  i  r .
(À) Soient I , J des idéaux de ... , Xn] . Alors

Démonstration.

1° et 2o sont triviaux.

3° Si 
R 

f ~ soit m  1 entier, et s ~ S = ... , tels

soient ~~1 entier et tels que (f ~=1 .

Alors fml(s l s’) avec sl s’ ~ S , donc f ~ /I . L’autre inclusion est
évidente. _ __ __~ __.



(B) Soient ... , un entier, et s appar-

tenant à ... , une Si g appar-

tient à ... , X~ , x= ... , x ) E K, et ~(x)=0 , alors f(x) =0.

Démonstration. -Si f(x) % 0 , alors est définie en x , donc

g(x) = 

Si g(x)=0 , alors s(x)=0 .

D’autre part, s (avec 0p~e k , u. 1 E ... , X~) ) et

K est un corps ordonnée alors s(x)  1 , donc s(x) ~ 0 , c’est une contradiction.

THÉORÈME [DUBOIS]. - Si k est un corps ordonné et k une clôture réelle de k ,

alors

pour tout idéal 1 de k[X~] .

Démonstration. - On montre d’abord que fe /TB il exis -
te un entier m ~ 1 et des éléments 0  k , u_e ... ~ X~) tels que

Si xe V ~ I ) , alors
k

Diaprés (B), on a f(x) = 0 . ce qui montre que fe Id.(V (l)) .
Pour montrer l’inclusion opposée. on établira d’abord quelques faits simples.

(a) 1 n = ~ si, et seulement si, 1 ~ 

En effet, si 1 ~ /î , il existe se S(k(X...... tel que s = 1.s ~ I;
donc se D’autre part, si se alors 1 car

l~s = 

(3) Si 1 ~ ~ , alors V (l) = ~ .
k

D’après (~) . In = ~ . Soit J un idéal, disjoint de S~(A)k) . conte-
nant 1 et maximal avec ces propriétés, Alors V (J) ~ V (l) . et il suffit de mon-

trer que V_(J) ~ ~ . Diaprés le § 3, (c). A/J est une k-algèbre réelle et de ty-
pe fini. D’après le §3. (D), il existe un k-homomorphisme 03C8 : A/J 2014> k .

Soient = X. + J (classe résidue de x. module J ). et



pour tout feJ . Donc v(j)~~ .
k

Ceci étant, soient fl’ ... , f. ~ A des générateurs de l’idéal 1 , donc

1 = Z. Af. ~ 1 ~ i ~ t . Soit f e Id~(V_(l)) ; on peut supposer f ~ 0 , donc f

est inversible dans le corps ... ~ considère sur k(Xl ’ ... , X )
un ordre prolongeant celui de k et tel que f soit positif (quitte à considérer

-f à la place de f ).

Soit T une nouvelle indéterminée, et soit A’ = ... , T] = A[T] .
Soit +A’(]L-fT) , 1 i: t .Alors V 

~ 
(l’)= ~ , car si

... , x ~ y) ~ appartient à V~(l’) ~
k

alors

donc ~.. , x~) = 0 , car f e il en résulte que
k

qui est une contradiction.

le /Ï~ , et ainsi il existe des éléments

On écrit g~ = e~/d~ avec d~ , ... , X~ , T] ,et e. , d. premiers
entre eux.

Il suffira de montrer le résultat ci-après.

(v) ... , X~, f"~) ~0 dans ... , X~) .
Si cela est vrai pour tout indice i = 1 , ... , ~ ~ on peut remplacer T par

f" dans la relation (*), et on obtient

Puisque chaque u . est un polynôme en T , il existe un entier m  0 tel queJ



Tout se ramené à la démonstration de (y) .

On suppose que d.(X , ... , X~ , f"~) = 0 (pour un indice j ). Alors

est multiple de T - f ~’ dans k(X~ , .. , , ~ n ~~T ,j :

En prenant les contenus de ces polynômes en T (idéal engendré par les coeffi-

cients), d’après le lemme de Gauss :

Or cont(fT - l) est l’idéal unitaire de k[X1 , ... , X ] . Donc

c’est-à-dire d. est divisible par Y = fl - 1 dans l’anneau ~~T ~ , Puisque
J

e . , d, sont premiers entre eux, alors e. n’est pas divisible par Y .
J J J

De ... , X )[T] = k(X , ... , il résulte qu’on peut écrire

D’ après le § 2, (I), il existe un ordre sur k(X1 , ... , Xn)(Y) prolongeant
l’ordre de ... ,X ) , tel que et,si h ~ k(X. , ... , Xn) , 0 h,
alors 

~

Etant donné que 0  p pour tout indice i = 1 , ... , &#x26; . on conclut que

1 +Ij, P. est infiniment plus grand que tout élément de ... X ) .
D’autre part, le 2e membre de la relation (*) est positif (dans 

et de la forme h~ + h~ T + ... + h~ T~ avec h. e k(X. , ... , X ) . Soient
h’ = |h0| + + ... + .... Xj . De T + Y) et

0  f ~ 1 , il résulte que 0  1 + Y - i , donc 0  T - f"~ . Alors

Ainsi il existe un entier nt .~ 1 tel que nt 1 + ~.. 2 1  ’  °. ..- 
~" 

~ W ~’ ,
ee ~ui est un contradiction.



(C) Pour tout idéal 1 de ... , est un idéal réel.
Démonstration. - On a vu que RI = donc est un idéal.

le

Maintenant, soient des éléments 0  p. e k y f. e k[X y ... , X n] tels que

f2i ~ RI. 
].). n

D’après le théorème ci-dessus [DUBOIS], si x e V_(l) , alors

Il en résulte que f.(x) =0 ~ pour tout i et tout x e V (i) . Diaprés le même
théorème, f. ~ pour tout indice i ~ ce qui montre que l’idéal /î est réel.

Pour montrer (F), on établira d’abord le résultat qui suit.

(D) Soit C un anneau totalement ordonné. Soient A|C une C-algèbre, 1 un

idéal réel de alors l’idéal y~T : Aa) est réel. 
-

Démonstration. - Si 1~ p~ e /~I : Aa) , ~ ; i $ j&#x26; (avec 0  p. ~ C , et

u~ e A ), il existe un entier m ~1 tel que (Z. p. a donc aussi

(I- P. a ~ 1 , 1 ~ i $ ~ . Alors on obtient

avec 0q e C , Puisque 1 est réel, alors 1 , doncJ J Y

u~~/~I : Aa) pour tout indice i= 1 , ... , ~ ..

Ceci montre que /~I : Aa) est réel.

On rappelle que si A est un anneau, et 1 un idéal de A, un idéal premier P

de A est associé à 1 lorsqu’il existe tel que P= (l : Aa) ,
donc P=/~T :Aa) .
Tout idéal premier P de A contenant 1 contient un idéal premier conte-

nant 1 et minimal avec cette propriété ; en plus, si A est noethérien, P’ est

un idéal associé ai.

Ainsi, si 1 est un idéal réel de alors tout idéal premier associé à 1

est réel. En plus, si A est noethérien, tout idéal premier minimal contenant 1
est réel.

(E) Soient k un corps ordonné et P un idéal réel premier de k[X , ... X ] .
Alors R vrP = P . 

. 

- 
- - 

....-- 

in

Démonstration. - Soit f ~ ~/? , donc il existe un entier m ~ 1 et des éléments
0 P~ ~k , u~ ... , x~) tels que ~Pi~) 



k[X , ... , est une k-algèbre intègre et réelle ; soit K son corps de

fractions, donc K|k est une algèbre réelle, c’est-à-dire une extension ordonnable.

Si x. est l’image de X. dans ... , par l’homorphisme canonique

x = ... , xn) ~ Kn , alors g(x1 , .... xn) = 03C8(g) = 0 , puisque
g ~ P . Il résulte de (B) que = ... , x~) = 0 , donc f e P . L’autre

inclusion est évidente.

(F) Soit k un corps ordonné maximal. Tout idéal réel maximal (parmi les idéaux

réels) de ... , X 1 est un idéal maximal.

Démonstration. - Soit 1 un idéal réel, maximal parmi les idéaux réels de

A = ... , Si P est un idéal premier minimal contenant I , alors

P ~ A est un idéal réel, P 2 I . câpres l’hypothèse, P = I, et diaprés (E),
P = RP , c’est-àdire 1 = Donc V (I) ~ 0 (sinon RI = = A).Soient

Alors M est un idéal maximal de A , car k = k ,

Nais (?:) = V_(M) , donc ~/M = M est un idéal réel (d’âpres (c)). Ainsi 1 = M

est un idéal maximal de A ,

(&#x26;) 1 est un idéal réel de k[X. , ... , X ~ si, et seulement si, 1= /TB
Démonstration. - On a vu au § 3, (A), que 1 == /î . Il suffit de montrer que

I = RI.
Si P est un idéal premier minimal contenant 1 , alors P est un idéal réel,

donc P = ~/T (diaprés (E)). Ainsi /î 3 ~/I . D’autre part, ~/î’
(d’après (A)), donc /T= ~/Ï .
Comme corollaire, on a le résultat suivant.

(H) 1 est un idéal d’un k-ensemble algébrique de ~, si, et seulement si,
1 est un idéal réel.

Démonstration. - L’affirmation résulte aussitôt du théorème de Dubois et de (G).

(l) Pour tout idéal 1 de k[X1 , ... , Xn] , on a RI = U{P ) 1 P idéal réel

premier contenant I) == P n ... n P (intersection des idéaux premiers minimaux
contenant /I ). 

S

Démonstration. - Puisque /I est réel, alors chaque idéal P. est réel. Il ré-
sulte de (A) que



~/î =V~/Î = P. n ... 3 n (P ) 1 P idéal réel premier contenant /f ,
car P = "/T lorsque P est un idéal réel premier contenant 1 .

Soient C un anneau totalement ordonné, et A|C une C-algèbre. Le radical réel

de l’idéal 1 de A est, par définition~ l’intersection des idéaux réels premiers

de A qui contiennent 1 . On le note /I .
D’âpres 4, (l), si A = k[X. ~ ... , cette notion de radical réel coïn-

cide avec celle introduite auparavant.

(A) Soient A|C une C-algèbre, 1 et J des idéaux de A .

Démonstration.

lo et 2o sont évidents.

3° D’abord on a En effet, si P est un idéal réel premier conte-

nant 1 , alors il contient R /Y . Donc
~~/T = n {.P j 1 P idéal réel contenant ~/T)

~ n (P ) 1 P idéal réel premier contenant I) = 

et == ceci et du lo, il résulte (comme dans le § 4, (A) 4°)
que R R I = RI = RI = RI.

40 /î est une intersection d’idéaux réels, donc c’est un idéal réel (§ 3 , (A))

(B) Si AJC est une C-algèbre noethérienne et 1 un idéal de A tel que
RIT’RI ~ A , alors :

1~ II existe un nombre ~premiers minimaux contenant 1 y à

savoir ~ ~ ~ ~ Pg (avec s > 0 ) ;
2o /I = p r; ...  P cette intersection est irréductible, et P , ... , P

sont les idéaux premiers minimaux contenant RI ;
3~ /I = /I si~ et seulement si, tout idéal premier minimal contenant 1 est

réel ;

4° 1 est un idéal réel si, et seulement si, 1 = 



Démonstration.

lo et 2o Soient ... ~ P (s > 0) les idéaux premiers minimaux contenant

R I ~ A . Puisque A est noethérien, ces idéaux sont associés à "/î ; celui-ci
étant un idéal réel (diaprés (A))~ il résulte du § 4, (D) que chaque P. est réel.

Si P est un idéal réel premier et P ~ I , alors P 3 RI ; d’après la mi-
nimalité, on a Pi = P . Ceci montre que (Pl’ ... , P ) est contenu dans l’en-

semble des idéaux réels premiers minimaux P’ contenant 1 . Mais ~/Y y donc
P~ contient un des idéaux P’ = P.. Ceci montre les affirmations

lo et 2o, en tenant compte que n ... n P s et qu’une telle inter-
section est nécessairement irréductible.

3° Si /Ï = alors /T est un idéal réel. Si P est un idéal premier mini-
mal contenant I , alors P s /T , et P est minimal contenant /T . Donc P est

associé à/1 , et d’après le § 4, (D), P est réel.

Réciproquement, si tout idéal premier minimal P contenant 1 est réel, alors
/T’ B ~/Ï , d’où l’égalité.

4° Si 1 = /I , alors 1 est un idéal réel. Réciproquement, si 1 est un idéal

réel, d t après le § 3, (A), on a 1 = /I . Or tout idéal premier minimal contenant
1 est réel ; d’après le 3°, on a /Ï = donc 1=~/1.

(C) Soient A|C une C-algèbre noethérienne, 1 un idéal de A , et l’ l’en-
semble des éléments x = A tels qu’il existe des éléments a. e A satisfaisant
x + Z a~ ~ 1 . Alors l’ est un idéal de A , et Il’ = ~/I’.

Démonstration. - Soient x , y e l’ et ci. , b. e A tels que x~ + Z a~ e 1 ,
y + 1 bÎ e I . Si zeA, alors ~x)~ + z~ 1 e I , donc zx e I’ .De

même,

donc x - y e I’ . Ceci montre que I’ est un idéal de A ; en outre, 1 CI’ .

Si x e /Ï’ , alors il existe un entier m ~ 1 tel que x~ e I’ ; donc il existe
des éléments A , tels que x~ + 1 a~ e 1 . Si P est un idéal réel premier
contenant 1 , alors j~ = P , donc x e P ; ceci implique que x e et montre
l’inclusion /T* s "/* l .

SI Z /!’ (avec A ) , alors il existe un entier m ~1 et des élé-
ments Tb eA tels que

ceci s’écrit sous la forme



donc a. = /î’ . On en déduit que /î’ est un idéal réel.

D’âpres (B), on déduit que /T = RI’ ~ RI , car I’ s 1 . Ceci montre que

/r’=~/r.
Le comportement des idéaux réels par homomorphisme et localisation est facile à

décrire. 

(D) Soient A|C une C-algèbre, 1 un idéal de A , cp : A ~ A/1 l’homomor-
phisme canonique (donc A/1 est encore une C-algèbre) . Soit J un idéal de A

contenant 1 . Alors J est un idéal réel si, _ et seulement si, cp(J) = J/1 est un

idéal réel.

Démonstration. - Soit J un idéal réel de A , et soient 0  p. e C , a. e A

des éléments tels que 1 = (p(b) avec b e J . Donc 03C6(03A3pi a2i - b) = 0
et ainsi a. -b=cel . Alors Puisque J est un

idéal réel, alors a. e J et p(a.) ~ J/I , prouvant que (p(J) est un idéal. 

Réciproquement, si 0  p. e C , a. e A sont des éléments tels que

Par hypothèse, cp(a.) ~ J/1 y donc a. e J + 1 == J . Ceci montre que J est un

idéal réel.

(E) Soient AJC une C-algèbre, S une partie multiplicative de A y et soit

(p : A ~ S A l’homomorphisme canonique.
1 est un idéal réel de A , alors 03C6(I) = S-1 1 est un idéal réel de’ 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014

2° si J’ est un idéal réel de S-1 A , alors 03C6-1(J’) est un idéal réel de A ?

3° Q est un idéal réel premier de A , disjoint de S si, et seulement si,
S-1 Q ost un idéal réel premier de S* A .

Démonstration.

1° On suppose que 03A3i pi (ai/si)2 = b/t , 1. i  03B2 , avec 
’



D’après l’hypothèse, uts! a. E 1 , donc a. E S~~ I pour tout indice i. Ainsi,

S~~’ I est un idéal réel.

2~ Soit â ~ - b E J’ avec 0  . ~ C, c~~a. ~ E J=
pour tout indice i ~ car J’ est un idéal réel. Ceci montre que q)" (J’ ) est un

idéal réel.

3° Ceci résulte des propriétés 1°, 2° et des faits bien connus sur la localisa-

tion des idéaux premiers.

6. Quelques compléments.

On indiquera des résultats de nature variée pour le cas où A = 

k étant un corps ordonné.

Soit k une clôture réelle de k . Sur

on définit la relation suivante :

f~ g signifie que, =(x. , ... ~n~ ~ ~ ~~? ~(~) ~g(x) .

On vérifie sans difficulté que  est un ordre sur qui prolonge l’ordre

donné sur k . Il est compatible avec les opérations. Si n > 0 , cet ordre n’est

pas total (par exemple~ il est faux que 0 ou - 0 ).

On rappelle que si E est un ensemble ordonnée un sous-ensemble C de E est

convexe lorsque la propriété suivante est satisfaite : Si c. , c? e C ~ si c ~ E

et 

Toute intersection d’ensembles convexes de E est encore un ensemble convexe.

Donc, si S est un sous-ensemble de E ~ il existe le plus petit sous-ensemble con-
vexe contenant S ; il est noté (S) y et consiste en des éléments c e E tels

qu’il existe c. ~ c? e S satisfaisant c. ~ c ~ c? .
(a) Soient k[X] muni de l’ordre considéré ci-dessus, et 1 un idéal de 

Soit I’ == (f~k[x] j Î il existe q el tel que si x ek~ , alors jf(x)j ~q(x)).
Alors 1~ est un idéal et (I) = 1 + 1~ , donc (I) est un idéal.

Démonstration. - Si f , f e I’ , soient q , q’ e 1 tels que, si x e kn ,
alors jf(x)j 1 $q(x) , )f’(x)) 1 ~q’(x) . Alors

Donc f + f ~ 

De même, si l’.



Si et f E I’ , alors

~i t g(x) + = q(x) + g(x).q(x) + g2(x).q(x).
Or, q E I , donc 
Ceci montre que I~ est un idéal.

On montrera maintenant que (I) = I + I’ . Si f E I) , il existe des éléments

qi , q2 E I telq que q2 (x ) ,~ f (x ~ ‘ q2(x ~ pour tout Donc

pour tout x ~ kn . Alors f - ql y donc + I’ .

D’autre part, si f = q + q’ avec q=I et q’ ~ I’ , il existe g ~ I tel

que g(x) pour tout x e k" . Alors

pour tout x E kn . Or, q- g, q + donc f = q + q’ E (I). Ceci termine

la démonstration.

Il est bon de noter que I n’ est pas nécessairement contenu dans I t ; toutefois

le carré de tout élément de I e st dans l’.

(b) Si I est un idéal de k[X], alors = 1’(Il’ .

Démonstration. - Soit f E Rff ; ° 9 il existe un entier 1 et

(avec 0p. ek , a. y b. tels que f s= q el . En prenant le carrée
et en notant que s est du même type que s , on peut supposer m pair et

q(x) ~0 pour tout x Donc Î  q(x) pour tout ce C’est évi-

dent lorsque f(x) = 0 . Si f(x) 7~ 0 , alors s est définie en x et

1 = + 03A3(ai(x)/bi(x))2] = q(x) (voir la démonstration du § 4,
(B)). Donc f et fe /T .

D’après (a), on a I’ ~ /(l) . Soit f ~ /TÎ) y donc il existe un entier m  1
tel que q== 1 ~ q’ e Il . Alors f~=q~+ 2qq’ Il

(car le carre d’un élément de 1 est dans Il ). Ainsi il existe un entier pair
l et g ~ I tels que 0  fl(x) = |fl(x)|  g(x) pour tout x ~ kn .
Soit s = g/f~ , donc s - 1 = (g - f~)/f~ et si f(x) ~ 0 , alors

D’après le §2, (E), on a avec 0  . i E k et a. , 

Ceci montre que fe R~ , 
~ ~ ~ ~ ~ ~ -



Les idéaux premiers réels admettent la caractérisation suivante :

(c) Soit P un idéal premier de k[X] , soit x. l’image canonique de X.

(i=l , ... , n) par l’homomorphisme cp: k[X] ~ k[X]/P = k[X] . Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1° P est un idéal réel ;

k[X] et k[xj, prolongeant 
dre de k, tels que 03C6 préserve l’ordre ;

3° Il existe un ordre total compatible sur k[X~} , prolongeant 1/ordre de k et

tel que P soit convexe.

Démonstration.

1° -~2o : Soient x = ... , xj et = 
... , k[x] est

est une k-algèbre réelle intègre, car P est un idéal réel premier. Il existe
donc un ordre sur F prolongeant celui de k (§2~ (A)). On considère, sur le corps

= 
... , X~) = y ... ~ x ) , un ordre total compatible,

prolongeant l’ordre de F, tel que 0  X. - x. et que X. - x. soit infiniment

plus petit que tout élément de F (§ 2, (i)). Sur l’anneau k[X] , on considère
l’ordre induit par celui de F(X) .

Si f e k[X] G F[X] , on peut écrire son développement de Taylor, par rapport à
"’ ’~n "~n ’

avec a E F, f. E ... , xn - xn] .
Soit Ç = F[X] ~ F[x] l’extension naturelle de 03C6 à F[X] ; alors

Si f est positif selon l’ordre de ~~~~’~ , il est positif selon l’ordre de F(X) e
Or X~ - x~ est infiniment plus petit que tout élément positif de F . Donc

est infiniment plus petit que a E F , et alors a = 03C6(f) > 0 . Ceci montre que 03C6
préserve l’ordre.

2° ~ 3° : puisque cp est un homomorphisme de k[X] sur k[x] , préservant l’or-
dre, alors son noyau P est un idéal convexe de k~~~ .

3° ~ 1° : L’anneau peut être ordonné, en posant f > 0 si
et seulement si, f > 0 dans k~X~ .

Il est immédiat que cette relation est bien définie ; il s’agit d’un ordre total



compatible sur k[x] prolongeant 1~ordre sur k . Ainsi, k[x]jk est une algèbre

réelle, donc P est un idéal réel.

de ~ ~ ~ ~ ’ -Soient k un

corps ordonné maximale et  sa clôture algébrique, donc k = k(i) , où i = - 1 .

Si x = a + ib ~ S (avec a y b e k )y on note x == a - ib le conjugué de x .

(x. y ... y x )E E~~ on (x. y ... ~ le conjugué 
On a x ~ k~ si, et seulement si y x = x .

Si f ~ ~.. y X ] y on note T le polynôme dont les coefficients sont les

conjugués de ceux de f . On a f = f si y et seulement si, fa ses coefficients

dans k . Alors ~F(x) = pour tout x e K .

Soit f~ == s(f + ?) ; alors f~ e ... , X~] et f = f~ - 

On indiquera des relations entre les ensembles algébriques de k et de k . Le

premier résultat est dû à WHITNEY [7].

(d) Soit 1 un idéal de k[X] . Alors

est le plus petit )-ensemble algébrique de ~Il contenant 

Démonstration. - De vient

D’autre part, soient f E et x E Vk(I)) , il s’agit de montrer
que f(x) = 0 .

Si y E on a f(y) = 0 , donc f(y) = f(y) = f~ - 0 . Il en résulte que
f*() = 0 , donc f* E Idk Vk(I) , et alors f*(x) = 0 .

De même, on a if donc (if)*(x) = 0 . Alors

Ceci montre que = Id~ Vk(l)) = Id~ la dernière égalité
résultant du théorème de Dubois, car k est égal à sa clôture réelle.

On a Vk(I)) ~ Si (où It est de ~(X~
alors

donc 

Comme corollaire, on a le résultat suivant.



(4) soit 1 un idéal de k[x] . Les affirmations suivantes sont équivalentes :

lo est dense dans Vp(l) , selon la k ;

2o = 

3° =A;

40 Tout idéal premier minimal contenant 1 est réel.

Démonstration.

1° -~ 2° : Si est dense dans selon la topologie de Zariski de E ,
alors est le plus petit k-ensemble algébrique de S contenant 

D’après (d), on a

2° ~ 3° : D’après (d) et l’hypothèse

Il en résulte que l = Idg et, d’aprés le théorème

des zéros de Hilbert (car k est algébriquement clos),

Il résultera de (f) ci-dessous que E[X].I ~ k[X] = 1 . Donc /î ~ /Ï , d’où

l’égalité.

3° ~ 4° : Ceci a été démontré au § 5, (?).

30 -~ lo : Diaprés (d), est dense dans = V-(/f) = selon

la topologie de Zariski de S .

(f) Soient KJF une extension algébrique y et 1 un idéal de F[X] = ]..
Alors K[X].I n F[x] = 1 .

Démonstration. - Il suffit de montrer une inclusion, l’autre étant évidente. Soit

{q1 , ... , qn} un ensemble de générateurs de l’idéal 1 .

Si f e K[X].I n F[X] , on peut écrire

Soit F’ le sous-corps de K engendre par les coefficients des polynômes 
(1 = 1 , ... , r) . Donc F est une extension de degré fini ; soit 
une base de F’)F y avec w. = 1 . Alors on peut écrire



avec F[X] , donc

Si Y = Xi ... Xn est un non8ne quelconque, si C est Son Coefficient dans f ,

et si a , est son coefficient dans 1. f .. q. , l $ 1 % r , alors
J i Ji 1 

~

Puisque c E F, et y ... , w ~ est une base, alors c - a~ , a2 ~ ...
= a = 0 . Puisque Y était arbitraire, ceci montre que

Un autre résultat intéressant est le suivant.

P est un idéal premier réel de k[X~ ~ alors K[X].P est un idéal pre-

mier.

Démonstration. - On peut choisir un système de générateurs (f. ~ ... ~ f ) pour

l’idéal P , tel que chaque f. est irréductibe (car P est un idéal premier). En

effet, on considère un système de générateurs {g1 , ... , g ) de P ; cet idéal

étant premier, chaque g. a un facteur irréductible f. appartenant à P ; alors

... y engendre P . 

Soient f , g ~ E[X] tels que fg e E[x].P et f ~ E[X].P . Puisque S = k[i~ , y
on peut écrire g = c + id avec a , b y c y De même, on

peut écrire fg = ~(u, + iv . ) , f . = 1 u f. + i(Iv. f.) avec u. ~ v.e k[X] ~
J J J

l$j~~. Alors

d’où il résulte que a(c + d2 ~ P . De même, b(c2 + d2) E P .
Puisque f = a + ib ~ S[X].P , alors a ~ P ou b ~ P . Donc c~ + d2 E P .
P étant un idéal réel, alors c , d E P ,donc g = c + id ~ ~ ~CX~.P .. Ceci mon-

tre que est un idéal premier.



(C) Idéaux réels principaux.

Pour conclure, on caractérisera les idéaux réels principaux.

(h) Soient k un corps ordonné, et ... , 
un polynôme ir-

réductible. L’idéal principal (g) est réel si, et seulement si, g change de si-

gne en k .

Démonstration. - Soi. (g) un idéal réel, donc k[X]/(g) est une k-algèbre

intègre et réelle ; sur son de corps de fractions F , il existe un ordre tel que

F)k est une extension ordonnée. Etant donné que g est irréductible, on sait que

F)k a un degré de transcendance n - 1 . Soit l’image de par l’homomor-

phisme canonique p : k[X] ~ k[X]/(g) , donc F = ... , xn) . Alors, on
peut numéroter les indéterminées de façon que ... , x~) soit une base de

transcendance de PJk . La restriction 03C60 de 03C6 à ... , Xn] est alors

un isomorphisme.

03C60 s’étend de façon natUr e l le à Un isomorphisme.

§o : ... , x~l -+ klxi , ... , xn_i , Knl ..
Soit h - l§ (g) - g(x , ... , x , X ) , donc h est encore un polynôme en

irréductible sur ... , donc aus si sur k (xi , ... , zn_i )
(d’après le lemme de Gauss). Alors h n’a pas de racines multiples. Puisque

h(x~) = ç(g) = 0 , alors h a une racine simple dans une clôture réelle F de F ;

donc h change de signe en P , c’est-à-dire qu’il existe des éléments x’ , x" e Pn n

tels que h(x()  0  h(x") . Ceci signifie que

donc g change désigne en F .

Par conséquent, g et - g ne sont pas des sommes de carrés d’éléments de

TF(X. , ... , X ) . Si iF est une clôture réelle de k, contenue dans F , alors
g et - g ne sont pas des sommes de carrés d’éléments de .~ ~ 

Diaprés le § 2, (E), g change de signe en k . Sinon, g (ou - g ) serait posi-
tive définie sur ~ , donc ±g=Z. p. u, avec ]~(X~..~X ) y



0  pi ~ k ; or pi = q2i avec 0  qi ~ k , car tout élément positif de k est un

carré, donc

ce qui est une contradiction.

Réciproquement, soit g un polynôme irréductible qui change de signe en kn .
On suppose d’abord que n = 1 . Alors g est le produit de facteurs linéaires

ou quadratiques irréductibles à coefficients dans k ; les facteurs quadratiques
ne changent pas signe en k . Donc g a un facteur linéaire en 

dire qu’il existe x E k. tel que g(x) = 0 .

Le k-homomorphisme k[XJ --> k[x] tel que x a le noyau égal à

(g) ; donc = k , et ceci montre que l’idéal (g) est réel.

Maintenant, soit n > 1 ; on procède par récurrence sur n . Par hypothèse, il

existe des éléments x, x ~ ~. k~ tels que g(x’)  0  g(x) . Par un changement
linéaire de coordonnées, on peut supposer que

On peut considérer sur le corps ... y X ) un ordre qui prolonge celui de

E* et tel que 0  a pour tout élément a 0  a (diaprés § 2~ (i)).

. Soient h == 

x~ , ... xj e et h = x~ , ... , x~) 6 
Si h = a~ a . X, + ... + a.. (avec a. ~ k )~ alors

en outre (pour tout i=i , ... , m) ,donc h>0 dans k(X.) . De
même, h’ 0 dans Puisque ... , ... , X~] , on
peut considérer le polynôme fe ... , X ] , qui correspond à g par
cet isomorphisme canonique.

D’après le lemme de Gauss, f est irréductible sur le corps k(X ) (car g est

irréductible en X~ , ... , En outre,

tandis que ... , =g(x~ , ... , =h’ 0 en 

A un isomorphisme d’ordre près, une clôture réelle k(X ) de contient F,
donc alors f change de signe en k(X.) .

D’après l’hypothèse de récurrence, (f) est un idéal réel de 
... , X ]

c’est-à-dire que ... , est une réelle ; alors
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... , est aussi une k-algèbre réelle, donc k[X1 , ... , 

est une k-algèbre réelle, ce qu’il fallait démontrer.

Pour des polyhômes réductibles, on a le résultat suivant.

(i) Soit f é klxi , ... , Xn] un polynôme unitaire. L’idéal principal (f) est

~~’ ~~ ~l ~2 ° ° * °~ ~i ~~~ 

ble, (f.) est réel, et f. # f . (pour 1 # j ).
- i . ;; ., -.., -. , . 

-. - .. - i j ~

Démonstration. - Si (f) est réel, alors (f) = (f) . D’après le

§ 5, B>, tout idéal Premier minimal Contenant f> est réel. Si f1 , ... , f,
Sont les différents facteurs irréductibles unitaires de f , alors

.-.-- . , , ,

fl f2 ... et est réel. 
_

Réciproquement, (f) = f2 ... fm) = (fi) n (f2) n ...- n (fm) = Mais,

d’après le § 5 (B), R,r(f ) _ donc (f) est réel.
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