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IE THEORME DES ZEROS POUR LES CORPS ORDONNES
par Paulo RIBENBOIM

Cet exposé est basé sur les travaux de D, W. DUBOIS et G. EFROYMSON ([1] et [2]).
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l. Introduction.
Soient k € K des corps, et n > 1 un entier,

eee 4 X )

WX] = kX, , oo, X7, k() = k(x n

Pour tout sous-ensemble T de k[X], soit

VK(T) = {x = (xl yoeee s X )€ K" | £(x) =0 pour tout f e T} .
Pour tout sous-ensemble S de K- , Soit

Idk(S) = {f e k[X] | £(x) =0 pour tout x € S} .
On a les prorriétés évidentes suivantes :
1° T ¢ Idk(VK(T)) , S¢ VK(Idk(S)) ;
2°8i S <8, alors I4(S) = Idk(S') , 81 T T' , alors Vi(T) ;vK(T') ;
30 Vp(Ta, (Ve (1)) = (D) ;
4° 81 I est 1'idéal de k[X] , engendré par T , alors VK(I) = VK(T) :
508 S = {x},od x= (xl s see xn) » X; € k , alors Idk(S) est un idéal
maximal, & savoir celui engendré par les polyndnes Xl =Xy eeey Xn =X .

Tout ensemble non vide de la forme VK(I) y ou I est un idéal de k[X], stap-

pelle un k-ensemble algébrique de K- .
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Un probldme fondamental est la détermination des idéaux I du type I = Idk(s) ’

ou S est un k-ensemble algébrique de K.

Ie résultat suivant est bien connu.

THEORRME .des zéros de Hilbert. - 8i K est la cléture algébrique de k , alors,
pour tout idéal I de k[X], on a Idk(VK(I)) =,/T = {fek[Xx] ]| il existe m >1
tel que > e I}.

JI est le radical de I ; c'est un idéal contenant I , et égal & 1'intersection

des idéaux premiers contenant I . En fait, /I est égal & 1l'intersection des

idéaux premiers minimaux contenant I , et ceux—ci sont en nombre fini.

I1 en résulte que, si I # k[X], alors /I # k[X] et VK(I) # @ . En outre, si
VK(I) est un ensemble réduit 3 un point, alors /I est un idéal maximal de k[X];
réciproquement, si k =K et si /I est un idéal maximal de K[X] , alors VK(I)

est réduit & un point.
Que se passe-t-il lorsque K n'est pas algébriquement clos ?

Soit par exemple k =K = R . Dans ce cas, le théordme des zéros de Hilbert n'est
plus valide. En effet, soit f = X+ %41 , T est irréductible en g[xl R x2] ,
1'ijdéal principal (f) est premier, donc J?f) = (f) « On a VR((f)) = ¢ , car

1 2
2 2 . N
X, + X, + 1 #0 pour tout élément x = (xl ; Xx,}€ B . Done

1
IdR(VR((f))) = E[Xl ’ X2] % (f) .

Dans cet exposé, il sera indiqué un théordme, analogue au théoréme des zéros de

Hilbert, pour le cas des corps ordonnés,

2+ Rappel de quelques résultats sur les corps ordomnés.

La théorie des corps ordomnés a été développée par ARTIN et SCHREIER. Les gqnelques
résultats cités ou démontrés ci-dessous seront importants dans la suite de cet expo-
sé., Le lecteur pourra consulter les articles originaux de ARTIN et SCHREIER (parus
en 1927 et 1928 aux Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universitdt
Hamburg). Des présentations plus modernes se trouvent dans [3], [4] et [5].

(A) [ARTIN et SCHREIER], - Soient k un corps ordonns, et K|k une extension.

Il existe un ordre total compatible sur le corps K , qui prolonge 1l'ordre donné

sur k si, et seulement si, la condition suivante est vérifide.

. 2 .
Si Zi pyx,=0,1<igm, 0< p; € k, x; € K , alors X) = eee =X = 0.

On dit alors que Klk est une extensicn ordonnable, Dans ce cas, x e K est posi-

Tif pour tout ordre de K prolongeant 1l'ordre de k 8i, et seulement si,

ca 2
X € {§;=1 p; %; | © <p; € k, x; €K},
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~ Soient Klk et L|k des extensions. Soit A un sous-anneau de K contenant k.

Tout k~homomorphisme o : A -2 L s'appelle une L-spécialisation de Klk s A

egt le domaine de C© .

Soit E <K, et soit o une L-spécialisation de K|k dont le domaine contient
E . Si Klk et le sont des extensions ordonnées, on dit que o préserve E
lorsque :

18 xe€E, 0<x, alors O < o(x) H

208 xe€BE, x<0, alors o(x) <0 .

(B) [ARTIN]. - Soient K|k et L|k des extensions ordomnées. Soit

£ =1 + a kU a € K[Y]

un polyn8me ayant exactement +t >0 racines distinctes dans X (c16ture réelle de

K ). Alors il existe un ensemble fini E ¢ K , contenant les coefficients de f gﬁ

tel que, si o est une L-spécialisation de K|k qui préserve E , alors

= " 4+ c(al) kN o(am)

a exactement t racines distinctes daqg T (clﬁture réelle de L ).

Démonstratiqg. - Soit (fo ’ fl y see fs) la suite canonique de f{, On rap-
pelle que f,=f, f =f' (dérivée de £ ), f.4 = P} f, - i1 . (pour

J
:‘j =1, oo , 8 =1) et fs-l =q44 fs avec dengj+1) < deg(fj) .

Soit TM=1+n + Z‘;_l af_ €K . Soit B 1le sous-ensemble de K formé de tous
les coefficients des polynfmes fj 5 ainsi que des éléments fj(- m, fj(ﬂ) .
' Soit o une L-spécialisation de K|k qui préserve E , donc son domaine con-

tient E . La suite canonique de e L[X] est (fg , fi  eee f:) .

Il est connu que toute racine de £ dans la cl8ture réelle K est dans 1l'inter-
valle ouvert (- 1/, M) . Par le théordme de Sturm, le nombre de racines distinctes
de f dans l'intervalle ouvert (- 1M, M) de K est égal & la différence

Vf,-ﬂ - Vf,ﬁ\ ou Vf’_.n est le nombre de changements de signe de la suite

(£o(= D), £,(= ), ooy £,(= M,

et V celui de la suite

£,
(g0 5 £,(M) , covy £,(M).

binsi &=V, o =Vo ..

Puisque o(M) =1 + m + 5?:1 o(ai)2 , alors toute racine de f° dans L est

dans 1'intervalle (- o(7M) ,0(7)) . Leur nombre est égal & V . -V .
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‘ o .
Or, la suite canonique de £ est (fg ’ fi g eee fs) , car le domaine de o
contient E , donc il contient les coefficients des polyndmes fj y q_j . Dlautre
o o -
- = (- o(T t £.(-T) €E g ainsi V =V . De méme
part, (£,(- D)7 = £5(- (1) et £,(- 1) €5 ; © o~ e
et ainsi !

=V
“,e(n) o

t =V -V, . =V -V .
7,0(n) £9,=(1)

(c) [ARTINT. - Soient K|k et L|k des extensions ordonnées. Soient

£, 5 eee 5 £y € K[ Y]

des polynSmes (non nécessairement distincts) et

T, < r, < eee < L

des éléments de XK tels que T, soit une racine de fi o Alors il existe un ensem-

ble fini E c K , contenant les coefficients de chaque fi y tel que, si o est

une Lespécialisation de K|k qui préserve E , il existe des éléments

b cee , b, €T,

1 t

tels que bl< by < ..o <b., et bi est une racine de fz .

Démonstration. = De r. < r. résulte /?T--_:—?T € ¥ . Soit
J J+l J

=K(r; , oo, Ty oy VT, — T, ey rimTe ),

done K!'|K est une extension algébrique finie, et alors il existe un é1ément gri-

mitif K*' = K(u) ; soit g e K[X] 1le polynbme minimal d¢ u sur K , D'aprds (B),
il existe un ensemble fini E! ¢ K , contcnant les coefficients de g et tel que
si ¢ est une L-spécialisation de Klk préservant E! , alors g'CJ a une racine

dans L .
Soient p, , qJ € K[Y] tels que r, = D; (u) et /’_— T, = qj(u)

Soit wv; =f (p ) e XK[Y], done v, (u) f. (p (w)) = fi(ri) =0 et alors
1 = gvl , avec V! € K[Y] (car g est le polyn6me minimal de u ), De méme, si
=Py ~ Py - qg , alors 4.(u) =0, donc zj = g£5 avec Lg € K[Y] . En outre,

J
(u) # 0, done l/qj(u) € K' , et ainsi il existe my € K[Y] tel que mj(u) = —ftjﬂ

si g =1y qy - 1€ K[Y], alors zj(u) =0 , donc 25 = g23 , avec z5 e K[Y] .

Soit E 1'ensemble union de E! avec l'ensemble des coefficients des polynéme s

fi 989 P55 0,

J Vi v{ ’ £ ’ za » Oy s Zg 23 e Soit o une L-spéecialisation
de Klk qui préserve E , donc aussi E' , Alors go a une racine vy € L , De
o o} o
vy g . i ’ ﬁj =g .33 et z§ =g .z30 , 11 résulte que vy est une racine de

vi s Clest-2~dire fg(p:(y)) ='ﬁz(y) = 0 , donc bi = pg(y) € T est une racine de
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ay. - = p° - = (¢° 250, et puisque
£ .0na Lj(y)-zo,donc bt bj—pj+1(v) pj(v)—(qj(v)) 20 , et puisq

o o o o
= = . t b. <hb, .
zj(y) = 0, alors mj(y).qj(y) 1, donc qJ(Y) #0 e 5 541

Soit L|k wune extension ordonnée. On dit que l'extension ordomnée K|k est L
artinienne lorsque la propriété suivante est satisfaite ¢ Si E est un sous-ensen-

ble fini de K , il existe une L-spécialisation de K|k qui préserve E .

Le résultat suivant est fondamental.

(D). - Soit L|k une extension ordonnée telle que L soit dense (au sens de la

topologie définie par les intervalles) dans sa cléture réelle T. Si Klk est une

extension ordonnée L-artinienne et Y wune indéterminéde, alors K(Y)Ik est une

extension L-artinienne (pour tout ordre de K(Y) prologeant l'ordre de K ).

Démonstration. - Soit E un sovs-ensemble fini de K(Y) ;3 11 atagtt de montrer

qu'il existe une L-spécialisation de K(Y)Ik qui préserve E . Il est facile de

voir qu'on peut se réduire au cas ou les éléments de E sont des polyndmes unitai-

res irréductibles de K[Y] , ou bien des éléments de X .

Soit XK(Y) wune cl8ture réelle de K(Y) (munie d'un ordre prolongeant celui de
K ) ; alors la cl8ture algébrique K de K dans K(Y) est une cl8ture réelle de
K.

Soient r, < Ty < eee < Ty toutes les racines dans K des polyndmes appartenant
& E . Ces polynfmes sont indexds de sorte que r; est une racine de f; €eB ;5 1l
n'est pas exclu que fi = fj pour i # j . Soit g ¢ K[Y] 1le produit des polyné-
mes non constants distincts appartenent & E . les facteurs de g sont unitaires
irréductibles, distincts, donc toutes les racines de g sont simples, et les raci-

nes de g dans K sont exactement TyooThy eee y Tyoo
Soit E' wun sous-ensemble fini de K tel que :

1° E' contient les coefficients de g , les éléments de E nK et les coeffi-

cients des polyndmes appartecnant 3 E ;

2° E' contient le discriminant d e X de g (on note que 4 # 0 , car les ra-

cines de g sont simples) ;

3° B' est choisi (d'aprds (B) et (C)) de fagon que, si o est une L-spéciali~-
sation de K|k qui préserve E! , alors gc a précisément t racines distinctes
dans T (lesquelles sont simples, car le discriminant de g% est a° #£0 ), et il
existe des éléments b,y eeey by € T tels que b, < b, < ... < b, , et b, est

une racine de fg .

D'aprés 1'hypothdse, il existe une L-spécialisation ¢ de K|k qui préserve
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E' , donc la condition 3¢ est satisfaite par o . Il en résulte que bl s ses bt

sont toutes les racines de g'O dans L .

On écrit fi = (Y - ril) ees (Y = rit(i)).qi avec il g see it(i) € {1,,e0.,%t},

q; € E[Y] n'ayant aucune racine dans K . Or a est unitaire, donc un produit de
polynfmes quadratiques irréductibles de K[Y] ; alors a; est une somme de carrés

dans K[Y] et, par conséquent, q; est positif dens K(Y) .

. g ees 4 Db sont toutes les racines (dans T ) de 9 (autrement és
i lt(i) i
aurait plus de t racines dans f').
O \ PP
Alors fi,=(Y - bil) ees (Y - bit(i)).pi » OU p; € T[Y] » Py est unitaire sans

racine dans L . Alors 1 est un produit de polyndmes quadratiques irréductibles
dans I[Y] , donc p; est une somuc de carrés dans IY] . Alors, pour tout 32 €L,
pi(Z) est une somme de carrds dans L , donc un élément positif de L . Dans le
corps ordonné K(Y) , il existe précisément un indice j tel que r, , <Y <r.

J=1 J

(par convention Tog==%3 T =@ ), car Y est transcendant sur X , tandis

1
que chagque T, est algébrique.

Par hypothdse, L est dense dans L , donc il existe Z € L tel que bj-l < Z‘<bj.

Etant donné que q; est positif dens K(Y) , et pi(Z) est positif dans T ,
il résulte que les signes de fi et fi(z) sont le méme, car le nombre de racines
de fi plus grandes que Y est le méme que le nombre de racines de fg plus gran-

des que Z .

Soit A < K[Y] 1'anneau des polynémes & coefficients dans le domaine de o .
. . . . PP o
Alors E<A . Soit T: A -=» L 1l'application, définie par 7(h) = h (Z) . Alors
T est une L-spécialisation de K(Y)|k qui préserve E , en vertu des considéra-

tions précédentes. Ceci montre que K(Y)lk est L~artinienne,

Comme corollaire, on a le résultat suivant,

(D'). - Soit L|k wune extension ordonnée telle que L soit dense dans T. Si

n 20, alors, pour tout ordre de k(Xl y ven Xn) prolongeant celui de k ,

k(X 4 oen Xn)lk est L-artinienne.

Soit k wun corps ; f e‘k(Xl , eee 3 X)), (x1 ) aee s xn) =x ek . On rappel-

n
le que f est définie en x lorsque f = fl/f2 , avee f , f € KX, 5 oee , ]
et f2(xl g see o xn) #0 o« Alots on peut considérer la valeur de f en x , &
savoir

fl(xl 9 L N ] 9 Xn)

f(x oee X = - € k .
17 ? n) f2(xl y eee 3 X
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Soit K|k une extension ordomnée, et soient L un sous-corps de K et

fex(X, , ooy X)) S (X, 5 eee X)) .

1 ?

. 1
Cn 41t que £ est positive définie (sur L ) lorsque f(x) 20, si x€ L et

f est définie en x .

Comme corollaire de (D!'), on déduit le résultat suivant.

(E). - Soient k un corps ordonné, k une clbture réelle de k,

£fek(X, , o0, X) S k(X , eees X))

1 ?

positive définie (sur k ). Alors il existe des éléments

0 < p; € k, g; € k(Xl s see Xn)

2
telS gue f = Z pi gi °

Démonstration. - Si f n'est pas de la forme indiquée, il résulte de (A) qu'il

existe un ordre total sur k(Xl g ese Xn) , prolongeant celui de k et tel que
f = fl/f2 <0 . D'aprés (D), il existe une k-spécialisation o de k(Xl, ...,Xghg

eee 5 X £} .81 x4 G(Xi) € k , alors

1l

qui préserve E = {Xl ’ nt fo

fZ(Xl 9 oo Xn) = fz(G(Xl) g oo G(Xn)) = G(f2) # O )
donc £ est définie en (x; , es , X )€ K et f£(x; , eee , %) = 0(£) <O,
contrairement & 1l'hypothése.
En particulier, si k = k , tout élément positif de k étant un carré, on peut

f e 2 ;
dcrive f = 2 g 1 & € k(X1 s +ee y X ) , lorsque f est positive définie.
De fagon analogue, (D) entratne (E!).
(E'). - Soit k un corps ordqgg§l_gyg;§§ﬁ_dense dans sa cldture réelle E', et

soit f7€ k(x1 ,

ble que celle de (E)]. Alors il existe des éléments

veo » X ) positive définie (sur k) [Cette hypothtse est plus fai-

) s

0<p; ek, g ¢ k(X 5 oee y X

2
t =
els que f 2 Py gi .

Démonstration. — Si f n'est pas de la forme indiquée, il résulte de (&) qu'il

existe un ordre total sur k(Xl g ese Xn) prolongeant celui de k , et tel que
f=1f/f,<0 . Daprds (D'), il existe une k-spéciclisation o de k(X;, ..o, Xn)|k
qui préserve E = {Xl v eee s X, F f2] (car k est dense dans k ). Si

x; = o(Xi);e k , alors f,(x, , «.0 x,) = £,(0(X)) 5 eee sy o(x ) = ols,) £0,

donc f est définie en (Xl y e xn) e k" et f(xl y see xn) = ~{f) <0,
contrairement & 1'hypothese.



17-08

En prenant k = Q , on déduit la réponse affimmative au 1Te probléme de Hilbert

qui est due a ARTIN.

Dans cet exposé, on fera usage du résultat suivant.

(F). - Soient k un corps ordonné, K = k(Xl ) eoe Xn) muni d'un ordre prolon-
geant celui de k , K une cl8ture réelle de K . Soient Up g eee y Uy des é1é-

ments nuls de k[Xl ,
ayant une racine dans K . Alors il existe un k-homomorphisme G : k[Xl y see Xn]

ees » X1, et f un polyndme & coefficients dans k[xl"“’Xn]

tendant vers k (clbéture réelle de k ) tel que

10 o(ui) #0 (pour tout i =1, ... , m) ;

o .
2° f  a une racine dans k .

Déuonstration. - On applique (B) avec L = k . Il existe un ensemble fini E c K

tel que, si 0 est une k-spécialisation de K|k qui préserve E , alors 2 a

une racine dans k . En élargissant E si nécessaire, on peut supposer que

Xl,.no,x ,ul,ooo,umeEo

n
D'aprds (D), il existe une k-spécialisation T de K|k qui préserve E . Soit
0 1la restriction de T & k[Xl y eee s Xa] . Donc O(ni) #0 (pour tout i=1,...,r

o .
et f a une racine dens k .

(¢) [LANG]. - Soit T : kX -2 L une immersion ordonnée du corps ordonné k

dans le corps ordonné maximal L , Soient K|k une extension ordonnée, E un sous-

ensemble fini de K . Alors il existe un homomorphisme ¢ : k[E] -+ L qui pro-

‘ longe T .

Démonstration.

(@) Réduction au cas ot L =k (cl8ture réelle de k ) : On suppose le théoreme
vrai dans ce cas, Soit F 1la cléture algébrique de T(k) dans L j donc P est
une cl8ture réelle de T(k) =k ., D'aprés la théorie de ARTIN et SCHREIER, il exis-
te un isomorphisme o : k -» F y qui prolonge T . Par hypothése, il existe un

k-homomorphisme o : k[E] ->k ., On prend § =& oo , donc prolonge T .

K o L
i . /
= “,&. F

> (k)

k[E]

—— 0
(o]

-

k

(B) Soit maintenant le cas od L =%k et = : k -» k est l'inclusion. En rem-
plagant K par k(E) » on peut supposer que KIk est une extension de type fini.
Donc K ‘E:k(Xl 9 eee Xn)(u) s OO u est algébriqqe sur k(Xl y see Xn)i » Sany



17-09

perte de généralité, on peut prendre u entier sur k[Xl y see Xn] . Soient f
le polynSme minimal de u sur k|:Xl g vee o Xn] , et s son degré ; donc f est
unitaire, & coefficients dans k[Xl g eee g Xn] .S tekBE, onpeut 1'écrire sous
la forme
t) i .
t =(1/b(t))zi a§ ) u* , 0<i<g<s -1
t
avec a:gt) , b( )e k[}(l y eee s Xn] .

L'ensenble D = {b(t) I t € E} est fini. f a la racine u dans le corps or-

donné K , donc f a une racine dans la cldture réelle k(Xl s ves Xn) de

k(xl , ees xn) .

D'aprés (F), il existe un k-homomorphisme o : k[X, , «oo, X ] -> k tel que
10 c(b(t)) #0 (pour tout te E ) ;
20 £ a4 une racine z dans k.

Soit o 3 k[Xl y eee Xn][Y] -> & 1'homomorphisme défini par olg) = go(z) .
Si g(u) =0, alors g € Ker(yp) . En effet, g=1fq , avec q € k(X1 y see Xn)[Y].
Or f est unitaire, donc primitif ; d'aprés le lemme de Gauas, le contenu de g
est égal au contenu de .q ; les coefficients de g , étant dans k[Xl s eee Xn] ’
ceux de q sont aussi dans k[:X1 ) eee g Xn] . On peut appliquer O aux coeffi-

cients de g, £, q , en obtenant
g (z) = £°(2).q°(2) = 0,

clest-3-dire o(g) =0 .

Ceci étant, ¢ induit un homomorphisme ' : k[Xl y eee Xn][u] -> k, &

savoir ¢'(g(u)) = g°(2) pour tout g e k[X vee s X Y] .11 est clair que ¢

l ’
prolonge O .

Enfin, soit M 1la partie multiplicative de k[Xl , eee X n] engendrée par 1l'en-
semble D . Si yel, alors ¢'(y) =o(y) #0 . Donc ¢' peut s'étendre & un

k~homomorphisme 1§ : M']'(k[xl y eee s xn][u'_!) -y K .

Puisque E s M—l(k[xl » oos s X Jlu], on prend pour ¢ 1la restriction de o'
a kx[E] .

81 k est un corps ordomné, et a , b € k sont des éléments positifs, on pose

a ~b lorsqu'il existe des entiers m , n >0 tels que ma >2b et nb >a .
La relation ~ est une équivalence.

Si 0 <a,b sont des éléments de k , on écrit a < b 1lorsque na <b pour

tout entier n >0 . On dit alors que a est infiniment plus petit que b, ou b

est infiniment plus grand que a .
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(H). - Quelques propriét_@ immédiates sont les suivantes :

19°8i 0<a b, alors b-a~b+a~Db;

2051 0<a<b,alors 0<b <a ;
-1

-e

308 0<a,b et a~b,alors a  ~b
4088 0<a,b,a,b, a~a', b~Ddb', alors a+b~a'+ b,
50 S84 0O<a,b,a',b , a~a', b~Db', alors ab ~a'd';
0S4 0<a<b, O0<a'<b, alors a+ a’ <b;

708i 0<a<b, O0<a' <b', alors O <aa' <bdb' .

Démonstration.

1° b-a<b,car 0<a.De 2a<b vient b <2(b ~a), ce qui montre
b-a~b.
Ona b<b+a.De a<b, ondéduit b+ a<2b, donc b+a~b.

20 Soit m >0 , un entier tel que mb - 3 2l ., Alors

na = mb_l(ab) > a_l(ab) =b,
contrairement & 1'hypothése.
308 m, n>0 sont tels que ma 2b et nb > a, alors
ot > el et nat > vt , donc a”t ~p7l

4° Soient m , n >0 des entiers tels que na 2a' , mb 2b' . Si mb<nb,
alors n{a+ b) >na +mb >a' + b , De méme, il existe n' >0 entier, tel que
n'(a' + ) >a+ b .

5¢ Soient m , n >0 des entiers tels que na > a!' , wmb =2 Db' . Donc
nmm ab > a'b! (car a' , b* >0 ).
De méme, un multiple entier de a'h! est plus grand que ab , donc ab ~ a'b! .

6° S'il existe un entier n >0 tel que n(a + a') >b , alors na >2b - nat >0.
Donc 2na > 2(b = na') =2b = 2na' >b, car a' <b . Ceci est contraire & 1'hypo-

thése que a <b .

7° S'il existe un entier n >0 tel que naa'! > bb! , alors de 0 <na<b, il

résulte a' 2 b' , ce qui est contraire & 1'hypothése.

Au cours de la démonstration du théordme principal, on fers usage du lemme suivant.

(1 ). - Soient K un corps ordonné, Y une indéterminéde. I1 existe un ordre sur
K(Y) qui prolonge 1l'ordre de K tel que :
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1°0<Y,etsi 0<aeK, alors Y<a;
2° Si 0<hek[Y], n0)=a>0, alors h~a;

3% 8i b ,hgeK[Y], h1(0)=h2(0)=1 ,si 0<a, bek et r>1l est
un entier, alors b < a(hl/hz)(l/Yr) .

Démonstration. — Tout élément h e K(X) s'écrit de fagon unique sous la forme

canonique

=2
-

r .
aY ou r est un entier, a €K ;

=3
II
N

+a; T+ oot anYm e K[Y] 3
n&‘
hy=1+b Y+ oo +b ¥ 5 K[Y] .
Soit P 1'ensemble des éléments h € K(Y) tels que a >0 dans K .
r'
Ona P+ PSP . Eneffet, si h = (hl/h2) oY , h' = (h]'./hé) a'y sont sous

forme canonique, et a 20 , a' 20 si r=r1r', alors

(1/(a + a'?)(hl hy a + h, hi al)

h+ht= — (a+a') Y €pP
’ 2 12

(on note que a + a' >0 & moins que & =a' =0 ) ; par contre, si r <r' , alors
t
(1/a)(h, % a+ h, B! at Y© )
_ 172 2 1 oyt ep .

Y
h2 h;;{

De méme, PP <P, Pn(-P) =10}, PuU (- P) = K(Y) . Ceci montre que P est

1'ensemble des éléments positifs pour un ordre total compatible sur K(Y) , prolon-

h + h!

geant 1tordre de K (car h =ae K cpt dans P si, et seulement si, a >0 dans
K )o I1 reste & montrer les propriétés 10, 2° et 3°,

10 Clest évident que Y €P . Si 0<a€ K de 1 -Y/a=((1 - ot Y)/l).l.YO ,

il résulte que (1 - Y/a) e P, donc Y <a dans K(Y) .

2° Pour tout entier n > 1 et pour tout élément 0 <b €K , ona Y < (1/n)b,
donc nY <b, et alors Y <b ., Il en résulte que si h €X[Y], h(0) =a #0,

alors la forme canonique d¢ h est h = (hl/l) aYO avec
de (H), i1 résulte que h, ~1 (ecar Yi <1 pour i=1 m) , et h~
’ 1 p =Ly e, ’ a .

30 D'aprds (H) et 2°, ona 0K (a/b)(hl/hz) ~ a/b ; dlaprés 1°, on a Y < a/v ,
done b < a(hl/hz)(l/Yr) .
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3, Sur les a%g?bregﬂ;églggg.

Soit € wun anneau (commutatif) totalement ordonné. Donc 0 <1 , et C a lo ca-
ractéristique O o Soit A|C une C-clgdbre commutative.

On dit que A|C est une algdbre réelle lorsque, si a; € A, O0<p, € C et

12 ai =0, 1<i<n, alors a; = 0 (=1, eoe, m) .

i
Il en résulte que 1'homomorphisme canonique C -3 A est injectif,

Si AIZ est une algdbre réelle, on dit simplement que A& est un anneau réel,

Ceci signifie que si Ei ai =0, 1<i<g<n, ay € A , alors a; = 0 (1= 1,...,n0.

Si C =k est un corps ordonné, et A =K est un corps, alors Klk est une al-

gébre réelle si, et seulement si, Klk est une extension ordonnable (92,(A)).

Soient A|C une algtbre, et I un idéal de la C-zlgdbre A o On dit que I est

un idéal réel, lorsque A/I est une C-nlgdbre réelle. Ceci signifie que si
2 .
Ei p;a;, el ,1<i<m, avec a;e A, 0K p; € c,

alors a; €1 (=1, oo , m) &

(A) On note les propriétés suivantes :

1©8i I est un idéal réel, alors I = JI s

20 Toute intersection d'idéaux réels de A est un idéal réel ;

3° Ltunion d'une chafne croissante d'idéaux réels de A est un idéal réel ;

4° Tout idéal réel I # A est contenu dans un idéal réel meximal (parmi les

idéaux réels) ;

50 Lt'intersection d‘'une chafne décroissante d'idéaux réels premiers est un idéal

réel premier ;

6° Si P est un idéal réel premier contenant un idédl I , alors P contient

un idéal réel premier P' , contenant I et minimal avec cette propriété.

Démonstration.

1°8i ae /I, il existe un entier m > 1 , plus petit, tel que 2 €I.8 m
est pair, soit m' =m ; si m est impeir, soit m* =n+1 . 3i m' =24, alors
L2 4
(ae 1 , donc az € I, car I est réel., D'cpres le choix minimal de m , on

conclut que m =1, donc a€ I .,
2° et 3° sont évidents.

40 résulte du 3° et du lemme de Zorn.

59 est évident,.
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69 résulte du 5° et du lemme de Zorn appliqué & la fomille des iédaux réels pre-

miers contenant I et contenus dans P .
m
2
) _ : >0} .

Soit S(AlC)_{l+Zi=l p; a; | 0<p eC, a; €4, m>0}. S(AlC) est
une partie multiplicative de A .

Soit A¥* 1'anneau total de fractions de A 3 donc C < A¥ , et A¥|C est une
algébre. Soit S*(al|c) = A nS(A*|c) , donc S*(&]|C) est une partie multiplicative
de A .

(B) 5i A|C est une algibre réelle, alors :

10 A¥*|C est une algdbre réelle ;

20 s(alc) , S§QJC) n'ont pas de diviseurs de O .,

Démonstration.

2
1 — . < 3 3
19 Soit 2& pi(ai/bi) =0, avec a. , bi edA, 1<isnm, bi non diviseur

de 0, O0< p; € C . Soit b = b1 oo bm , donc b n'est pas un diviseur de

0 , et on peut écrire (dans A% ) :

2 .
(l/bftzi 1 ai 1=0, 1<igm, avec ai = ai(b/bi) .
Alors Zﬁ Py aiz =0, 1<1i<n; ceci entrafne que ai =0, donc a; = 0 ;
2 2
o 3 —
20 3i b(1 + Zi D, ai) =0, avec a; € A,0K< p; €C et 1+ zi p; & #0 ,
1<i<m, alors b2+ 2 p,(ba,)°=0, 1<1i<m.Puisque A|C est réelle,

alors b =0 . Dlaprés le 1°, A¥|C est réelle, donc S(A¥*|c) n'a pas de divi-
seurd de 0 ; a fortiori, S*(AIC)_ n'a pas de diviscurs de O .

(C) Soit C un corps ordonné ou un anneau totalement ordonné archimédien. Soit

A|lC une algdbre réelle, et soit P un idéel de A maximal parmi ceux qui sont
disjoints de S¥(4|C) . Alors :

1© P est un idéal preuier réel ;

2° le corps des froctions F de A/P est une C-algdbre réelle.

Dénonstration.

10 Soit T = S™(A|C) ; c'est une partie multiplicative de A . D'aprés le théord-

me bien connu de KRULL, P est un idéal premier.

I1 reste & montrer que P est un idéal réel. Sinon, il existe un entier m > 1 ,
des éléments p; ec, 0< p; » et a; € A, ay gP (i=1, «.. , m) tels que

2

a=f P2 ER
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On a P & £ P , sutrement P, € PancC.Si C est un corps, ceci est impossi~
ble, car P nC = {0} . Si C est archimédien et n > 1 est tel que np, > 1,

alors np, = 1+ (npl-1).12<5 P AT , ce qui est une contradiction.

Soit J =P+ Ap, a, , donc J contient strictement P et Jn T #0 o Un 616~

nent de cet ensemble est de la forme t =u + dpl a, , avec teT, velP, ded.

En prenant les carrés,
2 2 d2 2 a2
u o+ P, &

2 2 2
=u" + 4" p(a - §§=2 Py ai) + 2udp, a, .

t

"

+ 2udpl a,
Dtapres (B), T ne contient pas de diviseurs de O de A , donc
2 2 2 2
(1 + Zipl pi(dai/t) J=u"+ad"p a+2udp a
appartient & P ct aussi &4 T . Ceci est une contradiction.

20 A/P est une C-algdbre réelle et intdgre. Si F est son corps de fractions,

il résulte de (B) que F|C est une algdbre réelle.

Le résultat de LANG (§2,(G)) peut &tre généralisé, comme suit.

(D) Soit T3 k -+ L une immersion ordonnée du corps ordonné k dans le -

corps ordonné maximal L . Soit Alk une algébre réelle de type fini. Alors il

existe un homomorphisme ¢ ¢ A -3 L qui prolonge T .

Démonstration,
P
g L/{\ ]
A e > L/P - i L
[
k 4oy T (k)

S*(Alk) est une partie multiplicative de A ., Donc il existe un iddal P , dis-
joint de S%(A|k) , et maximal avec cette propriété., D'aprés (C) , P est un idéal
premier réel, donc A/P est une k-algdbre intégre et réelle. Soit F 1le corps de
frections de A/P ; il résulte de (C) que F est une k-algdbre réelle, clest-i-

dire Flk est une extension ordonnable.

Par hypothd®se, 4 = k[xl y e xn] , donc A/P = k[Ei ) ese E;] , Ol E& est

la classe de Xy modulo P ., Soit o : A - A/P 1'homomorphisme canonique.

En vertu du résultat de LANG (§2, (G)), il existe un homomorphisme §': A/P —> L
qui prolonge T « En prenant ¢ = §* o o y on voit que ¢ ¢+ A - L est un homo-

morphisme qui prolonge T .

Comme corollaire, on a le résultat suivant.
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(E) Soient k un corps ordonné, % une cl8ture réelle de k , 4|k une algdbre

réelle, et Uy oy oeee y Uy des é1éments de A qui ne sont pas des diviseurs de O .

Alors il existe un k-homomorphisme V¢ k[ul ) eee un] --> k tel que, pour
i=1,o.-,n, \l‘(ui)#O.

. #*
Démonstration. — Soit A¥ 1'anneau total de fractions de A . D'aprds (4), A |k

* .
est une algebre réelle et chaque élément Uy cst inversible dens A" . Soit

-1 -1
B'—_—k[ul’ .cc’un,ul 9 Ooo,un],

donec B|k est une algdbre réclle de type fini. D'apres (D), il existe un k-homo-

1

— - , -1
morphisme ¢ : B -2 k . De u, u;, =1, il résulte que w(ui).w(ui ) =1, donc

ii
W(ui) #0 pour i =1, eee 4y 0.
4, le théordme des zéros réels,
Soient k un corps ordonné, k une cléture réelle de k . On note
A =x[Z] =k[x1 yoeee s X1, k(X) =k(Xl ) eve s xn) .

On déterminera les idéaux de k[X] du type I = Idk(S) , ou S est un k-ensem-
ble algébrique de k° . Le théoréme principal a été démontré par DUBOIS. Le cas par-
ticulier, o k = R,a été obtenu, sous une forme un peu différente et de facon in-

dépendante (mois postérieure), par J.-J. RISLER [6].

Si I est un idéal de k[Xl g ese s Xn] , le radical réel de I est l'ensemble

%ﬁ des f e k[Xl y eoe Xn] tels qu'il existe un entier m > 1 et des éléments
2 R
p;ek, 0<p, ,u e k(Xl y eee 5 X)) avec (1 + Zﬁ Py ui) eI, 1<igr.
(A) Soient I , J des idéaux de k[Xl y eee 5 X 1 o Alors
1o 1s/Ts T,
. Rp - R
20 3i I<J, alors JIc /T
BRe R
30 RJT;% = /T;;
R/ . J[ . -
40 AR‘/’I=fRﬁ-=R\/}T=Rﬁ.

Démonstration.

19 et 2° sont,_triviaux.
30 351 fe E/E/T", goit m =21 entier, et s € S = S(k(X1 y oo Xn)'k) tels
fse RVT". De méme, soient 4 > 1 entier et s' € S tels que (& s)¥ster.
)

& s .
Alors £2¥(s* s') eI , avec 8 s'e€S, donc fe€ R/T . L'autre inclusion est
évidente,

4o Bf ¢ Z\/E < R\/RE =B et aussi A Q\/E\/E‘Q 1;i\/l;\;;:: R
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(B) Soient g=f" s , ot fe k[Xl y eee Xn] , m>1 unentier, et s appar-
tenant a S(k(Xl s eee Xn)lk) . Soit K|k une extension ordonnée. Si g appar-

tient 3 kIZXl y eee Xn] , X = (xl y eee xn) e K, et g(x)=0, alors f(x) =0.

Démonstration. - Si £(x) #0 , alors s = (f° s)/f" est aéfinie en x , done

g(x) = (£(x))".s(x) .

Si g(x) =0 , alors s(x) =0,

2
D'autre part, S =1 + 2 p; Uy (avee 0<p,ek, ue k(X1 y ses s Xn) ) et

i
K est un corps ordonné, alors s(x) 21, donc s(x) #0 , c'est une contradiction.

THEOREME [DUBOIS]. - Si k est un corps ordonné et k une cl8ture réelle de k,

alors

Idk(vz(l)) - 4T

pour tout idéal I de k[X].

Démonstration. - On montre d'abord que R./'.I"s; Idk(V__(I)) .91 fe Rﬁ—, il exis-

te un entier m 21 et des éléments O < p; € k, uike k(Xl g eos Xn) tels que

2
£1ic<
fm(l+zipiui)e I, 1<i<4.
Si xe V_ (I) , alors
k
il 2 R
[f (1+Zipiui)](x)=o, 13162-
D'aprés (B), ona f(x) =0 , ce qui montre que fe Idk(V__(I)) .
k
Pour montrer 1l'inclusion opposée, on établira d'abord quelques faits simples.

(@) Ins*alk)=¢ si, et seulement si, 1 ¢ R,/I' .

En effet, si 1 eR/f, il existe se€ S(k(Xl g see Xn)lk) tel que 8 = l.s e I;
donc sE€ S*(A|k)n I . D'autre part, si se S*(4]k)n I, alors 1 eRff , car

las =8 €I,
(8) si 1 ¢ R/T , alors VE(I) =g .
Dvaprés (@) , I nS*(4lk) =@ . Soit J un iddal, disjoint de S*(alk) , conte-

nant I et maximal avec ces propriétés. Alors V (J) €V (I), et il suffit de mon-
trer que V_(J) #@ . D'aprés le § 3, (c), A/T elé:t une %-algébre réelle et de ty-

k -
pe fini. D'aprds le § 3, (D), il existe un k-homomorphisme ¢ : A/J -» k .
Soient x; =X; +J (classe résidue de x; modulo J ), et

(‘l’(xl) 9 eee \b(xn))e I{-n o
Alors
f(W(xl) y see W(xn)) = ’4’(f(xl g see xn)) =0



17-17

pour tout f € J . Donc V;ﬂJ) #d .
k
Ceci étant, soient £, 0 eee , T € A des générateurs de 1'idésl I , donc

I= Zi Af, , 1sigt.%it fe Idk(V (1)) ; on peut supposer f #0 , donc f
est inversible dans le corps k(Xl y see g Xn) « On considére sur k(X1 g ose Xn)
un ordre prolongeant celui de k et tel que f soit pocitif (quitte & considérer

- f & la place de f ).

Soit T wune nouvelle indéterminée, et soit A' =k[X; , ... , X , T]=4A[T].
Soit It = Zi A' £, 4 Av(AL-fT), 1<i<t.Alors V(I')=¢, car si

(xl yoeee 5 X y) e Fo+l appartient & V_(I') ,
k
alors

fi(Xl 9 ooe Xn) = O poul‘ i = 1 9 ®ce t )

donc f(xl 9 ees xn) =0, car fe Idk(v_ﬂI) ; i1 en résulte que
k

(1-fT)(Xl, ...,Xn,y)zl—f(xl, LN ) ,xn)y-_-l,
qui est une contradiction.

D'aprds (B), 1le RVT7 , et ainsi il existe des éléments

0O<pjek, ge k(xl yoeee s X, 1), uy , ue k(X , ooy X, 7]

tels que

, 2

% _ _ . : .
(*) 1+ Zi p; & = 25 us fj +u(l -fT), 1€i<4, 1<j<t.,

On éerit g, = ei/di avec d, , e, € k[Xl yoeee s X, 1], et e; » d; premiers
entre eux,

I1 suffira de montrer le résultat ci-aprds.

-1
(v) di(x1 y ooy X, £ ) A0 dans k(x1 yoeee s X )

Si cela est vrai pour tout indice i =1, ..., &, on peut remplacer T par

£™!  dans 1a relation (*), et on obtient

f‘l).f. ,

[ I ’Xn, J

-1\ 12
1+ Zi pi[gi(Xl yoeee s X, £7)]° = Zj uj(x1 ,

avec 1 <i<4, 1<£j<t.
Puisque chaque u'j est un polynfme en T , il existe un entier m >0 tel que
fm.uj(Xl yoeee s X £ e k[Xl »oeee s X ] pour j=1, ci0, t.
Alors
£+ 2 op (g, e, 1, ) e 2,Mf,=1, 1<i<4, 1<S5<t.

Ceci montre que f € BVT'.
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Tout se raméne a la démonstration de (y) .
On suppose que dj(X1 s oeee s Xy f_l) =0 (pour un indice j ). Alors
L1 v xn)[T]

est multiple de T - f_1 dans k(Xl s ses 3 Xn)[T] :

dj e k(X

o _ el _ 1
4 = (T - f ).qj = (fT - 1).q;j avec q3 =T 4 ek(x)[T] .

En prenant les contenus de ces polyndmes en T (1déal engendré par les coeffi-

cients), d'aprés le lemme de Gauss :
cont(dj) = cont(fT - l).cont(qs) .
Or cont(fT — 1) est 1'idéal unitaire de k[Xl y eee Xn] « Done
cont(qg) = cont(dj) c k[Xl y eee Xn] ,

clest-3-dire d. est divisible par Y = fT - 1 dans 1'anneau A[T] . Puisque

ej ’ dj sont premiers entre eux, alors ej n'est pas divisible par Y .

De k(Xl y ses s Xn)[T] = k(Xl y eee s Xn)[Y] , i1 résulte qu'on peut écrire
hl 1
g. = = T avec r =21 entier ,
SR ¢

hl ? h2€ k(Xl 9 oce Xn)[Y] 9 ce k(Xl 9 oes Xn) 9 hl(O) = hz(o) = 1 «

Dfaprds le § 2, (%), il existe un ordre sur k(Xl y eee Xn)(Y) prolongeant
l'ordre de k(X, , ... , X)), tel que ¥ «1 et,si he k(X; , ... ,X ), 0<h,

1
alors h2
2 1 2 1
h<pJgJ=pJ-——2—c—2—r.
h2 Y

’ 2
Etant donné que O < P; gJ pour tout indice i =1, ... , &, on conclut que

2
1+ Zi p; 8; est infiniment plus grand que tout élément de k(Xl , ees X ) .

D'autre part, le 2e membre de la relation (*) est positif (dans k(Xl,...,X ,T) )

et de la forme h0+h T+...+hT avec h; € k(X; , ... , X ) . Soient
L I +...+|hr.f“ek(xl,... X) . Do T=r1"(1+7) et
0<f, Y<1,ilrésulteque 0<1 4+ Y~ 1+, donc O<T Aaf « Alors
h! ~ lhol + Ihll.T +oeee 4 lhrl.’I‘ >lhg +h T+ .t h, T o
2
=ho+th+...+hrT 1+Z p; & » l<i<a.

Ainsi il existe un entier n' > 1 tel que n' h' >1 + 2, P, g?
: i%i°i

ce qui est un contradiction.
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R T - ’ ’
(C) Pour tout idéel I de X[X; , ..., X ], VI est un idéal réel.

— R s a2
Démonstration. - On a vu que R/I = Idk(Y_(I)) , done /I est un idéal.

Maintenant, soient des éléments O < p, e k y € k[Xl y eee o Xn] tels que
2
Zpifie f-.

D'aprés le théortme ci-dessus [DUBOIS], si x € Y_(I) , alors
i

(C p; £)(x) =% e, ()0 -

I1 en résulte que f (x) =0 , pour tout i et tout xe V (I) . D'aprts le méme

R .~
théordme, f € /T pour tout indice i , ce qui montre qug 1'idéal VI est réel.

Pour montrer (F), on établira d'abord le résultat qui suit.

(D) Soit € wun anneau totalement ordonné. Soient A!C une C-algébre, I un
idéal rédel de A . Si ae A, ag¢ I, alors 1'idéal /(I : Aa) est réel.

Démonstration. - Si Z p; ul e 1 :8), 151¢ 2 (avee 0 < p; € C, ot
u; € A ), i1 ex1ste un entler m>1 tel que (Z p; U ) a€ I, donc aussi
(Zip ) aeI, léi\:&.Alorsonobtlent

’

My m 2 2
: i <
2. p.(u. a)’ + 2 q. v.e I, 1<ic<

B »

avec 0 <q.e€ C, v.e A, Puisque I est réel, alors u, a€ I, donc
J J

o

u; € /fi : Aa) pour tout indice i =1 ) o0 4 Ko
Ceci montre que (I : ha) est réel.

On rappelle que si A est un anneau, et I un idéal de A , un idéal premier P

de A est associé & I lorsqu'il existe a€ A, a¢ I, tel quu P= (I : 4a),

done P =TI : Aa) .

Tout idéal premier P de A contenant I contient un idéal premier P' , conte-

nant I et minimal avec cette propriété ; en plus, si A est noethérien, P! est
un idéal associé & I,

Ainsi, si I est un idéal réel de A|C , alors tout iddal premier associé & I
est réel, En plus, si A est noethérien, tout idéal premier minimal contenant I
est réel.

(B) Snlent k un corps ordonné et P wun idéal réel premier de k[X y oo Xn] .
Alors /P .

Démonstration. - Soit f e R/P', donc il existe un entier m 2 1 et des é1léments

0<p ek, u e k(Xl »eee s X)) tels que g=f Uy 4+ 2 p; U3 2Yerp .




17-20

k[Xl g eee Xn]/P est une k-algibre intégre et réelle ; soit K son corps de
fractions, donc Klk est une algdbre réelle, c'est-id-dire une extension ordonnable.
Si Xy est 1'image de Xi dans k[Xl y see Xn]/P par l'hemomorphisme canonique
y,et x = (xl y ese s xn) e X%, alors g(xl y eee s xn) = y(g) = 0 , puisque
g € P . I1 résulte de (B) que y(f) = f(xl ), eee xn) =0, donc f e P, L'autre

inclusion est évidente.

(F) Soit Xk wun corps ordonné maximal. Tout idéal réel maximal (parmi les idéaux

réels) de k[Xl y see g Xn] est un idéal maximal,

Démonstration. — Soit I wun idéal réel, maximal parmi les idéaux réels de
& =¥[X ,
P#A estun idéal réel, P 2 I . Dloprds l'hypothése, P = I, et d'apres (B),
P = &b , clost-alire I = RVT . Done Vﬁﬂl) #0 (sinon R Idk(YE(I)) = A).Soient

cee s Xn] o 3i P est un idéel premier minimal contenant I , alors

= ({ = - . g i < .
X=X g eee s xn) et I 2& A(Xi xl) , L<€ign
Alors M est un idéal maximal de A , car k =k ,

M = Idk( {x}) 2 Id.k(V_E(I)) 21I.

Mais f{x} = V;KM) , done RJﬁ'= M est un idéal réel (d*aprds (C)). Ainsi I =M

est un idéal %aximal de A .

(@) I est un idéal réel de k[X1 g oee Xn] si, et seulement si, I = RV".

Démonstration. - On a vu au § 3, (A), que I = /I . I1 suffit de montrer que

/i—:R\/f .

Si P est un idéal premier minimal contenant I , alors P est un idéal réel,
R 3 N . . T -
done P = "VP 2 %/T (atepreés (B)). Ainsi /I 2 %/T . D'autre part, /I < R/T
(ataprds (4)), done /T = %/T .

Comme corollaire, on a le résultat suivant.,

(H) I est un idéal d'un k-ensemble algébrique de k%, si, et seulement si,

I est un idéal réel.

Démonstration. - L'affirmation résulte aussitdt du théordme de Dubois et de (G).

(1) Pour tout iaéal I de [X; , ... , X ], ona VI=N{p| P idéal réel
premier contenant I} = Pl N eee N PS (intersection des idéaux preniers minimaux
contenant RJT )e

Démonstration. - Puisque %/f' est réel, alors chaque idéal P, est réel. Il ré-
sulte de (A) que
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. R
Pineee r‘Ps 2n{p | P idéal réel premier contenant I} 2"/I ,

=]
!
]
5
il

car P = R/f 2 %/T' lorsque P est un idéal réel premier contenant I .

5e Alsébre commgjgtive4réelle.

Soient C un anneau totalement ordonné, et A|C une C-algdbre. le radical réel

de 1'idéal I de A est, par définition, l'intersection des idéaux réels premiers

R —
de A qui contiennent I . On le note VI .

Dlaprés le ¢ 4, (I), si A = k(X ,

cide avec celle introduite auparavant.

cee Xn] , cette notion de radical réel coin-

(A) Soient A|C une C-algtbre, I et J des iddaux de A .
1o I1s/1Is R/f';
. Re _R,:
208 I<J, alors VIS /I
s BRF B85 Ry,

40 %/T est un idéal réel.

Démonstration.

19 et 2° sont évidents.

30 D'sbord on a RJg;i.= RJ'-. En effet, si P est un idéal réel premier conte~

nant I , alows il contient R/T‘. Donc
R/E?f =N{P ]| P idéal réel pren’er contenant %/f}
€ N {P | P idéal réel premier contenant I} = %/f ,
et ains'_“RJT = RJT‘. De ceci et du 1°, il résulte (comme dans le § 4, (A) 4°)
que RVi'=‘VRJT.= RJ;%:= Ry,
40 R/T est une intersection d'idéaux réels, donc c'est un idéal réel (§ 3 , ().

(B) Si A]C est une C-algébre noethérienne et I un idéal de A tel que
R/T'# A, alors :

19 I1 existe un nombre fini d'idéaux réels premiers minimaux contenant I , &

Savoir P1 g eee PS (avec s >0 ) H

R )
20 /I = Pl T eee O Ps y cette intersection est irréductible, et P1 gy see 4 P

]
sont les idéaux premiers minimaux contenant RJT';

R'—‘ . ,
3 JI ="/ si, et seulement gi, tout idéal premier minimal contenant I est
réel ;

4° I est un idéal réel si, et seulement si, I = %/T .
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Démonstration.

19 et 2° Soient Pl ’
R/i # A . Puisque A est noethérien, ces idéaux sont associds 2 %/T ; celui-ci
étant un iddal réel (d'aprds (4)), il résulte du § 4, (D) que chaque P, est réel.

ese o PS (s > 0) les idéaux premiers minimaux contenant

Si P est un idéal réel premier et P, 2P 21 , alors 2 Rg s d*aprés la mi-
nimalité, on a Pi = P . Ceci montre que {Pl s see P } est contenu dans l'en~
semble des idéaux réels premiers minimaux P! contenant I . Mais P' 2 /T donc
P! contient un des idéaux Pi ’ c 'est-a-dire P' = P. o Ceci montre les affirmations
1° et 2°, en tenant compte que /T —‘VRVI P, neeenP, et qulune telle inter-

section est nécessairement irréductible.

3081 /I= %/f s, alors /I est un idéal réel, Si P est un idéal premier mini-
mal contenant I , alors P =2/T , et P est minimal contenant /T . Done P est
associé & /I , et d'aprds le § 4, (D), P est réel.

Réciproquement, si tout idéal premier minimal P contenant I est réel, alors
I28F ) aroy 10¢ga1ite,

40 51 I = %/f', alors I est un idéal réel. Réciproquement, si I est un idéal
réel, d'apres le §3, (A), ona I=/T . Or tout idéal premier minimal contenant
I est réel ; d'aprés le 39, on a /T = R/T', donc I = R/T'.

(C) Soient AIC une C-algébre noethérienne, I wun idéal de A , et I' 1'en-

semble des éléments x € 4 tels qu'il existe des éléments a; € A satisfaisant

x2 + 2 ai € I . Alors I' est un iddal de 4 y et JI' = R/T'.

Demonstratlon. - Soient x, ye I' et a, , b. e A tels que x + 2 al €I,
y + 2 b el .B8 zedl, alors @x) + Z(za el , donc zx e I' . De
néne,

2
(x+3)+ (x - y)2 +27 ai s2Y eI ,

3
done x - ye I' . Ceci montre que I' est un iddéal de 4 ; en outre, I < I!' ,
Si xe /It » alors il existe un entier m > 1 tel que x € I' ; donc il existe
rd ré 2
des éléments a; € &, tels que x2m + 2 a; € I .81 P estun idéal réel premier

n "
contenant I , alors xz e P y donc x € P ; ceci implique que x € RJT » et montre
1'inelusion /I% ¢ &7 ,

2 P
Si 2 aj € JIY  (avec a; € A) y alors il existe un entier m > 1 et des &1é-
ments bj € A tels que
2
Z ai)Zm + 2 b? el

ceci s'éerit sous la forme
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(aim)2 + 2 ci cI (avec c, €4 ),

done &, e JI' . On en ddduit que JI' est un idéal réel,

=

Dtaprds (B), on déduit que /It = &/ﬁ7-2 Ryi‘, car I' =2 I . Ceci montre que
/T =BT
Le comportement des idéaux rdels par homomorphisme et localisation est facile a

décrire.

(D) Soien: A|C wune C-algtbre, I un idéal de A, ¢@: A =-> A/I 1'homomor-
phisme canonique (donc A/I est encore une C-algdbre). Soit J un idéal de A

contenant I , Alors J est un idéal résl si, et seulement si, ©(J) = J/I est un

idéal réel.
Démonstration. — Soit J wun idéal réel de A , et soient 0 <p, € ¢, a; € A

des éléments tels que 2 pi[cp(ai)]2 = ¢(b) avec b e J . Donc @(szi ai -b) =0
cel.Alors 2 Py ai =b+ceJ . Puisque J est un

et ainsi 2 Py ai -b

idéal réel, alors a; € J et @(ai) € J/1 , prouvant que o(J) est un idéal r/>1,

Réciproquement, si 0 < p; € c, a; € L sont des éléments tels que

Zpiai=beJ,

alors
% p,[o(a) 7

Par hypothese, Q(ai) € J/I , donc a; € J+I=J, Ceci montre que J est un

o(b) € J/T .

]

idéal réel.

(E) Soient 4|C une C-algdbre, S une partie multiplicative de A , et soit

®: A - st a 1'Pronomorphisme canonique.

10 8i I est un idéal récl de A , alors o(I) = 571 I est un 1déal réel de

st

20 8i J' est un idéal réel de S 4 , alors ¢ L(J') est un idéal réel de A ;

3° Q est un idéal réel premier de A , disjoint de S si, et seulement si,

st g est un idéal réel premier de sha,

Dénmonstration.

1° On suppose que 2% pi(ai/si)2 =b/t, 1L<4i</;, avec

0<p,cC, s,

;2 V€8, a,€ A, bET,

Si s = r& 8; = 8, si y 1 <ig<x, il existe u €3S el que

2 ,2 2 2 2 2 s e a
u® % (Zi p; si"a)=u ts"bel, 1igi.
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0N —1 . Y . . .
Dlaprés 1'hypothese, utsi a; € I, donc a, € ST I pour tout indice i . Ainsi,

-1

S™" I est un idéal réel.

20 Soit @( ai) be J' (1gigs) avee 0 <p; € C, e, € &4 nlors m(a YEJ?

pour tout 1nd1ce i, car J' est un idéal réel. Ceci montre que @ (J') est un

idéal réel.

30 Ceci résulte des propriétés 1°, 2° et des faits bien connus sur la localisa-

tion des idéaux premiers.

6+ Quelques compléments.

On indiquera des résultats de nature variée pour le cas ou & = k[X] = k[Xl,...,Xn],

k étant un corps ordonné.

(4) Sur 1le radical réel =-Soit k une cl8ture réelle de k . Sur

k[X]=k[Xl ) eve Xn] ’

on définit la relation suivante :

S g signifie que, si x = (x; 5 «vs , X )65 , alors f(x) < g(x) .

On vérifie sans difficulté que < est un ordre sur k[X] qui prolonge 1'ordre
donné sur k . Il est compatible avec les opérations. Si n >0 , cet ordre n'est

pas total (par exemple, il est faux que Xl 20 ou =X = o).

On rappelle que si E est un ensemble ordonné, un sous-ensemble C de E est
convexe lorsque la propriété suivante est satisfaite : Si ¢, , ¢, € C,si cekE

et cy £e < ¢, , alors ¢ € C .

Toute intersection d'ensembles convexes de E est encore un ensemble convexe,
Donc, gi S est un sous-ensemble de E , il existe le plus petit sous-ensemble con-
vexe contenant S ; il est noté (S) , et consiste en des éléments c € E tels
qu'il existe C; s & € S satisfaisant ¢, ¢ g Cy .

(a) Soient kEX] muni, de l'ordre considéré ci-dessus, et I un idéal de k[X] .
Soit I' = {f € k[X] | 11 existe q e I tel que si x e k-, alors l£(x)] < q(x)}-
Alors I' est unidéal et (I) =1+ I?

, donc (I) est un idéal.

Dénonstration. = Si f , £' € I' , soient q , q' € I tels que, si xe k',
alors |f(x)| <a(x), |f'(x)] <q'(x) . Alors

[(£+ £)(x)| < |ex)| + [£'(x)] € qlx) + q'(x) avec q+ q'e I.
Done f + f' e I' ,

De méme, si f € I' , alors - f € I' ,
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Si gek[X] et fe€ I', alors

le(x)o£(x)] < |e ) 205 alx) + (e))?]ualz) = ax) + glx)eal®) + e°(x).q(x).

) +
Or, q+gq+g2qu,donc gt = I' .

Ceci montre que I?! est un idéal.

On montrera maintenant que <(I) =I + I' ., Si f e (I}, il existe des éléments

—-Il
9 » 9 € I telq que ql(x) & f(x) < q2(x) pour tout x € k™ . Done
05 (f-q)® < (a,=-a)) et [(£=a) @] <(a,-a)E)
pour tout x € X ., Llors f - qq € I' , donc f ETI + I .

D'autre part, si £ =q+ q' avec qe I et q' € I' , il existe g €I tel

que |q'(x)| < g(x) pour tout x e B, Alors
- g(x) <q'(x) <glx) et (qg-g)x) <(q+e)(x)<(q+ e)x)

pour tout x € k- . Or, ¢g~-&, qg+g€l,donc f=gq+q'e(I).Ceci termine

la démonstratinn.

Il est bon de noter que I n'est pas nécessairement contenu dans I' ; toutefois

le carré de tout é1ément de I est dens I!' .

(b) S& I est un idéal de k[X], alors T = /It = /<T) .

Démonstration. = Soit f e RVT‘; il existe un entier n 21 et

=1+lei(ai/bi)2, 1<i <4
(avee 0 < p; ek, &g b € k[X] tels que f° s=gq €I . En prenant le carré,
et en notant que s~ est du méme type que s , on peu’ supposer m pulr et
a(x) 20 pour tout x ek" . Done |f™(x)| < q(x) pour tout z €& . Clest évi-
dent lorsque f(x) = . Si f(x) #0, alors s =(fm )/f est définie en x et
[£2(x)| = £%(x) fm(x)[l + Z(ai(x)/bi(x))2] = q(x) (voir la démonstration du § 4,

(B)). Donc £~ eI' et fe /IT .

Dtaprés (a), on a /I' & /{I) . Soit fe /Iy , donc il existe un entier m 3> 1
tel que £ = q+q' acc qel, q'e€I', Alors f2m = q2 + 299! + q'2 €1
(car le carré d'un élément de I est dans I' ). Ainsi il existe un entier pair
L et gel tels que 0 < fz(x lf l < g(x) pour tout =x € En

Soit s =g/f¥, donc s -1=(g~*¢ )/fh et s1 f(x) #0 , alors

(s - 1)(x) = Ex) - £ “(x) >0 .
f (x)
Dtaprds le § 2, (E), ona s -1 = Zpi(ai/bi) avec 0 <p €k et a, , b, €KX,
Ceci montre que f € R/T .
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Les idéaux prenmiers réels admettent la caractérisation suivante :

(c) Soit P un idéal premier de k[X] , soit x, 1'image canonique de X,
(i=1, «.o , n) par 1'homomorphisme o : k[X] -» k[X])/P = k[X] . Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

10 P est un idéal réel ;

20 I1 existe des ordres totaux compatibles sur k[X] et k[x] , prolongeant 1l'or-

dre de k , tels que ¢ préserve l'ordre ;

30 I1 existe un ordre total compatible sur k[X] , prolongeant 1'ordre de k et

tel que P soit convexe.

Démonstration.

19 =% 20 : Sojient x = (x1 y eee xn) et k[z] = k[x1 y eee xn] . k[x] est
est une k-algébre réelle intégre, car P est un idéal réel premier., Il existe
donc un ordre sur F prolongeant celui de k (§ 2, (4)). On considére, sur le corps
F(X) = F(X; 4 oo, X)) = Fx, =, ,
prolongeant l'ordre de F , tel que 0 < Xi - x; et que Xi - X4 soit infiniment

ees y X_=x_) , un ordre total compatible,
n” “n

plus petit que tout élément de F (¢ 2, (i)). Sur 1'amneau k[X] , on considdre
l'ordre induit par celui de F(X) .

Si fe k[X] < F[X], on peut écrire son développement de Taylor, par rapport &

Xl—Xl,...,Xn-—Xn,

f=a+Zi fi(Xi—xi) , 1

A

ig<n,
avec ae P, f. e F[Xl =X,y eee Xn-xn] .
Soit § = F[X] -3 F[x] 1'extension naturelle de ¢ & F[X]; alors
o(f) = 9(£) = a .

Si f est positif selon 1'ordre de kEX] » 11 est positif selon l'ordre de F(X) .

Or Xi =~ X; est infiniment plus petit que tout élément positif de F . Done

Zifi(xi—xi), 1<4ig<n

est infiniment plus petit que a€ F y et alors a = @(f) >0 ., Ceci montre que @

préserve 1l'ordre.

20 —»3° : Puisque ¢ est un homsuorphisme de k[X] sur k[x] , préservant 1'or-

dre, alors son noyau P est un idéal convexe de k[X] .

3° =» 1° : L'anneau k[x] =Xk[X]/P peut &tre ordonné, en posant o(f) 30 =i,
et seulement 8i, f >0 dans k[X] .

I1 est immédiat que cette relation est bien définie ; il s'agit d'un ordre total
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compatible sur k[x] prolongeant 1'ordre sur k . Ainsi, k[x]|k est une algdbre
réelle, donc P est un idéal réel.,

(B) Rapportg entre les ensembles algébriques de kX° et de E% . - Soient 2k un

corps ordonné meximal, et k sa cl8ture algébrique, donc k=%k(i), oo i“=-1.

Si x=a+ibek (aveec = , b ek ), on note X =a -ib 1le conjugué de x .
Si x = (xl g see o xn)<5 g , on note X = (§i 3 oee 4 Eg) e &% 1e conjugué de X.

n . .
On a x e k' si, et seulement si, x=x .

Si fe E[Xl y eee s Xn] , on note T 1le polyndme dont les coefficients sont les

conjugués de ceux de f . Ona f =7f sgi, et seulement si, f a ses coefficients
dans k . Alors T(x) = £(X) pour tout x e E” .

Soit f* = 5{f + T) ; alors f* e k[X eee s X ] ot £= £ o a(ar)* .

1 ?
On indiquera des relations entre les ensembles algébriques de k" et de kK& . Le
premier résultat est df & WHITNEY [7].

(d) Soit I wun iddal de k[X] . Alors

1a5(V, (1)) = Tag Vi(1a, v, (1)) = I VE(RJT) et Ve(Ia v, (1))

est le plus petit K-ensemble algébrique de & contenant Vk(I) .

Démonstration. - De Vk(I) c VE(Id.k Vk(I)) vient
IdE(Vk(I)) 2 Id; VE(Idk Vk(I)) .

Dtautre part, soient f € IdE(Vk(I)) et x € VE(Idk Vk(I)) , i1 s'agit de montrer
que f(z) =0 .

Si y e Vk(I) yona f(y) =0, dme T(y)=1(y) = T(y) = 0 . I1 en résulte que
£%(5) =0, done £* eI V,(I) , et alors £7(x) =0 .

De m8me, on a if € IdE(Vk(I)) , doge  (if)*(x) = 0 . Alors
£(x) = £°(x) - i(if)"(x) = 0 .

Ceci montre que Id.E(Vk(I)) = Idg VE(Idk Vk(I)) = 14 VE(R/T) , la dernidre égalité
résultant du théoréme de Dubois, car k est égal & sa cldéture réelle.

On a VE(Idk Vk(I)) 2 vk(]:) . Si VE(I’) 2 Vk(I) (ob I' est 1'idéal ge E[X],
alors

1ap (Ve (11)) < 18p.(v, (1)) = Idp V(18 v, (1)) ,
done VE(I’) 2 VE(Idk v, (1)) .

Comme corollaire, on a le résultat suivant.
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(2) Soit I wun idéal de k[X] . Les affirmations suivantes sont équivalentes :

o n
10 Vk(I) est dense dans VE(I) , selon la topologie de Zariski de -
20 18.(v, (1)) = Tdp(VR(1)) 5
R
30 Vi=/I;

4° Tout idéal premier minimel contenant I est réel,

Démonstration.

10 =3 20 ¢ 81 V (I) est dense dans VE(I) selon la topologie de Zariski de &"
alors V. (I) est le plus petit K-ensemble algébrique de £ contenant V (I)
D‘aprés (d), on a

Ve (1) = vp(19, ¥ (1)) 5
done
T4 (Ve(1)) = Iap Vi(Ta, vV, (1)) = 1a(v, (1)) .
© -3 3° ; D'aprés (d) et 1'hypothdse
1z Ve (V) = Tap Vp(1a, v, (1) = 1ap(v, (1)) = Tap(Tp(D)) .

Il en résulte que Id VE(E/TOE[X]) = Idp VE(I.E[X]) , et, d'aprds le théordme
des zéros de Hilbert (car k est algébriquement clos),

R = «/R;'I_"s VE[X].B/T 2 w[x] = VE[X.T n x[X] Q\/E[X].I n k[xj .

I1 résultera de (f) ci-dessous que Kk[X].I € k[X] = I . Donec %/f c /I, dtol
1! égalité .

30 =3 49 : Ceci a été démontré au § 5, (P).

30 -3 19 : D'aprés (d), Vk(I) est dense dans VF(%/T) = VE(/i) = VE(I) selon
la topologie de Zeriski de K- .

(£) Soient K|F une extension algébrique, et I unidéal de F[X] = F[X1”"’Xn]“
Llers K[X]).I n P[X] =

Démonstration. — Il suffit de mont™er une inclusion, ltautre étant évidente. Soit

la; 5 eee qn} un ensemble de générateurs de 1'iddal I .
Si f € X[X].I nF[X], on peut écrire
£=2

3 € €
U 40 LSigr, avee uy K[x], gy €I
Soit F! 1le sous-corps de K engendré par les coefficients des polyndmes ug
(1 =1 y ees 5 T) . Done F‘IF est unc extension de degré fini ; soit {wl,...,ws}

une base de F'|F , avec w; =1 « Alors on peut écrire
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ui~=zt)fjiwj (i:l,...,r,j:l,...,s)
avec fji € F[X] , done
f = Zi(&j fji wj) q; = 2. f.. qQ; + (Zﬁ f4 qi) Wy eee + (Ei £y qi) W

aveec 1 <ig<r, 1<j<s.,

Si Y = Xl eoe Xn est un mondme quelconque, si ¢ est son coefficient dans f ,
et si 2 est son coefficient dans Zﬁ fji 9 » 1 £igr, alors

= w
Cc al+82W2+-oo+aSSo

Puisque c € F, et {wl y Wy g eee ws} est une base, alors € =8, , 85 = eee

=ag = O o Puisque Y était arbitraire, ceci montre que

£ =2 f,9 €I, 1€igr,

Un autre résultat intéressant est le suivant.

(g) SL P est un idéal premier réel de k[X] , alors K[X].P est un idéal pre-

mier,

Démonstration., - On peut choisir un systéme de générateurs {fl g vee o fr} pour

est irréductibe (car P est un idéal premier). En
cet idéal

1t'idéal P , tel que chaque £,
effet, on considdre un systéme de générateurs {gl y see s gr} de P
étant premier, chaque gj a un facteur irréductible fj appartenant & P ; alors

{fl 9 ose fr} engendre P.

Scient f , g€ K[X] tels que fge kK[X].P et f ¢ E[X].P . Puisque K =k[i],
on peut derire f=a+ib, g=c+id avec a, b, ¢, d € k[X] « De méme, on
eut écrire fg = ZT X iv.)ef. = Z . T, (2 . I, 8 . . €
P i g 1(u3 + 1vJ) 3 T i v, J) avec Uy Vg k[x],
l1€is€r, 1£j< 4. Llors
. f., €P)
d J
v, f, €P
Jd J

o

gac - bd =

<

, (1 <5< 4)
(ad + be =

?
J

oM M

Done
2 2
ac =-bcde P et ad + bed €P ,

dtou il résulte que a(02 + d2) € P . De méme, b(c2 + d2) eP .
Puisque f = a +'ib ¢ K[X].P , alors a # P ou b ¢ P . Donc 2raler .,

P étent un idéal réel, alors ¢ , d €P , donc g =c + id € K[X].P.. Ceci mon-

tre que K[X]).P est un idéal premier.
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(¢) Iaddaux rdels principaux.

Pour conclure, on caractérisera les idéaux réels principaux.

(n) Soient k wun corps ordonné, et g€ k[Xl y eee o X )= k[X] un polynéme ir-

réductible. L'idéal principal (g) est réel si, et seulement si, g change de si-

gne en .
Démonstration. = Soi* (g) wun idéal réel, donc k[X])/(g) est une k-algebre

intdgre et réelle ; sur son de corps de fractions F , il existe un ordre tel que

Flk est une extension ordonnde. Etant donné que g est irréductible, on sait que
Flk a un degré de transcendance n - 1 . Soit xs 1'image de Xi par 1'homomor-
phisme canonique ¢ : k[X] - k[X1/(g) , donc F = k(xl y see s xn) . Alors, on
peut numéroter les indéterminées de fagon que {xl 9 eee xn] soit une base de
transcendance de Fik . La restriction @, de o a k[xl g ees o Xn] est alors

un isomorphisme.

.: F = k(Xl,...,Xn-_l)[Xn]

k[Xl, aee ’Xn-l ,an L ""'-:8 _> . [Xl,c ] .,Xn“l ,Xn]
. /[ k(Xl,...,Xn_l)
0 i
k[Xl,...,Xn_I] L -> 7] [xl,...,xn_1]
S J—— sk

P stétend de facon naturelle & un isomorphisme.
Py ¢ k[Xl SRTPRP ST Xn] - k[xl s oeee 3 Xp o Xn] .

Soit h = ﬁb(g) = g(xl »osee s X4 Xn) , donc h est encore un polynéme en
X, irréductible sur k[x; , eee , x,_ ], donc aussi sur k(x| 5 oee s xnpl)
(ataprés le lemme de Gauss). Alors h n'a pas de racines multiples. Puisque
h(xn) = @(g) =0, alors h a une racine simple dans une cl8ture réelle F de F;
donec h change de signe en F , clest-d-dire qu'il existe des éléments xﬁ ’ xg €T

tels que h(xﬁ) <0< h(xg) . Ceci signifie que

g(Xl y eve 9 Xy g X;I) <0 <g(xl y see g Xy g0 Xg) ’

donec g change de signe en F° .

Par conséquent, g et - g ne sont pas des sommes de carrés d'éléments de
i%xl g ees Xn) . 5i k est une cl8ture réelle de k , contenue dans f', alors
g et - g ne sont pas des sommes de carrds d'éldéments de E(Xl s ese Xn) .
D'apres le § 2, (E), g change de signe en K e Sinon, g (ou - g ) serait posi-

ive défini =n 2 , _
tive définic sur k , done + g = Zi p;uj » 1Si€4, avec u € k(Xl,...,Xn) ,
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nd 2 ks 4 rd 3 . -
0 < 1 € k ; or p; =4q; avec 0< a3 € k , car tout élément positif de k est un
carré, donc
2 n
tg= Zi(qi ui) y 1514,
ce qui est une contradiction.

4 3 3 3 ——n
Réciproquement, soit g un polyndme irréductible qui change de signe en k.,
On suppose d'abord que n = 1 . hAlors g est le produit de facteurs linéaires
ou quadratiques irréductibles & coefficients dans k s les facteurs quadratiques

ne changent pas de signe en k . Donc g a un facteur linéaire en I«:—[X] , otest-a-
dire qu'il existe x € k tel que g(x) =0 .
le k-homomorphisme ¢ : k[X] -> k[x] tel que @(X) =x a le nogau égal &
(g) ; done k[X]/(g) =xk[x] =k, et ceci montre que 1'idéal (g) est réel.
Maintenant, soit n > 1 ; on rrredéde par récurrence sur n . Par hypothése, il

existe des éléments x , x' & k" tels que g(x') <0 < g(x) . Par un changement

linéaire de coordonnées, on peut supposer que

x=(0,x2,...,xn),x' (O,xé,...,x;l).

]

On peut considérer sur le corps I{-(Xl s see Xn) un ordre qui prolonge celui de
k et tel que 0 < X, €a pour tout élément a e k, 0<a (ataprés § 2, (i)).

Soient h = g(X, , Xy 5 eee X )€ E[Xl] et ht = g(x, , Xy eee , %1€ E[Xl].

. ~1
Si h = a, X‘;_l +a le + oeee + 2, (avec ay ek ), alors

ay = h(O) = g(O » X g eee xn) >0

en outre &y X; < 2g (pour tout i =1 y ses s m) , donc h >0 dans E(Xl) o De
méme, h! <0 dans Exxl) . Puisque k[X, , ..., X ] =k[X )X, 5 eee X1, on
peut considérer le polynfme f e k[Xl][X2 y tee Xn] s qui correspond & g par

cet isomorphisme canonique.

D'apres le lemme de Gauss, f est irréductible sur le corps k(Xl) (car g est

irréductible en k[Xl » Xy y eee xn] )« En outre,

KXy eee s X V() =xlx XX, , oon, X 1/(E) S kX)X, oo, X 1/(5)
et

f(x2 y seo 4 xn) =g(Xl i T xn) =h >0 en E(Xl) ,
tandis que f(xé g see Xr'1) = g(Xl y XDy ees Xr'l) =h' <0 en E(Xl)-

A un_isomorphisme d'ordre prés, une cl8ture réelle m de k(XI) contient 1?,
done k(Xl) ; alors f change de signe en R'i’_l_)' .

Dtaprés 1l'hypothdse de récurrence, (f) est un idéal réel de k(Xl)[X2 yoeee s X ]
clest-3-dire que k(Xl)[X2 y see Xn]/(f) est une k(Xl)—algébre réelle 3 alors
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k(Xl)[X2 ) ese Xn]/(f) est aussi une k-algdbre réelle, donc k[Xl g eee an«g)

est une k-algdbre réelle, ce qu'il falleit démontrer.

Pour des polyh8mes réductibles, on a le résultat suivant.

(1) Soit f € k[X, , ++s , X ] un polynéme unitaire. Itidéal principal (f) est
réel si, et seulement si, f = fl £y eee fm y ou chague f. est unitaire irréducti-

ble, (f;) est réel, et £, # £y (pour i # 3 )

’ 7N R N \
Démonstration. - Si (f) est réel, alors (f) < /(f) = /() = (£) . D'gprés 1le

§ 5, (B), tout idéal premicr minimal contenant (f) est réel. Si £, , ..., £

sont les différents facteurs irréductibles unitaires de f , alors
(f) =/z;€) = (fl) N see N (fm) = (fl f2 o0 fm) ’

donc f =f £, .00 f , et (fi) est réel,

Réciproquement, (£) = (fl f2 cee fm) = (fl) n (f2) N ees N (fﬁ) = /fgs o Mais,
dtapres le § 5 (B) , “/(£) = /IF) , done (£) est réel.
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