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Séminaire DUBREIL-PISOT 15-01
(Algtbre et Théorie des nombres) '
24e année, 1970/71, n° 15, 10 p. 24 mai 1971

MODUIES HOMOGENES ET ANNEAUX IOCALENENT HOMOGENES

par Alain HUDRY

_Egtroduction.

La notion centrale de cet exposé est celle de localisation associée & un module,

disons & droite, sur un anneau unitaire mais non nécessairement commutatif,

Cette notion a permis de montrer, dans [7], que la relation de rationnalité, intro-
duite par Y. UTUNI et J. LANBEK, entre dans le cadre général de la localisation au

sens de P. GABRIEL [3], ce qui donne lieu a diverses applications.

D'autre part, elle suggdre l'introduction d'une classe de modules particuliers, les
modules homogenes [9], ce qui permet de caractériser les localisations premidres de
O. GOLDMAN {4], et les anneaux pour lesquels tout idéal & droite est une intersec-

tion réduite d'idéaux primaires 2 droite au sens de Goldman,

Notations. - Toutes les notions latérales sont envisagées & droite, en particulier,
ModA désigne la catégorie des modules & droite sur 1l'anneau unitaire A . La tech-
nique utilisée est celle de localisation au sens de Gabriel [3], dans la catégorie
abélienne ModA « Pour fixer les notations, faisons briévement quelques rappels.

Une localisation £~ de Mod, est entiérement déterminée par l'une quelconque des

données suivantes :

~ Une topologie & droite & de A , c'est-3-dire un ensemble topologisemt et idem-
potent d'idéaux A droite de A [3] ;

- Une sous~catégorie localisante C de NMod, , c'est-&-dire une sous-catégorie

pleine de Yod, , épaisse et stable par limites inductives ;

- Une mono-sous-catégorie M de ModA y c'est-a-dire une sous-catégorie pleine de
MoqA y stable par sous-objets et limites projectives, telle que tout objet de M

se plonge dans un objet de M injectif dans MoqA H

- Une sous-catégorie locale £ de Mod, [6] , ctest-a-dire une sous-catégorie
pPleine de ModA telle que le foncteur d'inclusion i de £ dans ModA admette

un adjoint & gauche 4 qui commute aux limites projectives finies,

Ces données, lorsqu'elles sont assocides & une méme localisation, sont relides
entre elles, et n'importe laquelle permet de construire les autres, Ainsi, si 9

est donnée, et si, pour tout A-module & droite M s On pose

M=fx el | Am(x) e 2},
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C (resp. %) est constitutée par les modules M tels que M =M (resp. @ =0),
et £ est constitude par les objets M de I tels que 1'application canonique
HomA(A , M) — HomA(ﬁ’, M) soit surjective pour tout s« € & . Le foncteur locali-

sation de Gabriel est alors L =i4 .

1. localisation associée & un module.

Etant donné un A-module & droite quelconque Y d'enveloppe injective E(M) , 1e
noyau du foncteur HomA(. , E(M)) est une sous-catégorie localisante CM de Mo@A
qui définit une localisation ﬁﬁ de lod, que 1l'on dit associée au A-module a
droite M . La topologie a droite correspondante, notée iy est le plus fin des
ensembles ¢ d'idéaux & droite de A stable par résiduation & droite, et tel que
M =0 ., Cette notion de localisation associde & un module a été introduite indépen-

damment dans [4] et dans [7].

Un sous-module N de M est dit rationnel dans M si, pour tout sous-module N
de M contenant N et pour tout f e HbmA(N' , M) , la relation f(N) = 0 impli-
que f =0 , Dans [7], on a montré que la relation " N est rationnel dans M "

équivaut 2 la relation " ¥/N e G, ". De plus, on a le résultat suivant.

1.1 PROPOSITION, - Pour tout A-module & droite M , ll'extension rationnelle maxi-

male de M est le localisé de M pour la localisation ﬁﬁ .

Citons quelques applications :

(a) Condition nécessairq»gt suffisante pour gque 1fapgeau maximal des fractions

a droite de A coincide avec 1'anneau classique des fractions & droite de A . -

. o M ot At

En utilisant le fait que 1'anneau maximal des fractions A droite de A au sens
d'Utumi est, d'aprés 1.1, le localisé & droite de A pour la localisation f; y ON

a montré, dans [7], le résultat suivant :

1.2 PROPOSITION. = Soit A un anneau unitaigg_ggtisfaig@gﬁué~}a condition de Qgg

a droite. Pour que 1'anneau classique des fractions & droite de A cofncide avec

1'anneau maximal des fractions & droite au sens d'Utumi, il faut et il suffit que

la condition suivante (G) soit réalisée :

(G) Pour tout idéal & droite ratiomnel de A et pour tout homomorphisme f

v

de % dans A, il existe un idéal & droite % contenant 1'idéal & droite engen-

dré par < et un élément régulier de A , et il existe un homomorphisme f de %

dans A prolongeant f .

Cette condition (G) est réalisée en particulier si tout idéal & droite rationnel
contient un élément régulier. Dans le cas particulier ou 1'idéal singulier A8 de

A est nul, la condition (G) est équivalente & celle obtenue par GUFTA dans ce cas

[5].
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(v) Platitude de E& et semi-simplicité du localisé de 1l'anneau. - Ici on va

se limiter au cas particulier de la localisation associée & A (le cas général a

été envisagé dans [9]).

1.3 PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(l) L'anneau maximal des fractions a droite au sens d'Utumi de A est semi-simple;

(2) 1a topologie & droite des idéaux & droite rationnels coincide avec 1l'ensemble

des idéaux 3 droite essentiels, et est c plus plate [6] ;

(3) L'idéal singulier de A est mul, et l'enscmhle des idéaux & droite essentiels

de A admet un systéme cofinal d'idéaux & droite de type fini ;

(4) L'idéal singulier de A est nul, et le treillis des idéaux & droite complé-

ments satisfait & la C. C. 4. ;

(5) L'anneau A est un J-amnneau [11] & droite.

L.4 PROPOSITION., ~ Pour que A admette un anneau classique de fractions & droite

semi-simple, il faut et il suffit que la prétopologie des idéaux & droite essen-

tiels de A colncide avec l'ensemble des iddaux & droite contenant un élément ré-

gulier,

1.3 et 1.4 sont démontrés dans [8].

2+ Modules homoggnes.

I1 est naturel d'envisager les A-modules & droite pour lesquels la localisc'. _.
associée q; satisfait & une prop=’ ':é privilégide, Le propriété conmsidérie ici
est la suivante :

"La co-réflexion 4(M) de M dans la sous-catégorie locale £y est un objet

Simple de %M ",

Les modules satisfaisant & cette propriété sont dits homogénes ; nous les avons

introduits dans [9]. Cette notion permet, d'une part de caractériser les localisa-
tions premidres et les modules primaires de O, €M~ T [4], et d'autre part d'obte-
nir une généralisation de la notion d'idéal premier du cas commutatif.

2.1 PROPOSITION, - Pour tout A-module & droite M » les propriétds suivantes

sont équivalentes :

(1) Le A-module M est homogene H

(2) Le A-module M est non nul, et tout sous-module non nul de M est ration-

nel dans M ;

\ . .
(3) L'enveloppe injective E(M) de M est un injectif indécomposable dont 1
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coeur [11] c(B(M)) est non nul, et de plus M est un sous-module de c(e(m)) .

L'éguivalence (2) <= (3) nous a été coumuniquée par G. RENAUIT, Il est clair
qu'un module homogdne est co-irréductible, mais la réciproque est fausse : ainsi si
A =K[X, Y] est l'anneau des polyn8mes & deux indéterminées sur le corps commuta-
tif K, et si Q est 1'idéal de A engendré par les polynbmes X et Y2 , le

A-module A/Q est co-irréductible mais non homogéne.

2,2 PROPOSITION, - Si M est un A-module & droite homogéne, la sous-catégorie
locale £

My nla qu'un type d'objet simple.

Le résultat suivant montre qu'une localisation premidre de O. GOLDMAN [4] est
caractérisée par un module homogene et rationnellement complet unique & un isomor-

phisme pres.

243 PROPOSITION., = La correspondance M -=> E& induit une bijection de 1l'ensem~

.ble des types de modules homogenes et ratiomnellement complet sur l'ensemble des

lucalisations premiéres de O. GOLDMAN,

I1 en résulte que les localisations premiéres de Goldman sont en bijection avec

les types d'injectifs indécomposables dont le coeur est non nul.

Les modules homogénes et rationnellement complet possédent la propriété suivante.

2.4 PROPOSITION, - Tout A-module & droite M , homogéuwe et rationnellement com-

plet, est un Z-quasi-injectif dont 1l'anneau des endomorphismes est un corps K et,
(1)
M

pour tout ensemble I , 1l'anneau End, est isomorphe a l'anneau Endy K ! .

2.5 COROLLAIRE, - Le coeur d'un injectif indécomposable est un IZ-quasi-injectif

2.6 COROLLAIRE, - L'anneau des endomorphismes d'un A-module & droite homogdne est

intégre et se plonge dans un corps.

2¢7 COROLLAIRE. - Tout A-module & droite quasi-injectif, dont 1'anneau des endo-

norphismes est un corps, est un module homogéne I-quasi-injectif.

Dans [4], O. GOLDMAN a introduit la notion suivante de module primaire.

2.8 DEFINITION, - Un module M est dit primaire au sens de O, Goldman si la loca-

lisation associée & M est premiére et coincide avec celle associde 2 tout sous-

module non nul de M .

Un sous-module N de M est dit primaire si M/N est un module primaire.

Les modules primaires sont caractérisés par la propriété suivante.
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2.9 PROPOSITION. - Pour qu'un A-module & droite M soit primaire au sens de O.

Goldmen, il faut et il suffit que M soit extension essentielle d'une somme directe

de modules homogénes admettant des enveloppes injectives isomorphes.

2,10 COROLLAIRE, - Si A est noethérien & droite, les idéaux & droite (resp. les

modules) primdires de Goldman coincident avec les jdéaux & droite (resp. les modu-

les) isotypiques.

2,11 COROLLAIRE, - Les modules I-primaires de Goldman forment une sous-catégorie

pleine de MOQA stable par sous-objet, somme directe quelcongue et extension: es-

sentielle,

La sous-catégorie des modules Il~primaires satisfait donc aux conditions (W) et

(**) et aux conditions de la proposition 9 de [3], p. 427.

Dans la suite de cette section, on caractérise et on étudie les idéaux & droite

P de & , tels que &/P soit un A-module & droite homogéne.

2,12 PROPOSITION., - Pour tout idéal & droite P de A, il y a équivalence entre

les propriétés suivantes :

(1) Le A-module 4 droite A/P est homogéne ;

(2) 1'idéal & droite P est maximal pour la propriété P £ i, 5

(3) 11 existe une topologie & droite @ felle que P soit maximal pour la pro-

pridété P ¢ &

e

(4) L'idéal a droite P est propre, inter-irréductible et tel que A/P coincide

avec son coeur C(4/P) .

Si, de plus, P est un idéal bilatére, n'importe laquelle des conditions précé-

dentes est équivalente & la suivante :

(5) L'anneau A/P est un domaine de Ore & droite.

2.13 COROLLAIRE. - Si A est noethérien & droite, les idéaux bilatéres P , tels

que A/P soit homogdne, sont des idéaux complétement premiers,

2414 COROLLAIRE, - Si A est noethérien & droite, 1l'ensemble des topologies pre-

mi¢res de A satisfait a la C. C. D.

2,15 COROLLAIRE, - Si A est un anneau comnutatif, les idéaux P , tels que A/P

soit homogéne, sont les idéaux premiers et, de plus, les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

(1) Tout A-module non nul contient un module hpmogéne H
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(2) Pour tout A-module non nul M , on a hss M # 0 .

Les idéaux & droite P , tels que A/P soit un A-module & droite homogtne, cons-

tituent donc une généralisation de la notion d'idéal premier du cas commutatif.

On pose alors la définition suivante.

2,16 DEFINITION., - Un idéal 3 droite de A , satisfaisant & 1'une des conditions

équivalentes (1), (2), (3) ou (4) de la proposition précédente, sera appelé idéal &

droite yremier de Goldman,

Cette terminologie peut &tre justifide par le fait que les localisations premié-
res de Goldman [4] sont du type :X/P avec P idéal a droite datisfaisant a la

condition (1) de la proposition précédente.

Si p est un épimorphisme plat & droite [6] de A dans A' , on sait, d'aprés
SILVER [17], qu'il existe une bijection entre 1'ensemble des idéaux & droite % de
A tels que la suite 0 -3 A/U - A/zi@h A' s0it exacte et l'ensemble des
idéaux & droite YU' de A?! . Cette bijection induit une bijection de 1'ensemble
des idéaux P premiers a droite de Goldman, tels que O —> A/P - A/P & A:
soit exacte sur 1'ecnsemble des idéaux premiers & droite de Goldman de A' . Si P

et P' se correspondent dans cette bijection, ona P = p-l(P') et P' =P B A,

Donnons une application de la notion d'idéal premier & droite dc Goldman ; les
épinorphismes plats & droite d'ammeaux & but local sont caractérisés par le résul-

tat suivant,

2417 PROPOSITION. - Soit A' wun anneau locel (pour la définition, voir [1071).
Pour qu'il existe un épimorphisnme plat & droite de A dans A' , il faub et il

suffit que A' soit le localisé de A pour la localisation premidre définie par

un idéal complétement premier P , tel que S = A - P forme un systime multiplica-
tif calculable & droite. (Voir aussi [19].)

Un systéme multiplicatif calculable & droite S est une partie multiplicative
satisfaisant & la condition de Ore & droite et & la proposition suivante : Pour

tout a €4 et tout s €S, tels que sa=0, il existe t € S tel que at =0 .

3¢ Sur une classe d'anneaux.
b W R A

I1 peut se faire que dans ModA tout module non nul contienne un module homogéne

les anneaux pour lesquels cette situation se produit sont caractérisés comme suit.

3.1 PROPOSITION, - Pour tout anneau A4 , les propriétés suivantes sont équivalen~

tes

———
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(1) Pour tout A-module & droite M , tout sous-module propre de M est une in-

tersection réduite de sous-modules primaires dans M au sens de Goldman ;

(2) Tout idéal & droite propre de A est intersection réduite d'idéaux a droite

| o——© . i - A O S

primaires au sens de Goldman ;

(3) Tout A-module non nul contient un module homogéne ;

(4) Pour tout A-module 3 droite M et tout sous-module propre N de M, il

existe me M tel que N. m soit un idéal premier & droite de Goldman j

(5) Pour tout idéal a droite propre de A, il existe a€ A tel que U a

soit un idéal & droite premier de Goldman ;

(6) L'anneau A est 1. c. & droite, et le coeur de tout injectif indécomposable

est non nul.

Si A satisfait & 1'une des conditions équivalentes précédentes, on dit que A
est localement homogéne & droite (en abrégé, on dit 1. h. & droite). Les exemples

suivants montrent que les 1. h. anneaux constituent une "vaste" classe d'anneaux.
Exemples.

(a) Les anneaux semi-artiniens & droite [15] ;
(b) Les anneaux noethériens 2 droite ;
(¢) Dans [3], P. GABRIEL définit la notion de dimension de Krull d'une catégorie

abélienne, Si Mod, a sa dimension de Krull définie, alors A est un anneau 1. h.

A
a droite.

Donnons quelques propriétés des anneaux 1., h., & droite,

342 PROPOSITION, - La classe des anneaux l. h, & droite est stable par image homo-

morphe, par épimorphisme plat & droite et par produit fini.

3.3 PROPOSITION, - Si A est un anneau 1. h, & droite, toute topologie a droite

est intersection des topologies premiéres qui les contiennent ;

3e4 PROPOSITION, - Si A est un anneau 1. h. & droite régulier au sens de von

Neumann, le socle droit de A est essentiel et 1l'anneau maximal des fonctions 2&

droite au sens d'Utumi de A est un produit d'anneau d'endomorphismes d'espaces

vectoriels.

3¢5 COROLLAIRE., - Si A est un anneau 1. h. & droite régulier, alors A est

soit semi-simple, soit de dimension infinie.

Décomposition primeire dans un anneau 1. h., & droite. - Dans [4], GOLDMAN montre

que tout sous-module d'un module noethérien sur un anneau quelconque est intersec-
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tion réduite de sous-modules primaires. Pour un snneau quelconque, on peut considé-
rer la classe C des modules qui possdédent eette propriété ( C contient stricte-
nment la classe des modules noethériens et définit une sous-catégorie localisante).
Les 1. h. anneaux & droite 4 sont ceux pour lesquels C = ModA . 4lors, pour tout
type o d'injectif indécomposable et pour tout représeniant Qa de « , la topolo-
gie iQa est premitre et ne dépend que de « , L'application o -=- iQa de
Spec(ModA) dans 1'ensemble SP(4) des topologies premidres a droite de A induit
alors une théorie G de décomposition au sens de N. POPESCU [14]. Pour tout A~
module a droite M , gﬂM) est 1l'ensemble des topologies premiéres iN , o0 N
est un sous-module homogéne de M . Les modules G-connexes, c'est-a-dire pour les-
quels gﬁM) est réduit a un é1lément, sont les modules primaires de Goldman. Alors,
pour tout sous-module propre N d'un module quelconque M sur un anneau l, h, a

droite, il existe une famille (Ni) de sous-modules primaires au sens de Gold-

iel
man de M telle que

(a) W= FEeI N, soit sans é1éments superflus ;
(b) Pour tout i # j , on ait E(Iﬂ/Ni) ne(u/N;) = ¢ ;
(¢) Pour tout i€ I, on ait g(Ni/N) = G(u/N) -g_(M/Ni) ;

(a) c(u/;) = Uy, o(w/m,) .

Modules tertiaires et modules primaires de Goldman sur un 1., h, anneau, - Consi-

dérons la condition suivante pour un anneau :

(C) "Pour tout A-module & droite M non nul, Ass M #¢g n,

Lorsque (C) est réalisée, il est possible de définir, comme 1'a fait J., FORT dans
[2], une notion de module tertinirc qui redonne celle de LESIEUR et CROISOT [12]

dans le g¢as particulier ou A est noethérien & droite., Si (C) est réalisée, les
nodules tertiaires M sont ceux pour lesquels Ass M est réduit & un élément. Si,
de plus, A est 1. c. & droite [14], N. POPESCU a montré, dans [147, que 1*applica-
tion canonique p de Spec(ModA) dans Spec(A) induit une théorie de décomposition
T ; les modules T-connexes sont alors les modules tertiaires. le résultat suivant
permet de comparer les théories de décomposition G et T [14] lorsque A est

le he & droite et, de plus, satisfait 2 la condition (C) 5 1les notations sont cel-
les de [14].

3.6 PROPOSITION. - Si I, et Ié sont deux théories de décomposition définies

sur ModA et & valeurs respectivement dans v, et V2 » i1 y a équivalence entre

les deux propridtés Suivantes dés que A est un 1. c., ameau a droite.

(1) Tout A-module & droite Fl-connexe est Fz-connexe 3
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(2) I1 existe une application g de Im fF sur Im fF
- 1 2

3,7 COROLLAIRE, - Si A est un 1. h. anneau a droite gatisfaisant & la condition

telle que gfrl = fr2 .

(¢) (ctest le cas si A est noethérien & droite, et il existe méme dans le cas

commutatif des 1. h. anneaux satisfaisant & (¢) et non noethérieng),tout A-module

& droite primaire au sens de Goldman est tertiaire. De plus, les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

(1) Tout A-module tertiaire est primaire au sens de Goldman ;

(2) L'application canonique p de Spec(Mod,) dans Spec(A) est bijective.

txn- .o 7. b, commutatifs. - Ils ont été caractérisés par la proposition 2.15.

Ici, on va donner une propriété des anneaux A 1. h, commutatifs qui sont finiment
associés, c'est-d-dire tels que Ass A soit fini : les anneaux commutatifs noethé-

riens ou parfaits en sont des exemples,

3.8 PROPOSITION, - Si 4 est un anneau 1, h., commutatif, finiment associé, on a

les propriétés suivantes :

(1) L'ensemble des idéaux rationnels de A cofincide avec 1l'ensemble des idéaux

de A contenant un élément régulier ;

(2) L'anneau classique des ffactions de A coiIncide avec l'annesu maximal des

fractions au sens d'Utumi et avec 1l'enveloppe épimorphe plate M(A) de 4 ;

S

i, de plus, A est réduit [16], M(A) est un produit fini de corps.

Dans le cas commutatif, un module M est dit primaire au sens classique si
Assp(M) est réduit & un élément. D'aprés 3.7, si A est un 1. h, anneau commuta-
tif, les modules primaires de Goldman sont les modules M pour lesquels Ass M

est réduit & un élément. Il en résulte la proposition suivante.

3.9 PROPOSITION, - Si A est 1. h. commutatif, tout module primaire au sens clas-

sique est primaire au sens de Goldman.

3.10 PROPOSITION, - Si A est un anneau l. h. commutatif pour tout A-module M ,

on a UpEASSM Pa UP'EAssf(M) P' « En particulier, si A est semi-artinien commuta-

tif, les modules primaires de Goldman coincident avec les modules primaires au sens

classique (et i1 en est de méme si A est noethérien commutatif).

En tenant compte de 3.1 et de 3.10, on retrouve le résultat suivant de C. NASTA-
CESCU [13].

3,11 COROLLAIRE, - §i A est semi-artinien et commutatif, tout sous-module pro-

pre d'un module quelconque est intersection réduite de sous~-modules primaires au




15-10

sens classique de M .

(1]
(2]

(3]
(4]
(5]
[6]
[7]
(8]
(9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
(18]

BIBLIOGRAPHIE

BOURBAKI (N.). - Algdbre commutative. Chap. 3-4. - Peris, Hermann, 1961 (Act.
scient. et ind.,1293 ; Bourbaki, 28).

FORT (J.). - Contribution & 1'étude des éléments tertiaires et isotypiques
dans les modules et les (&)-algdbres, Bull. Soc. math, France, Mémoire 1,
1964, IV + 99 p.

GABRIEL (P.). - Des catégories abéliennes, Bull. Soc, math, France, t. 90,
1962, p. 323-448 (Thdse Sc. math. Paris, 1961).

GOLDMAN (0.). - Rings and modules of quotients, J. of Algebra, t. 13, 1969,
Pe 10-47.

GUPTL (R. N.). - Self-injective quotient rings and injective quotient modules,
OS&ka J. Of P‘Iath., to 5’ 1968, p. 69"'87.

HACQUE (M.). - Localisations exactes et localisations plates, Publ. Dép. Math.
Lyon, t. 6, 1969, fasc. 2, p. 97-117.

HUDRY (A.). - Quelques remarques sur la notion d‘'extension rationnelle maxi-
nale d'un module et sur les anneaux maximaux de fractions au sens d'Utuni,
Publ, Dép. Math. Lyon, t. 6, 1969, fasc. 2, p. 139-151.

HUDRY (A.). ~ Thise de 3e cycle, Lyon 1970.

HUDRY (A.). -~ Sur la localisation dans une catégorie de modules, C. R. Acad,
Sc, Paris, t. 270, 1970, Série A, p. 925-928.

LAMBEK (J.). - Lectures on rings and modules. — Waltham, London, Blaisdell
publishing Company, 1966 (& Blaisdell Book in pure and applied Methematics).

IESIEUR (L.) et CROISOT (R.). - La notion de coeur dans un module, C. R. Acad.
SC. Paﬁs, t. 252, 1961, Po 52_54‘.

IESIEUR (L.) et CROISOT (R.). - Algdbre noethérienne non commutative. - Paris,
Gauthier-Villars, 1963 (lémorial des Sciences mathématiques, 154).

NAST ACESCU (C.). - Décomposition primaire dans les anneaux semi-artiniens, J.
of Algebra, t. 14, 1970, p. 170-181,

POPESCU (N.). - Théorie générale de la décomposition, Rers roun. Math. pures
et appl., t. 12, 1967, p. 1365-1371,

POPESCU (N.) et NASTACESCU (C.). - Anneaux semi-artiniens, Bull. Soc. nath.
Prance, t. 96, 1968, p. 357-368.

RENAUIT (G.). - Anneaux réduits non commutatifs, J. Math. pures et appl.,
t. 4-6’ 1967, po 203"214—.

SILVER (L.). - Non commutative localizations and applications, J. of Algebra,
to 7, 1967, po 4‘4""76l

UTUMI (Y.). - On quotient rings, Osaka math. J., t. 8, 1956, p. 1-18.

[£9] RAYNAUD (J.). - Sur la théorie de la localisation (Thése 3e cycle, Lyon 1971).
(Texte recu le 13 décembre 1971)

Alain HUDRY

Université Claude Bernard [ Lyon-I ]

Mathématiques

43 boulevard du 11 novembre 1918
69 - VILLEURBANNE



