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UNE REMARQUE SUR LES ANNEAUX LOCAUX RÉGULIERS

par Marie-Paule MALLIAVIN

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 13, 7 p. 3 mai 1971

Tous les anneaux considérés sont commutatifs noethériens, locaux et unitaires.
Tous les modules sont unitaires et de type fini :

Si A est un anneau, on désignera par son idéal maximal. On appelle sup-

port d’un A-module N y l’ensemble des idéaux premiers p de A tels

que M ~ 0 .

LEMME 1. - sur l* anneau local A, la longueur du produit tensoriel de deux

modules M et N est finie, alors la longueur des modules N) est finie,

pour tout i.

Preuve. - On remarque que SuppA N n SuPPA N s SuppA(M 0. N) .En effet, ceci ré-
sulte du fait que, sur un anneau local y un produit tensoriel M n’est nul que

si l’un des deux modules est nul. Donc, si SuppA(M 0. N) = {m(A)} , et si p est
un idéal premier de A y p ~ m(A) ~ alors

Si, pour j assez grand, les N) sont tous nuls, la somme
J

(où lgA = longueur du A-module) a un sens ; on l’appelle caractéristique d’Euler-
Poincaré (d’ordre 0 ) de M et N, et on la note ~A0(M , N) .

On appellera dimension d’un anneau A ~ sa dimension de Krull, et dimension d’un

A-module M , la dimension de l’anneau où Ann(M)==(xeA y xM=0) .
On notera respectivement dim A et dimA M ces dimensions, en convenant de poser :

=- 1 .

On notera dhA M la dimension homologique d’un A-module M. C’est, soit + ce ,
soit le plus petit entier n pour lequel il existe une suite exacte



où les P. sont projectifs (c’est-à-dire ici libres). On a alors .) = 0

pour tout i >dh.M .
Rappelons une conjecture de SERRE : Si A est un anneau régulier (i. e. sur le-

quel tout module est de dimension homologique finie) , et si M et N sont deux

A-modules tels que co , alors ~A0(M , N) est positif ou nul, et on a

~A0(M , N) = 0 si, et seulement si, 

On remarquera que si 0. N) est finie ( A étant régulier), alors on a

dim A M + dim. N ~ dim A .

La conjecture, citée plus haut, a été démontré par SERRE dans le cas où l’anneau

A est d’égales caractéristiques Ci. e. son corps résiduel et son corps des quo-

tients ont même caractéristique] et dans le cas où A est non ramifié Ci. e. si p

(caractéristique du corps résiduel de A ) n’est pas contenue dans M(A) ~ D’autre
part, on sait qu’il suffirait de prouver cette conjecture dans le cas où A est

complet (pour la topologie puisque les longueurs et les dimensions

qu’elle fait intervenir sont invariantes par passage aux complétés. De plus, il

suffirait de supposer que les modules M et N sont de la fonne A/p et A/q y
avec p et q premiers, car tout A-module M possède une "suite de composition"

où les facteurs sont de la forme avec P E Spec(A) .

La conjecture est vraie si M = A/p et N = A/q , avec n q . Précisément,
on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 1. - Soit A un anneau régulier complet d’inégales caractéristiques,
et soit p la caractéristique du corps résiduel de A . Soient M et N deux A-

modules tels que :

(i) pM = pN = (0) ;
(ii) ~ A N) est finie.

Alors N) est positif, et l’on a N) = 0 si, et seulement si,

dimA M + dimA N  dim A et dim A .

Preuve. - On a (cf. C4~~ A = B/Bx , où B est un anneau de séries formelles sur

un anneau de valuation 

Posons A - A/pB ; alors A = où B = et est l’image de x

dans B .

L’anneau B est un anneau de séries formelles sur le corps k = k/pk .



L’élément x de B n’est pas nul ; sinon, on aurait x = pu , avec u E B ;

comme A est d’inégales caractéristiques, p ~ xB ; comme l’idéal BX est premier,

on a alors u E xB ; donc u = xv , où v E B ; donc 1 = pv , ce qui est impossi-

ble.

On a, d’autre part, deux suites spectrales [3]

Puisque x n’est pas diviseur de zéro dans B , et que p n’est pas diviseur de

zéro dans R , on a

Puisque xN = 0 = pN , on a

Par suite, les deux suites spectrales précédentes dégénèrent pour donner les sui-

tes exactes suivantes :

En explicitant, on voit que ~(M ~ N) = ~(M ~ N) . Par suite, ~o~ ~ N) est po-

sitif, et est nul si, et seulement si,

est strictement inférieur à dim B = dim A . ’

La conjecture est vraie lorsque le module ~~~ est tel que I soit engendré
par une A-suite x1 , ... , x. , (i. e. tel que x. ne soit pas diviseur

de zéro dans ... , ~’k-1 ) ), Il en résulte, en particulier, que la conjectu-
re est vraie si la dimension de A est  2 ; en effet, A étant factoriel, tout
idéal premier de A sera dans ce cas engendré par une A-suite.

On peut étendre ce résultat à la dimension 3 ~ en utilisant le résultat suivant

de BUCHSBAUM [2].



PROPOSITION 2. - Soient R un anneau local régulier~ maximal m, x Un

élément de m-m , et M un R(= monogène, tel que dhR M = 2 .
Alors il existe un module M sur R, tel que et que 

(i. e. 02014~M2014~H est exacte).

COROLLAIRE. - Si A est un anneau local régulier de dimension 3 ~ et si M , N

sont deux A-modules tels que est finie, alors N)  0 , et
~(M , N) =0 si, et si~ dimM+ dimN2dimA.

Preuve. - On se ramène au cas où A est complet et M = N = A/q . Si

dh~M=0 , alors M est libre (=A) , x~(M ~ et x~(M ~ N) = 0 si,

et seulement si, N = 0 , donc si, et seulement si, dim N = - 1  0 . Si

dh. M = 1 , alors p est libre, donc principal et engendré par une A-suite. Si

3~ alors m=p , et p est engendré par une A-sui te.

Reste le cas où dh. M = 2 * Soit R un anneau local régulier complet non rmi-

fié tel que A = où x ~ m(R) - m(R ) * Alors il existe un idéal 3 de R

tel que et R/l)=0 .Mais alors

et, pour l’anneau R, la conjecture étant vraie, cette quantité est positive, et
elle est nulle si, et seulement si, dim R,/~ + dim A/q  dim R = dim A + 1 . Mais

dim A/p = dim R~ ~~ + x R~ ~ dim R,~~ - 1 , d’où le résultat.

Si A est un anneau régulier, et si M et N sont deux A-modules, tels que

N)) oo ~ alors on sait que N ~~  ~ ~ 
près un résultat de LICHTENBAUM. On introduit les caractéristiques d ’Euler-Poincaré i
d’ordre supérieur,

Sauf dans les cas où A est d’égales caractéristiques et où A (ou son complété)
est un anneau de série formelle sur un anneau de valuation (discret de rang 1 ~ ~
on ne sait rien sur la positivité des ~ ni sur les conditions nécessaires ou

suffisantes sous lesquelles elles seraient nulles.

PROPOSITION 3. - Si dim A = 2 , alors ~’ est positif ou nul, et, pour i ~ 1 ,

X.(M , N) = 0 si, et seulement si, TorAi(M , N) = 0 .



Le seul cas à examiner est évidemment

On utilisera le résultat suivante cas particulier d’un théorème de M. AUSLANDER
[i]:

Soient M et N deux A-modules, et soit q le plus grand entier tel que
N) ~ 0 . Si q =0 , ou bien si 1 , on a

q -~- 201420142014201420142014~2014 ~ q ’"~~’

Supposons que N) est non nul et de longueur finie, alors

N))=2 pour q~l ~ et 2+ où q est le
~ A/ B 

A A

plus grand entier tel que Tor (H , N) ~ 0 ; donc q = 1 ou 2 

Si dh.M= 1 ou dh.N= 1 , 2+ q  1 + 2 et q = 1 . Alors

Si dhA M = 2 = dh A N ~ alors est associé à M et à N. Soit H 0 le

sous-module artinien maximal de ~~ . Alors on a la suite exacte

où dhA 1 . On a donc la suite exacte

Il suffit donc de prouver que N) ~ 0 si M est de longueur finie, et

que N) = 0 avec M de longueur finie est équivalent à N) = 0 .
En effet, dans ce cas, on aura, pour M quelconque,



On procède ensuite avec N de la même façpn.
,

Soit H’0 le sous-module de longueur finie maximal de N . On a la suite exacte

D’où la suite exacte

Il suffit donc de prouver que BL) ~ 0 , et que B~) = 0 si, et

seulement si, = 0 .

Mais, si 1g H’ et 1g H.. sont  alors So) ~ ~ ’ Donc
H~) = le 0 , et Ho~ ~ Si, et seulement Si, H~ ou

B~ = 0 , auquel cas H~) = 0 .

Remarque. - La condition Tor (IL ~ H~) = 0 , avec H.. et R’ de longueur fi-

est équivalente à H~ ou H’ = 0 . En effet, on sait que H’) = 0
et 0 , codim H.. = 0 , entraîne que H’ est libre [5]. Donc ici, H~ = 0 .
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