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Séminaire DUBREIL-PISOT ) 11-01
(L1gtbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 11, 16 p. 8 mars 1971

L'ENVELOPPE DE TRANSLATIONS D'UN DEMI-TREILLIS DE GROUPES

par lMario PETRICH

1. Introduction et sommaire.

L'enveloppe de translations d'un demi-groupe présente un intér&t particulier
pour les deux raisons suivantes : d'une part, elle apparaft d'une fagon naturelle
dans la construction des extensions idéales des demi-groupes, et d'autre part, elle
est souvent utilisée pour des caractérisations abstraites des demi-groupes. Afin de
1'appliquer aux problémes particuliers, il est important de fournir des construc—
tions qui, pour un demi-groupe donné sous une forme ou une sutre, soient aussi ex-
plicites que possible. Un exemple d'une telle construction est celle de 1'enveloppe
de translations d'un demi-groupe de matrices de Rees (voir [4]) et ses nombreuses
applications ([5], [6], [7], [8]). Pour les demi-groupes appartenant & une classe
plus large et dont la structure n'est pas connue en détails, il n'est pas possible
de trouver une construction explicite, mais on peut au moins espérer déterminer si,
par exemple, l'enveloppe de trenslations reste dans la m8me classe de demi-groupes,
et d'en établir autant de propriétés que possible. Un théortme de Ponizovski donne
un exemple de cette situation (PONIZOVSKI [10]) : il affirme que 1'enveloppe de

translations d'un demi-groupe inverse est un demi-groupe inverse.

Hous rencontrerons ici des exemples des deux espéces. Dans le paragraphe 3, pour
un demi-treillis de groupes donné sous la forme de la construction de Clifford
(voir [1], theorem 4.11), nous construisons son enveloppe de translations par un
procédé qui généralise la construction de la limite inverse d'un ensemble filtrant
inférieurement de groupes, ce qui donne un exemple du premier type mentionné ci-
dessus. Dans le paragraphe 4, nous traitons le cas particulier d'un demi-groupe ré-
gulier,produit sous—direct d'un demi-treillis et d'un groupe, et nous montrons que
son enveloppe de translation a la m@me propriété. Le paragraphe 5 fournit un exem-—
ple du deuxiéme type évoqué ci-dessus : nous étudions 1'enveloppe de translation
d'un demi-groupe commutatif séparatif. 5ans tous les cas considérés, nous immer—
geons de fagon dense les demi-groupes étudiés dans certains demi-groupes ayant une

structure plus simple. Cela ajoute de nouveaux exemples d'immersions denses des
demi-groupes réguliers.
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2. Rappel des définitions.

Soit S wun demi-groupe, et soient x et y des éléments gquelconques de S .

Une application A de S dans lui-méme, écrite & gauche, est une translation &

gauche de S, si A(xy) = (Ax)y ; de fagon duale, o est une translation 3 droite
de S, si (xy)p = x(yp) ; 1la paire (A, p) est lide, si x(A\y) = (xp)y . Les
translations & gauche forment un demi-groupe A(S)

relativement & la composition
des applications écrites & gauche ; de fagon duale, les translations & droite for-
ment un demi-groupe EﬁS) pour la composition des applications écrites a droite ;
le sous-demi-groupe du produit direct A(S) x P(S) , qui est constitué des paires

de translations lides, est 1'enveloppe de translations de S , notée Q(S) . Pour

un élément a de S , les applications ha et Py o définies par ka X = ax ,
Xp, = Xa , sont des translations internes & gauche et 3

a droite, respectivement, en-
gendrées par 1'élément a . L'ensemble T1(S) = {(Ka , pa) | ae S} est un idéal

de Q(S) , appelé la partie interne de Q(S) . Le groupe des unités de Q(s)

noté %(S) , le demi-groupe des translations & geuche internes par T(S) .

sera

Si I estun idéal de S , on appelle S une extension (idéale) de I ; cette

’
extension est dite dense, si 1'égalité est la seule congruence sur S dont la res-

triction & I est 1'égalité sur I ; si, de plus, S

est une extension maximale

(pour 1tordre de 1'inclusion des ensembles) de I , alors I est appelé un idéal

densement immergé de S . Un sous-demi-groupe A de S

est un sous-demi-groupe
densement immergé, si A est un idéal densement immergé de son idéalisateur iS(A)

dans S . Remarquons que iS(A) ={seS| as, sae A pour tout a € A} . Un iso-
morphisme ¢ d'un demi-groupe B sur un demi-groupe A densement immergé dans un

demi-groupe S est une immersion dense de A dans

S , et on dit que S peut 8tre
densement immergé dans S .

Pour toutes les définitions et notations non expliquées, nous renvoyons le lec-

teur au mémoire [1]. Pour les extensions idéales, on peut consulter [ 3], et pour
les idéaux densement immergés, [2].

3. Demi-treillis de groupes.

Selon la construction de Clifford ([1], theorenm 4.11), un tel demi-groupe peut

8tre donné par un systéme de groupes {Ga}qev , deux & deux disjcints, indexés par

un demi-treillis Y et un systéme d'homomorphismes o, 5 ¢ Ga -9'G8 , pour tout
9 :
couple o > B8 d'éléments de Y , satisfaisant aux conditions : @, . est 1'appli-
Ly <
cation identique, o ©, = © dés que o >8 >v , et dont la multiplication
oy B 3,y Gy

est donnée par
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= i € G € G .
axb (amb,ae)(b¢e,a8) , si a , b

= . pl rd 3 ' e Ié - ’ G .
Notons S =[Y ; G, s QQ’B] , et désignons par e 1'élément unité de G,

Soit Y wun demi-treillis. Le demi-treillis des idéaux de Y (demi-groupe pour
1'opération intersection ensembliste) sera noté SY e Unidéal I de Y estun

idéal rétracté, s'il existe un homomorphisme ¢ de Y sur I qui laisse les élé-

ments de I invariants ; leur ensemble sera noté RY . L'idéal principal engendré

par un élément o« de Y sera noté (o) , et leur ensemble sera noté @Y .
Soit S8 =[Y G, @, B] un demi-treillis de groupes ; pour tout I € QY , po-
14

sons

~e

i i 1 = = i s
inv linfG } o = {(g ) € QLE 6, | 8, =gy 0 o S @ <8},

avec la multiplication par coordonnées, et posons

I . - . . {
nv llm{Ga1a€Y U inv llvaa}a

Ian

eI ’
avec la multiplication
(a )

o’ el (bB)BeJ = (ay by)yean .

Inv llm{Ga}QGY sera dite la limite inverse de S = [Y G, ¢b,6] .

Le résultat principal de ce paragraphe exprime le fait que 1l'enveloppe de trans—
lations de S est isomorphe & un sous-demi-groupe, que nous caractériserons, de

Inv lim{Gd}aeY . Toutes les notations introduites sont fixées pour tout le para-
graphe.

LEMME 1. - Pour tout I €3, , inv 13‘.m{GO’}Q{eI est un groupe, et

Inv llm{Ga}aef :;[aY s inv 1im{Ga}a€I , ¢I,J] ’

ou, pour tout I 2J ,

(

acy)afel ‘!"I,J = (acv)cer *

Démonstration. — La premitre assertion est bien connue. Pour la deuxiéme, il suf-
fit de remarquer que la construction de Inv lim{Ga}aeY entratne immédiatement que
c'est un demi-groupe demi-treillis 3, de groupes inv lim{Ga}aeI , dont la multi-

plication est déterminée par les homomorphismes wrogoe
’

LEMME 2. - L'ensemble des transiations & gauche (ou 3 droite) d'un demi-treillis

Y coincide avec 1l'ensemble des endomorphismes de Y sur ses idéaux. Un tel idéal

I est cearactérisé par la propriété suivante : 1l'intersection de 1 avec tcut

idéal principal de Y est un idéal principal de Y . De plus, I détermine la
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translation (endomorphisme) A définie par la relation I n (o) = (Ax) pour tout

a€Y , et 1a correspondance X\ =—> 1 est un isomorphisme de A(S) sur RY .

Démonstration. - Voir [9], propositions 1 et 3.

La propriété évoquée peut donc 8tre prise comme définition d'un idéal rétracté de
Y . Les idéaux principaux en sont un cas particulier.

P \
THDOREME 1. - Notons A = Inv 1im{G} . . La fonction o, définie sur A(S)
bar

(1) ot x-»(xea)ad, o I=foweY | )\Snchifé} ,
est un isomorphisme de A(S) dans A . De plus,

(2) r(Slo=1{(a) qeal|l Tend ,

(3) A(S)s = {(aa)ael eA| I e Ry} = iA(F(S)c) .

Démonstration. - Soient

x et y deux éléments de G . Si Ax € G et

Ve . 7z -1 — z
\y € G6 , les égalités Ax = Ayy X) = (ky)(y 1 Xx) entratnent v < & 3 par syme-
trie, on a 8§ < v, et par suite vy =& . Notant x —> ¥ 1'homomorphisme canonique

de S sur Y , nous pouvons définir une fonction N sur Y par AX

= MX . BEn par—
ticulier,

Mx) =2 = Mw) = Oy = Ny = ()7
ce qui montre que A € A(Y) . D'aprés le lemme 2, A

est complétement déterminée
par 1'idéal rétracté I = \Y , et, de plus, I

coincide avec I définie dans (1),
et la restriction i\I est la fonction identité. I1 en résulte que kea € Ga pour
tout o€l , etsi o<8, ona

Xea = )x(e‘B * ea) = (Keg) we = (keg)ms’a ,

ce qui montre que o est une fonction de S dans A .

Soient N\ , w e A(S) . Avec les notations ci-dessus, on a 2, e A(Y) et
(\Z)Y = XY " Y . Bn posant Ao = (c )

o’ el , et supposant que
e, € MS , on en déduit

et uwuo = (da)aEJ

()\u’)ea = )\(ueC{) = )\do, = }\(ea k4 dC{) = ()\ea) 4 dC{ = C'.Y 14 dd

ce qui signifie que o est un homomorphisme.

Soit No = o = (Ca)ael , et soit a € Ga « BEn vertu du lemme 2, on a
I n(a) = (W) = (fe) pour tout o €Y . Denc

I

\a = X(ea * a) (Kea) % a= (leia) = oa = (ueia) = a= (uea) * a= u(e& x a) = ua



11-05

ce qui montre que o est une fonction injective.

Pour a € Ga , on voit sans peine que Xa = (o) , idéal principal engendré par o
ce qui entraine Xo = (CB)BG(Q) . Inversement, si (aB)BG(a) € A, on a, pour tout
Lo,

8y = 2, =a, %o =2 e %e, = (xa ea) xe, =\ (e ne )=\ e

RN ) o . P a, « B a, g !

ce qui implique que A o = (a . Ceci établit la formule (2).
aui fmplique que X, (85) 6e (o) (2)
Nous avons remarqué ci-dessus que, pour AC = (aa)QEI , On a toujours I € RY ’

ce qui montre que le premier ensemble de (3) est contenu dans le second. Soient

(aY)YGI €A avec I € R , et (bB)Bé(a) € 1(S)s . On obtient

(8)yer (bg) (2 b,)

g’pe(a) ~ ' seln(a)

or, d'autre part, en vertu du lemme 2, on & I n (¢) = (¢) pourun ¢ dans Y ,
ce qui entrafne (a bs)se( ) e T(8)o , d'aprés (2). On voit de la m@me facon que

le produit (b )Be(a) (a Y)YEI est aussi contenu dans T(S)c . Par conséquent

(aV)Y e i (F(S)q) , et le second ensemble de (3) est contenu dans le troisieme.

Soit enfin (c )YEI € i (F(S)c) . Pour tout o€ Y, le produit (c )yel (eB)Be(a)
est contenu dans I'(S)o , et par conséquent I n (¢) est un idéal pr1n01pa1 de Y,

et 1le lemme 2 implique que I € RY o Définissons une fonction X\ sur S par
(4) \a = cY % a , si ae€ Ga et I n(a)=(y) .

I1 est évident que la fonction N , définie ci-dessus pour A € A(S) , peut s'ap-
pliquer ici aussi, et donne I n (¢) = (Aw) . On en déduit que Aa = oz, *a si

a € Ga + Par conséquent, pour tout a € Ga sy b€eG, , on obtient

B

(ha) #b=(cx wa) #b = (c

v o R, (Xa)e)(wa, (Xa)e) (b“’e, (Xa).s)

1

% (x B)[(a s O{B)(bcoq )] @ w8, M (aB) = rMa = b)

, 8

ce qui implique \ € A(S) . D'aprés (4), il est clair que Ao = (CV)VGI , et on a
bien iA(F(S)c) = A(S)o . Ceci démontre la formule (3), et achdve la démonstration

du théoréme.

Nous pouvons maintenant énoncer un des principaux résultats de ce travail.

THéORﬁiE 2. - Soit S =[Y Ga , wa 8] un demi-treillis de groupes. La fonction
- ’

X 5 définie sur S ypar

X : a —e'(aw 8)8<y ) si Sy o



11-06

est une immersion dense de S dans A = Inv lim{GQ}dEY . De plus,

~ ~ ~ . i i ‘- o 1
(5) AS) = B(8) = A(S) = [R 3 inv LimC 3 1, 47 57
o (ac.v)czeI \!’I,J = (acy)aeJ si I=2J,et

(6) Sx ={(a) g €| T eby}, 2(8) ~inv linfG } o .

Démonstration. — Montrons d'abord que, pour toute translation & gauche X de S,

il existe une translation & droite p de S 1ide & X . Soit X € A(S) , et soit

Ao = (cy)yeI avec la notation du théoréme précédent, de telle fagon que A\ peut
8tre donnée sous la forme (4). Définissons p par
ap = a % CY ’ si a € Ga et I n(e) = (y) .

Comme pour X\ , on montre ici que p est une translation a droite de S . De plus,

pour a € G, , b€ GB s et I n(a)=1(), In(g)=1(8), onobtient
(@8) = (@) n(e) = () n(T n(®)=(n(a)) n(B) =(y) n(B) = (y8) ,

ce qui implique o = yB « On en déduit que c_ o

' AY
5 d'ou

8,06 = Ty PyyyB ?

) = (a ) (e

a » (Ab) = a % Cg D (acpa oty yB

n

) (e, wé’aé)(bw )(wa,YB)

y 28 Y cp'Yi'YB

Byctd

= a wC b
Y

(ap) wb

c'est~a~dire que A et p sont liées.

Par symétrie, toute translation a droite est 1liée & une translation & gauche.
D'autre part, il est clair que S est un demi-groupe réductif, ce qui entraine que
les projections de Q(S) dans A(S) et dans EKS) sont des isomorphismes de
a(3) sur A(S) et 2(8) , respectivement. Nous avons vu, dans le théoréme précé-
dent, que A(S) est isomorphe 2 {(aa)ael EA| Ie ﬂYl s i1l est facile de voir
que ce dernier est isomorphe au dernier demi-groupe de (5). Ceci complite la dé-

monstration de (5).

Si ae€ Ga , on a, avec la notation du théoréme précédent,

) .

xa o = (xa eﬂ)ﬁ$a = (a % eB)BSH = (arog,B

Par conséquent, la fonction ¥ , dans 1'énoncé du théoreéme, est la composition de
l'isomorphisme v : a ~9'ka de S sur T(S) et de o restreinte & T(S) . Le
fait, démontré au début de la démonstration, que la projection de Q(s) dans A(S)
est un isomorphisme de a(s) sur A(3) , entrafne que T(S) est un idéal dense—
ment immergé de A(S) , d'aprés [2], 1.3.5. En vertu de 1'isomorphisme o ,

r(3)c = Sy est un idéal densement immergé de iA(SX) , ce qui, var définition,
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implique que Sy est un sous-demi-groupe dense de A ; et, par suite, ¥ est une

immersion dense de S dans A .

La premidre formule de (6) découle du théordme précédent et du fait que

T(S)o = Sx ;3 la dernidre formule est, 3 présent, évidente.

COROLLAIRE. - Si S est un demi-treillis de groupes, ((S) 1'est aussi.

4. Demi-groupes réguliers, produit sous-direct d'un demi-treillis et d'un groupe.

Soit S un sous—demi-groupe du produit direct Y x G, o Y est un demi-treil-
lis, et G un groupe, tel que les projections de S dans Y et dans G sont
surjectives. Pour tout o € Y , posons Ga =fged I (0 g) € S} . On voit sans
peine que la fonction M qui, a tout o« € Y , associe 1l'ensemble Ga , est une
fonction antitone du demi-treillis Y dans le treillis E(G) des sous-groupes de

G, etque U G =G . Posons of =G ; remarquons aussi que
wey @ o

S = {(a , g) e Y x G | g € an}

et notons S = (Y s Ty G) . I1 est clair que S est un demi-treillis de groupes,
et nous pouvons utiliser les résultats antérieurs concernant 1l'enveloppe de trans—
lations de S . Il faut d'abord noter qu'il suffit de considérer les translations

d'un c8té seulement, par exemple les translations & gauche.
Soit N e A(S) 3 définissons les fonctions T et © par la formule
(7) Mey g8) = (1l , &) , 6(c, &) ((e , g8) €5) =
Pour tout (o ’ g) , (7 ,h) eSS, ona
Mo, )8 ,n) = (e, g, 9, )s,n=((, s, (e, e)) ,

)\[(Q’ ’ g)(B ’ h)] = )\(0"0) ’ gh) = (T(ClR ’ gh) ’ e(dﬂ ) gh)) ’

d'ou
(8) (x , g)8 = (a8 , gh) ((¢ 8, (B,n) €8) ,
(9) a(a, g)h=06(c8, en) (e, 8, (8, n) €8) .

si (@, &), (@, h) € S, on a aussi (v h-.1 g) € S, et, d'apres (8), il vient
T(a ’ g) = T(a ’ h(h—l g)) = T(d ’ h)a = T(m , hl) = T(a ’ h) ’

oy 1 est 1'élément unité de G . lious pouvons donc écrire (o, g) = Ta , et
considérer T comme une application de Y dans lui-r8me. La formule (8) entraine
de plus que T € A(Y) . si (o g) , (3 ,g) €S, ona (» ’ 1) € S, et en ap-
pliquant (9) aux couples (o , 2) , (3, 1) , on obtient a(a , g) = 2(o” , g) .

Par symétrie, on a aussi a(s , g) = Mas , g) 5, d'ou e, 8) = a(p , g) . Par
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conséquent, on peut dcrire 6(x¢ , g) = 6g , et considérer A cormme une application

de G dens lui-m&me. De plus, la formule (9) implique que 6 € A(G) .

En vertu du lemme 2, & T € A(Y) on peut associer 1'idéal rétracté Y =1 de

Y ; en ce qui concerne 9 € A(G) , ona @ = ka , O a = 81 . Nous pouvons mainte-

nant énoncer le résultat suivant.

THEOREME 3. - Notons B = SY x G + La fonction € , définie sur A(S) par

£: N => (I, 8, ob I et a sont définis ci-dessus ,

est un isomorphisme de A(S) dans B . De plus,
(10) r(s)z=f{((«) ,a)eB| (¢, a)es} ,

3 { y & s A& 1} =1 .
(11) Ms)s=1(1,a) eB| ITer € n oo B(r(s)g)

Démonstration. — Remarquons d'abord que la formule (7) peut s'écrire

(12) Moy g8) = (ta, 0g) = (B, ag) (e, g) €8) ,

ou TeAY), o6en), et In(e)=(8), a€cCG.Ilestclair que E est la
composition des isomorphismes A ~-> (7 ’ n) -» (1 ’ a) , et est par conséquent

un isomorphisme de A(S) dans B . Pour tout (o, a) , (8,8 €85, ona

Maya)(Br 8 = (@, 88,8 = (B, ag) = (v, =) » ou (@) n(2) = (y) ,
ce qui, d'aprds (12), entrafne que k(a,a) £ = ((@) , a) 3 ceci démontre (10).

Soit A e A(S) , et A = (I, a) . Dans la construction de I ci-dessus, nous
avons vu que I =7Y , od T € A(Y) , ce qui, d'aprdés le lemme 2, entraine que
I e @Y . Soit o €I ; 1'galité I = 7Y montre aussi que To = o . Rappelons que,
dans (12), on a a = 61 . D'autre part, (o, 1) € S pour tout o €Y . Il s'en-
suit que, pour o € I , l'appartenance de Mo, 1) = (ta , 21) & S implique
(o ’ a) € S , c'est-3-dire que a € o7 . Ceci montre que le premier ensemble de

(11) est contenu dans le second.
Considérons (I , a) EB, ou IE€ GY et a€ N v, et prenons ((a), g)e r(s)e .

On a (I , a) ((a) ’ g) = ((8) ’ ag) ,ou I n (a)YiI(a) . En vertu de (10), on sait
que (¢, g) €S, d'ou ge€ o . Puisque B L o, l'antitonie de ™ entrafne que
g € 81 . D'autre part, a € A" , parce que 3 € I , et on en déduit que ag € 87,
ce qui implique (3 , ag) € S . D'aprés (10), cela donne ((B) , ag) € r(s)e , et
par conséquent (I , a)((«) , &) € T(S)S . On montre de fagon analogue que

((@) , g)(1 , a) € T(S)E . I1 en résulte que le second ensemble de (11) est contemu

dans le troisiéme.

Soit enfin (I , a) € iy (T(8)€) ; définissons une application A sur S par
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X(Q’ ’ g) = (B ) ag) ’ si (I ’ a)((oz) ’ g) = ((8) ’ ag) .

En utilisant (12), on vérifie sans difficulté que A e A(S) et Az = (I, a), ce

qui montre que le troisiéme ensemble de (11) est contenu dans le premier.
Le résultat principal de ce paragraphe est alors le suivant.

THEORZME 4. - Soit S= (Y, M, @) un demi-groupe régulier, produit sous-direct

d'un demi-treillis Y et d'un groupe G . La fonction + , définie sur S par

v: (@,8) - (0,8 ,

est une immersion dense de S dans le produit direct SY x G . De plus, Q(S) est

un demi~groupe régulier, produit sous-direct du demi-treillis RY et du groupe G,

et

a(s) =(&y , T, 6, =8 =n on ,
aeY

ot IT= N of pour tout I e Ry
o€l

Démonstration. — La premitre assertion découle du théoréme précédent, de la méme

maniére que la premidre assertion du théoréme 2 résulte du théoréme 1.

D'apreés le théortme 1, Q(S) ~ A(S) est un demi-treillis de groupes. Pour tout
IeR , la formule (11) entratne que (I , 1) € A(S)E . D'autre part, si a € G,
il existe we Y tel que (¢, g) € S, ce qui, d'aprés (10), implique que
((@) 5 a) e T(S)E < A{S)E . I1 s'ensuit que A(S)E est un demi-groupe régulier,
produit sous-direct de RY et G . La construction du début de ce paragraphe est

donc applicable & A(S)F , et donne A(S)F = [RY , M, 6], on IN= N on pour
- o€l

tout I € RY , d'apres (11), ce qui implique A(S) =‘[RY y Ty G] .

Le dernier isomorphisme résulte directement de (11) ; en effet, un élément

(1 , a) de A(S)® est inversible si, et seulement si, I =Y .

COROLLAIRE 1. - Pour tout demi-treillis Y , et tout groupe G , on a

Q(YxG)_’zﬂYxG .

Démonstration. — Le cas S =Y x G, dans 1la formule (11), donne A(S)E = RY x G

COROLLAIRE 2. — Si S est un demi-groupe régulier, produit sous-direct d'un demi-

treillis et d'un groupe, Q(S) 1'est aussi.

Ce corollaire peut se déduire directement du théoreme 2, si on remarcue que, dans

le cas ou tout homomorphisme D, .0 est injectif, tout homomorphisme 1l'est
)

I ,
5

[ I

aussi, d'aprés la propriété suivante : le demi-treillis de groupes [Y w0 ? %y ]
5
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est produit sous—direct d'un demi-treillis et d'un groupe si, et seulement si, tous

les homomorphismes ?,.3 sont injectifs ; nous ne le démontrerons pas ici.
’

5. Demi-groupes commutatifs séparatifs.

Nous utiliserons d'abord quelques résultats de [1], & 4.3. Soit S wun demi-groupe

commutatif séparatif ; écrivons S comme réunion de ses composantes archimédiennes

Sa avec o € Y . Posons
F=f(a,b)esxsS]| a,be s, pour un &€ Y}

avec la multiplication (a ’ b)(c ’ a) = (ab , cd) , et définissons une relation
binaire T dans F par (a, b) v (c , d) si, et seulement si, a s CE Sa pour
un o €Y et ad = bc . Alors T est une congruence sur F , et le demi-groupe

quotient Q = F/t sera appelé le demi-groupe des fractions de S . En effet, no-

tant par [a , b] 1la classe de T contenant (a, b) , la fonction w , définie
sur S par aw= [a2 , 2], est une immersion de S dans Q . De plus,

Q::.[Y 5 Ga )

treillis Y , Ga étant le groupe des fractions de Sa , et avec o

@a B] , qui est un demi~treillis de groupes, avec le méme demi-
b

. définie

L 3%

par [a ,'b}%yr3==[ac , bc] pour [a, b]e€ G,» ©€8,, @38 . Llobjet de ce
b A !

paragraphe est d'abord de plonger A(S) dans A(Q) , puis d'appliquer les résul-

tats du paragraphe 3 au demi-groupe Q . Les notations introduites resteront fixées

dans le reste de ce travail.

Soit A € A(S) . Pour tout a € S , montrons par récurrence que (ra)? = A" a .
La formule est triviale pour n = 1 , supposons qu'elle est valable pour n . On

obtient
(a)™?! = () (ha)® = (ha) (A% &) = AL (W a®a] = a(Z® a7y = \BFL L

Soient a , b € Sa , On a a’ = bx et b = ay pour certains x , y € S et un

entier positif n qu'on peut supposer plus grand que 1 . Par suite,
a)® = A% & = 221 aox) = P HOwx] = (o)Wt %),

et, de la méme fagon, (kb)n = (ka)(ln-l y) , Ce qui entrafne qu'il existe B e Y

tel que Aa , Ab € SB . Il s'ensuit que, pour tout o€ Y , il existe 2 € Y tel

n

S8 . BEn particulier, (Xa)a = Xaz entrafne fx =8, d'ou T Lo, et

par suite ()\a)2 ’ (Aa)b € Sq . Par conséquent, [a , bl € Ge implique

que XSa

{(Aa)z , (Aa)b] e GB , ce qui permet de d4finir la fonction A ci-dessous.

’ N
THEOREME 5. — La fonction 5 , définie sur A(S) par

2 A=, 22_-X[a , bl = [(ka)z , (ra)b] pour tout [a, bleq ,
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est un isomorphisme de A(S) dans A(Q) , avec la propriété A(S)s = ii(Q)(F(S)e)'

Démonstration. — Soient A e A(S) , et [a, b], [c, d] € Q. On obtient

(Ma, b)[c, d]

i

[(Ka)z , (Ka)b][cz , cd]= [(?\a)2 02 , (Aa)ocd]
[(A(ac))? , (A(ac))ba]

]

Mac , bd]:?\([a , ¢ b, d]) ’

Il

ce qui montre que A\ € AMQ) . si, de plus, ¢ € A(S) , on calcule

Aala , b]

(0a)2 , (wa)b]=[(A=a)2)?, (A(wa)?)(wa)d]
[(kma)z (coa)2 , (Xma)(ma)2 b]

1]

[(h0a)® , (Awa)b]=Rola , b]

ou l'avant-dernitre égalité se déduit de la remarque suivante : si a € Sa ’

wa € SB y MAD E SV y on a o >B 3y , comme nous 1l'avons vu ci-dessus, ce qui im-

plique, pour tout c € SR ’

[a, b]= [alac) , b(ac) ]= [(ac)a , (bc)a]= [ac , be]

Par conséquent, O est un homomorphisme de A(S) dans A(Q) . 51 N

]

% , on ob-
tient, pour [a , b] e G, s

[()\3)2 ’ (Xa)b]:?[a y b= wla, b]= [(wa)z ’ ((Pa)b] ’

a'ol ()\a)2 (wa)b = (Aa)b (cpa)2 , 0l Aa, wace SB pour un certain 7 <« o La

simplifiabilité dans SB entrafne \a =wa . Donc A= , et 6 est injective.

Comme S est commutatif et réductif, la projection de Q(S) dans A(S) est
surjective et injective. Par suite, T(S) est un idéal de A(S) , ce qui implique
1'inclusion A(S)n < iA(Q)(F(S)e) . Inversement, soit o € iA(Q)(F(S)Q) . Pour tout
a€ S, il existe un unique b € S tel que mla = xb , ce qui permet de définir
une application de S dans lui-méme par la formule éia = an . Pour tout

a,besS, ona

Moa)b = Ma Mo = e M = Pap = M(ab)
ce qui montre que (Aa)b = A(ab) , c'est-a-dire que X\ € A(S) . De plus, pour tout
a2, D] € Q, on obtient

Aa, b]=olla?, alb , 2] =& (b, b°T =X, [b, b7 1= [0, )2, (1, b)b7]

Il

[(Aa)2 b2, (ha)b’]= [(Ae)®, (Aa)bl=13%[a, b] ,

il
il
il

A(S)x , et 1'égalité est démon-

in

et ®m= A2 € A(C) . Par conségquent 1A(Q)(l(3)~)

trée.
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COROLLAIRE 1. - La fonction ¢ , définie sur S par ©® s s

s st une

-\
2
[s%,s]
immersion dense de S dans A(Q) .

Démonstration. - Avec les notations introduites ci-dessus, pour s € S et
[a, b]le Q, on obtient

Re o 812 L0g 2%, 0 )= (e0)?, (ealo)= [, s1le, 1= 5 Tas],
S7,8

d'ol XS = A 5 . I1 en résulte que S = T(S)e , et, en vertu du théoréme pré-

s%,s

cédent, A(S)e = iA(Q)(F(S)e) . D'autre part, T'(S) est un idéal densement immergé
de A(S) , d'aprds [2], 1.3.5, et le fait que la projection de Q(S) dens A(S)
est un isomorphisme de (S)

a(S) sur T(S) . Par suite, St est un idéal densement immergé de son idéalisa-
teur dans A(Q) . Par définition,

sur A(S) qui applique la partie interne n(s) ade

© est une immersion dense de S dans A(Q) .

COROLLAIRE 2. - Tout demi-groupe commutatif et séparatif peut 8&tre densement im-

mergé dans l'enveloppe de translations de son demi-groupe des fractions.

Comme Q est un demi-treillis de groupes, Q(Q) 1'est aussi, d'aprés le corol-

laire du théoreéme 2. I1 résulte du théoréme 5 que A(S) doit 8tre commutatif et

séparatif. Plus généralement, toute extension dense d'un demi-groupe commutatif sé-

paratif est un demi-groupe commutatif séparatif, ce qu'on démontre sans difficulté.

Nous appliquerons maintenant quelques—uns des résultats du paragraphe 3 concer—

nant les demi-treillis de groupes au demi-groupe des fractions Q de S, ce qui

nous permmettra d'établir une autre immersion dense des demi-groupes commutatifs sé-

paratifs. Le résultat suivant donne les images de S dans la limite inverse rela-

tive & son demi-groupe des fractions. Nous conservons toutes les notations introdui-
tes antérieurement.

I'd ~
THEOREME 6. - Soit S un demi-groupe commutatif séparatif avec les composantes
archimédiennes S,» €Y, ot soit Q= [Y;sG , o %]

son demi-groupe des
fractions. En notant 6 1la fonction du théoréme 5 relative & S

, o celle du

théortme 1 relative & Q, et A = Inv 1imfGala€Y , on a
2
(s = S e Y)
(s)eo {([S ’ S}Q'Y,(Y)ZS‘VGA‘ 8 € v ? Y !
(13)
=r 7 dGS ey
Loy s a Dy e8] e e 8, 4 €8, vell ,
ot i i 1) = 3
A(S)eo = {([ca R da})Qer eaA| Ie Ry s €, S,cd,8, silI ~(8) = (o)}

a 2 o o

(14)

i,(r(s)ac) .
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Démonstration. — Pour s € S, et pour tout a € S avec a<v , on a
Y o o N

2 2
Par suite, le premier ensemble dans (13) est contenu dans le second § il est évi-
dent que celui-ci est contenu dans le troisime. Soit ({ca ’ du])o:Sy € A tel que

¢c =d s,ou s, d €38 Pou
v VAR » %y v r tout aaesa avee oY, oOna

2
[S a ’SaY]=[cY’d] ’

Y Y
et, par suite,

c ,d =] a = = [s°
L o ? 01] LO'Y ’ V]‘P.Y,a, [C'Y ’ d'Y-J [aa ’ aa] = [s aY ’ Sa'Y] l.ao[ ’ aa]

2 2 2
= [s ayaa,savaa:\:[s aa,sa(y]=[8 ,S]Lao,,aa] ’

ce qui entrafne )\  fo = ([ca , da])

ay Ceci montre que le troisiéme ensemble de
(13) est contenu dans le premier. -

Afin de montrer (14), choisissons un élément quelconque A dans A(S) . On a

(15) Mo = (0@)la, , 8] = (((a)?, (a)ad o >
ou
(16) I=foeY| (A)Sn G, gy e Ry et a, €5, -

Soient I n (B) = (o) ’ aa e Sa , be SF . Nous avons vu, dans la démonstration
bl

du théoréeme 1, qu'alors (N%)[bz , ble ch , donc Xb € Sa , ce qui implique
2 N
— = S
()\aa) b ()\aa)()\aa)b ()\aa) acy()\b) € ()\aoz) a, S, »
et par suite ()\ao[)2 S, € ()\a‘y) acv Su . Ceci, en conjonction avec (15) et (16),
montre que A(S)ec est contenu dans le second ensemble de (14).

Soit ([ca , doz])aEI un élément du second ensemble de (14), et soit
([ga , ha])ofsy un 4lément du troisidme ensemble de (13). On a
([cCl ) dr{])cyel ([ga ’ ha])C‘S'Y = (LCO{ g , 4d ho:])

o o

B’

N

u I n = (3) . Par hypothe c. S d. S, et €h S . D'apres la
ou T n(y) = (3) . Par hypothse, o S <d S, et g €h S . Dap
constructicn, on a, pour tout ve S,
)

It

1 Ty vl = s = .
[g"( Vo, h'Y v [E,Y ) hY_J v, v) [g\{ ’ hY}JY,Q [g% ’ }‘3}. ’

ce qui entraine gy vhq = hY vg, . D'autre part, g € L S implique 1l'existence

de ue€sS tel que =h u . Par suite h vi)uh, =(h Vv d'cu
N e g =h Y Juh, " )ge ’
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gg = hB ue h8 SY o I1 en résulte

O

cg &5 € g hS sy = hB(cB sy) c hB dB 8g = (dB hB)SB ,

donc ([ca g, 1 da ha]) g € r'(S)ac , en vertu de (13). On en déduit que
(Lo, » 4D er € 1,(T(8)60) .

Supposons finalement que ([Ca , da])

€ iA(F(S)Qc) . On obtient, pour tout
[a ’ b] €Q,

oel

([C y d ])

o o~ el

(

(Leg s 4 Dger Mrap70) x[az’a] x[b,bej)c

{([ca ’ da])ad (Ka QG)}()\[b,sz o) e Qo

]

ot 1l'inclusion est valable, parce que l'expression entre les accolades est contenue

dans TI(8)8c qui est contenu dans T(Q)s . En utilisant le théoreme 1, on en dé-
duit

(Ley, » 4,Dper € 1,(T(Q)0) = A(Q)o
-1 .
Posons A = ([ca ’ da])aeI o] . 0na Ae AQ) y et, pour tout s € S, on obtient
[x(xs 8)Jo = (xc)(xs fo) = ([ca , da])aeI (xs o) e r'(S)ag ,
d'aprés 1'hypothdse, ce qui implique X(KS 9) € T(S)e . Par suite

Ae i )(r(s)e) = A(S)e ,

AlQ

en vertu du théoréme 5. Or, cela entrafne ([Cw ’ da])

achdve la démonstration de (14).

wel = M€ A(3)9c , ce qui

Le théoréme précédent permet d'établir une autre immersion dense d'un demi-groupe

commutatif séparatif.

CORCLLAIRE 1. = Soit S un demi-groupe commutatif séparatif avec les composantes

archimédiennes Sa y, o €Y , et soit Q= ly G, ® .1 son demi-groupe des

[ L{,(*,-‘

fractions. La fonction 7 , définie sur S par

T s = ([s° , s]@v )

o ey (s € SY s Y € Y) ’
? <

est une immersion dense de S dans Inv 1im{Ga}

I

Démonstration. — La fonction T est la compcsition des isomorphismes suivants :

2 o} 2 )
8 =3>» A === A —_— s S s €S
s [s2,s] (Ls%, s vscdagy ( )
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et est donc une immersion de S dans Inv 1im{Gd1aeY . De plus, St = T(S)eo est

un sous—demi-groupe dense de Inv lim{Ga}aeY , d'aprés le théordme 6 et [2], 1.3.5.

COROLLAIRE 2. - Tout demi-groupe commutatif séparatif peut &tre densement immergé

dans la limite inverse de son demi-groupe des fractions.

On peut simplifier les démonstrations du théordme 6 et du corollaire 1 pour mon-
trer que 1l'immersion canonique d'un demi-groupe commutatif simplifiable dans son
groupe des fractions est une immersion dense. Le résultat suivant généralise cette

propriété au cas d'un sous-demi-groupe quelconque d'un groupe.

THEORENME 7. = Tout sous-demi-groupe d'un groupe est un sous-demi-groupe dense.

Démonstration. - Soit S un sous-demi-groupe d'un groupe G , et soit
(A, 0) € Q(S) . Pour tout a, be S, on a

(a)at = b7 b(ra)a~t = b (bp)aa~t = b (bp)bb~t = b~ b(ab)b~t = ()pTh .
I1 en résulte que la fonction T , définie sur aQ(s) par
-1
n: (A, p) => (Na)a~ ,

ne dépend pas de 1'élément a . Pour (A, p) , (A*, p') e Q(8) et ae S, on
obtient

O, )1 (A, on)n = ([A(n'a) J(M1a) 1 (ara)a™?

—a(vra)al = [OwNala™t = (e, pp")1
et T est un homomorphisme. Si (Aa)a™! = ()\'a)a"l pour un a € S, on &, pour
tout bes, ()bl = (Ab)b"!, et par suite Ab = A'b . Il s'ensuit que
A= A", et 1la simplifiabilité entrafne que ¢ = p' . De plus, pcur a € S, on a
A, M= (xa a)a ! = a , ce qui inplique T(S)T = S . Puisque T(S) est un idéal de
Q(S) , on en déduit que T est un iscmorphisme de ((3) dans iG(S) . D'apres
[2], 1.3.5, 1(3) est un idéal densement immergé de Q(S) . Par conséquent, a(s)n
est une extension dense maximale de T(S)n = S . D'autre part, & cause de la sim-
plifiabilité, iG(S) est une extension dense de S , ce qui implique gque
Q(S)ﬁ = iG(S) . Cela montre que S est un sous—demi-groupe de G densement immer-

gé.

COROLLAIRE. ~ Toute immersion d'un demi-grcupe dans un groupe est dense.
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