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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01
(A1gdbre et Théorie des nombres)
24e annde, 1970/71, n° 10, 19 p. ler mars 1971

QUELQUES APPLICATIONS DES CATEGORIES A INVOLUTION
AUX ALGEBRES UNIVERSELLES

par Jacques LEVY-BRUHL

Introduction. = Un groupoide large E est un ensemble (ou une classe) sur lequel

on a défini une multiplication, application de A € E x E dans E . Un groupoide

large B est 3 involution, si E est ordonné (ordre noté < ), la relation d'or-

dre étant compatible avec la multiplication, et s'il existe dans E un anti-
automorphisme involutif et isotone ® , appliquant a € E sur la) = ac . Si de

plus E est une catégorie, on exige en outre
(a e Hom(a , B)) ==> (&° € Hom(B, 4)) .

by

35i E est une catégorie & involution, l'application ¢ est un foncteur de E
sur la catégorie 1-duale E¥ : soit A un objet de E , et supposons que xAO
existe. Alors ((xAp)O = Axo = xo) ==> (XAO = x) . On verrait de méme que 1'exis—
tence de AO y entraine Ao y =y . Donc AO est un objet de E , et
(348°) =—> (a® =4 =29 .

involution généralise bien des structures :

(23

La notion de groupoide large

Exemple 1. — Un groupoide de Brandt, une boucle, un groupe, sont des catégories &
involution, en posant () = (=) et ap = afl . Une boucle est un groupcide large

3 involution.

Exemple 2. - L'ensemble [ des parties d'un groupe G est une catégorie & invo-

lution avec L = {a—l} , si a = fa} , et § étant l'inclusion ensembliste < .

Exemple 3. - Tout demi-groupe ordonné commutatif, & multiplication compatible,
est un demi-groupe large 3 involution, trivialement, en posant ao =a, Ya.kn
particulier, tout A~demi-treillis, et tout treillis (avec ap =a, et (v) = (.) ),

est un demi-groupe large a involution.

Exemple 4., — La catdgorie des relations binaires, dont les fléches sont les rela-
tions binaires entre ensembles, avec (S) = (<€) , et ap la relation réciprogue de

la relaticn a , est une catégorie & involution.

Bxemple 5. - Etant donnés des groupes & opérateurs, commutatifs ou ncn, notés ad-

ditivement, A et B, con appelle relation additive r , tout sous-—groupe (2
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opérateurs) du produit direct A x B . On a
((¢,8er, (e',8Y€er) => ((e-0a',p-8")er) ,

et, si A est un cpérateur, (M y AR) € T . Les relations additives foment une
sous—catégorie de celle des relations binaires, stable pour 1'intersection et 1'in-

volution.

Dans une catégorie & involution E , un morphisme a = BaA est dit @

Injectif & gauche, si (a € IG) <==> aa <
a

B;
Surjectif & gauche, si (a € SG) <=> a0 > A

by

Injectif & droite, si (a € ID) <=> 2L a <A
Surjectif & droite, si (a € SD) <=> as’ >B.

1

Les applications, c'est-a-dire les morphismes injectifs & gauche et surjectifs &

s

gauche de E , forment une sous-catégorie B' . L'avantage des catégories a involu-
tion est qu'elles se pr&tent 3 des calculs formels simples, le signe ap générali-
sant le symbole ot (cf. exemple 1), et que de nombreux exemples de catégories
(catégories des ensembles, des groupes, exactes, abéliennes) sont isomorphes 2 la

by

sous-catégorie E' des applications d'une catégorie & involution E .

Le langage employé sera généralement celui de 1'exemple 4 ci-dessus ; ainsi,
a = Aal sera dit réflexif si A € a , entier si a g A, transitif si a2 <a,

symétrique si ap = a , une équivalence s'il est réflexif, symétrique et transitif.

Aux systémes d'axiomes proposés par MACLANE [5] et PUPPE [6], qui excluent dés
1'abord le cas des relations binaires (exemple 4), nous avons substitué les sui-

vants, dont ils sont la conséquence :

by

Axiome de modularité. - Un groupoide large & involution est modulaire, si on a
1'4galité

(M) ab Ac = (alb A a0 c)) Ac .

Un treillis (exemple 3) est modulaire, si, et seulement si, il vérifie les éga~

lités de Dedekind qui définissent la modularité classique.

by

Un groupoide large & involuticn est bimodulaire, s'il vérifie (1) et 1'égalité
2-duale

(3%%) abve = (albv a0 c)) ve .
On trouvera, dans [ 4], des conséguences de 1la modularité et les axiomes qui sui-

p ) . . 0
vent : dans une catégorie modulaire, si a = BaA , on pose I(a) = aa A 2 ; on a

les formules
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(m1=1) I(a) < B est symétrique et idempotent |,
(mM=ii) (a <b) => (1(2) < I(v)) ,
(Lif-iii) I(ab) = 1(a.1(b)) ,

(Tit~iv) (1(a) < 1(®)) <«=> (a <’ a) .

L'entier I(a) est appelé image entidre de a .

Les exemples 2 et 4 sont des exemples de catégorie modulaire, l'exemple 5 est un

exemple de catégorie bimodulaire.
Les exemples 4 et 5 suggérent en outre les axiomes suivants s

(K-i) I1 existe, pour tout objet A , un endomorphisme minimum w(A) , et on ap-
pelle noyau entier de a = BalA , le morphisme K(a) = I(ap W(B)) H
(k-i1") (k(a) <K(b)) <=> (ba’ a <D) .

Ce dernier axiome, vérifié dans 1'exemple 5, ne l'est pas dans le cas de rela-
tions binaires, et est nécessaire pour les démonstrations des lemmes d'algébre ho-

mologique, pour lesguelles on utilisera constamment les formules
(2 = Bah € ID) <=—=> (K(a) = w(4)) ; (a € 8D) «=> (1(a) =3B) ,

K(ba) = I(ap K(v)) K(ap a) = K(a) 3 I(aap) = I(a) .

1. Algébre universelle. Congruence. Couple stable.

On appelle algébre universelle & une opération n-aire, une application a d'un

ensemble de données A = Al X ese X An dans un ensemble B , appelé cnsemble de

résultats. Si a n'est pas une application mais une relation binaire injective &

gauche, a € A x B, alors a définira une algébre universelle large (ou partielle)

([4], 0.10, p. 14, et 3.6.2). Enfin, 1'algdbre universelle & une opération n-aire
a sera dite interne, si Ai =B, ¥ i . Une congruence (q ’ r) pour a est un

couple de relations d'équivalences ( q dans A, r dans B ), telles que

(1) (@ =" (q)) => (ala) = ale') (z)) .

io 0 Bjo Bt , sont deux applications injectives, le couple

i

si 10 = a0 ar, ;

dtentiers (30 j , i i) est dit stable pour a , si

(2) (0 € A') => (ala) € BY) .

Dans le cadre de la catégorie des relations, (1) et (2) s'expriment par 1'une quel-

conque des conditions dquivalentes ([4], 3.4) :

(17) (raq = ra) <«—> (ag <ra) <=> (aqal <71) 3
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(2') (vau = au) <=> (au < va) <=> (u g avao) , avec u = io i, v= jo 3.

3i a définit une algdbre universelle interne, on définit une congruence interne

(£* , r) , un couple stable interne (v , v) , ol

(3) oy 5y eve sy o) =(ad, cee, ) (£*)) <=> (0 =l (), vi) ,

(4) (((al y oo 3 dn) ’ (al y see s ah)) e v > ((ai , ai) ev, ¥i) .

On a la proposition suivante

PROPOSITION 1.1.

(a) Pour une algdbre universelle interne, (r*' , r) est une congruence (inter—

ne), si,et seulement si,

(ak = aé (r) , ¥k) => (a(al y cee 5 O ) a(al g eee dé) (r)) .

n

(b) Pour une algtbre universelle interne (v v*n) est un couple stable (in—
’ ’ D

terne) pour a , si, et seulement si,

((qk ’ qk) ev, ¥k ==> ((a(al y eee an) , a(a1 y eee an)) €EvV) .

Remarque. - D'aprés (a), (r** , r) est congruence interne, si, et seulement si,
r est congruence au sens classique ; d'apres (b), (v , v¥0) est couple stable
interne, si, et seuleament si, avec v = jo j, B'= jjo est partie stable de
1'algdbre universelle (B , a) . Mais on peut définir, pour les algébres univer-
selles, m@me internes, d‘'autres congruences et couples stables que les internes
(cf. par exemple, ci-dessous 2.4 (¢)). Le lecteur pourra interpréter, en termes

d'algdbres universelles, les développements qui suivent.

2. Entier saturé pour une équivalence.
Rappelons que, dans une catégorie & involution E , un entier u = AuA est dit

saturé pour 1'équivalence r (r = Arp) , si, et seulement si, I(ru) =u .

PROPOSITION 2.,1. = Soient, dans une catégorie & involution E , une éouivalence

e

r=4ArA , et u = Auhk un morphisme entier, symétrijue, idempotent.

(a) Les morphismes ur , ru , uru sont idempotents. Si E est modulaire,

I(uru) = U .

(b) Si a et b sont des endomorphismes symétriques de A , on a

(ab < ba) <«<=> (ab = ba) .

(c) Si E est modulaire, les conditicns suivantes sont équivalentes :
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(i) L'entier u est saturé pour r ;

(ii) ru = uru
(iii) ur = ru
(iv) ur € ru 3

(v) rur = ru (on peut dire indifféremment que (r , r) est une congruence

pour u , ou gque (u y u) est un couple stable pour r ) ;

(vi) Si, de plus, E vérifie les axiomes (K-i), (K-ii"), K(r) <u .

(d) Les équivalences dans A , telles que I(qu) =u , ou u est un entier donné,

forment une classe convexe (i. €,

u) ).

(1(qu) = I(qa) =u, q<q"<q") => (I(q")

I

(¢) Si ugv <A, ona rurvr = rur .

(£) §i E est la catégorie des relations binaires, et si u = io i, ou io est
0

l'injection i~ = 4% v , les conditions de (c) expriment que U est union de

classes d'équivalence modulo T .

Démonstration.

2

(a) (A1) => (ru-= ru2-< ruru) ,et (u < 4) ==> (rurugr = ru) . De

u
méme, urur = ur , et, par suite, uru.uru = ur.ur.u =uru . On & u < I(uru) y Car
u<uru , et I(uru) € I(u) =u ([4], 3.8.1 (¢)).

(b) (&b < ba) ==> ((ab)o =10 ap < (ba)o = ap bo) => (ba g ab) ==> (ba=ab) .
(¢) on a (iii) <==> (iv) , d'apres (b).

Prouvons (i) <==> (iii) H

(I(ru) =u) <=> (I(ru) € I(u)) <=> (ru< w® 1= ur) <==> (ru =ur) .
Prouvons (iii) <> (ii) :
(ru = ur) =» (m = ru’ = uru) et (ru = uru < ur) ==> (ru =ur) .

Prouvons (iii) <==> (v) :

(ru = ur) =s (ru rur)

1l
a1}
=
Il

et

(rur = ru) => (ur < rur = ru) => (ur =ru) .

dais (ii) exprime que (u, u) est couple stable pour r , et (v) que (r, r)
est une congruence pour u .

Prouvons que (iii) => (vi)
(ur = ru) => (K(r) = K(ur) = K(ru) = I(u.K(r)) < u) .

Prouvons que (vi) => (V) :
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&(r) <u) => (K(r) =K(zr) A u=%K(r)u = uk(r)) => ...
=> (I.k(r) = k(r) g T(u.k(r)) = K(ru)) => (rur < ru)

==> (rur = ru) (K-ii") .

() u=1I(qu) € I(q"™) € I(q'uw) = u . Donc I(q"u) =u .

(e) (u <v) => (rur = rurur < rurvr) , et (v € A) => (rurvr < rur2 = rur) .

PROPOSITION 2.2. = Dans une catégorie modulaire E , on se donne une application

f = A'fA . On pose f(u) =I(fu) , si u<4, et, si u' <A', on pose

fo(u’) = I(fO u') <A . 8i F est 1l'ensemble des entiers de A , muni de la rela-

tion <, et F' 1l'ensemble des entiers de A' , muni de la relation >, alors

les deux applications f et fo déterminent sur F et F' une correspondance de

Galois. Si les entiers de A et de A' forment des treillis complets, les élé-

ments fermés de F , de la forme £ f(u) , et les éléments fermés de F' , de la

forme f(u) , forment deux treillis T 33 T' disomorphes. De plus, la fermeture
fo f(u) d'un élément u n'est autre que la saturation de u par 1'équivalence

fo f.

Démonstration. - On a

(W< v) == (I(zv) 21(f0)) et  (u' 2v") == (1(£2v") <1(° 1)) ,

d'ou 1'anti-isotonie de f et f° . Comme f e IG ,ona u'3z I(ffO ut) , et
conome f € SG, on a u < I(fo fu) , Ce qui prouve l'existence de la correspondance
de Galois. Les éléments fermés de F , qui sont les éléments saturéds pour 1l'équiva=
lence fo f , sont en bijection avec les éléments fermés de F' , images par f
d'éléments de F , par la bijection « 3 :p(fO f(u)) = f(u) . On a

(w<v) <=> (o(u) <olv), si (w,v)er?

ety si T est un treillis complet, alors T' sera un treillis complet isomorphe
([4], 2.2.3 (c)). I1 en sera notamment ainsi si F est un treillis complet, car T
est alors une famille de Moore de F ([4], 2.4.6).

PROPOSITION 2.3. - Soient E une catégorie modulaire, fl et f2

tions telles que (f? £ fg f2) soit une congruence pour a =4, ah. .

deux applica-

(a) si (u2 , ul) est un couple stable pour a , 1'image de (u2 , ul) par

(fl ’ f2) est un couple stable pour le mcrphisme induit f2 af? = a' .
(v) Si (ué ’ ui) est stable pour a' , 1'image de (ué , u{) par (f? , fg)

est un couple stable pour a .

(¢) I1 y a une bijection bi-isotone entre les couples stables pour a saturés

pour (fg f fg fz) et les couples stables pour a' gui sont imagss par

1 ?




1 ~e
FAv e U

(£ f2) de couples stables pour a .

1 b4
(d) Soient s wune surjection de source A y u et v deux endomorphismes en-

. . . (0)
tiers de A , tels que v soit saturé pour r =s s . On a :

(o) s(u  v)s® = sus® A svs® ;
(B) I(r(u A v)) = I(ru) A I(xv) .

Démonstration.

(a) I1 faut prouver
0 .
(5) £, afl.I(fl ul) < I(f2 u,).f, af .
Mais
0 0 0

0 _ o _
f2 afl.I(f1 ul) = £, afl fl vy f1 Lf.f.f . au f. =f_au. f

0
1 [

(v) I1 faut prouver ([4], 3.81 (b))

O 1 O 1 O 1 O ]
a.I(f1 ul) < I(f2 u2)a ou afl ug fl A acg f2 uj f2 aAna .
Mais
0 0 o, o, 0 _ 0, 0 _ 0
afl uj fl < f2 f2 afl uj f1 < f2 us f2 afl fl < f2 u2 f2 f2 f2 a= f2 u2 f2 a .

(¢) est une conséquance immédiate de la proposition 2.2.

(d) L'intersection de deux entiers est égale & leur produit ([4], 3.8.1 (h)), et

donc
suso A svso = suso svso = suvsO sso = suvso = s(u A v)sO (2.1 (c) (iii)) .
On a, d'apreés ([4], 3.8.1 (b), et 2.1 (c) (ii)),

I(ru) A I(rv) =rur A Aav=(rura A)v =rurva v =ruvrv A v = I{(ruv)v € ...

< I(ruv) = I(r(u AT)) .
Lt'inclusion 2-duale résulte de l'isctonie de I .

PROPOSITION 2.4.

(a) L'image par un homomorphisme d'une sous-algébre d'une algébre universelle est

une sous-—algeébre de 1'algtbre-image.

(b) L'image réciprogue d'une sous-zigdbre de 1'algeébre-image dans un roromorphis-

me est une scus-algdbre.

(¢c) Soit V une partie permise 3 gauche A'un groupofde A , a é&tant une appli-

cation de A/h dans A . Si io est 1'injection canonigue de A x V dans A x &,
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0

NN
avec u =1 1 jO 1'injection canonique de V dans A , avec Vv =73 Jj , alors

?
V est permise & gauche pour a , si, et seulement si, (v , u) est stable pour a.

Démonstration. — (a) résulte de (2.3 (a)) ; (b) résulte de (2.3 (b)). Quant a (c),

de démonstration immédiate, il permet de ramener la notion de partie permise 2

celle de couple stable.

PROPOSITION 2.5 (Application aux groupes). — Soient A un groupe, f un homo-

morphisme du groupe A dans le groupe A' .

(a) Un sous=-groupe U est saturé pour la congruence fo f , si, et seulement si,

U contient le noyau H = K(fo f) de 1 'homomorphisme.
(b) cn a f(a) ::A/H ([4], 3.8.5). I1 existe un isomorphisme de treillis ¢ en-

tre 1'ensemble F des sous—groupes de A , contenant H , et 1'ensemble F! des

sous-groupes de A/H , défini par o(U) =U/H , si HcUe A (2.2, et 2.3 (c)).
On a donc, si Ui cF, Vi:

(@) (N U;)/E =n(u,/H)

(8) \/(Ui/H)f: v Ui)/H , si V désigne le plus petit majorant dans le treil-

lis des sous—-groupes.

oo

(c) Si U1 et U2 sont deux sous=-groupes tels que H & U
f(U1 nvu,) = £(u,) n £(U,) .

(d) Du premier théoreme d'isomo hisme, on peut déduire que U est normal dans
D TP q 1

n U2 y ON 2 encore

1

U2 si, et seulement si, m(Ul) est normal dans m(U2) . En particulier, H (C') U ,

si, et seulement si, U/H' est simple (on rappelle que H (C') U si, et seule-

ment si, (HQVQU) ==> (V=U on V=H, avec H £ U) ). On en déduit que,

d'aprés le deuxidme théoréme d'isomorphisme, les sous-groupes du groupe A véri-

fient 1'axiome de voisinage ([47, 7.2.3) :

(¥ (¢') xY) => ((xny) (c') X) ,

et que 1'axiome de la compatibilité de la couverture normale est vérifié ([4],
7.2.3),

((x (cr) Y,2)Y) => (Xnz(c) Ynz) ,

ce qui donne une démonstration du théoréme de Jordan-HSlder pour les groupes par la
méthode de ([47, 7.1).
(e) 5i U, 94, U

((v) (e)),

JA, HSU nU,, et HQU U, = Ul v U2 , on a, d'aprés

Si H= Ul n U2 s Ce dernier groupe est un preduit direct, et, en applicuant le

deuxiéme théorime d'isomorphisme, on a
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(v, 0)/ (U, nU,) = ((u, v,)/0)) = (v, 5,)/0,) .

(f) Les résultats précédents subsistent (en remplagant les structures de groupe

quotient par des structures d'espace homogéne), si H est un sous-groupe qui n'est

plus nécessairement normal de A .

On peut appliquer les propositions 2.2, 2.3, 2.4, & d'autres structures. On a,

par exemple :

PROPOSITION 2.6 (Application aux anneaux commutatifs unitaires). - Soit f un

homomorphisme surjectif d'anneau commutatif unitaire, d'un anneau A sur un anneau
AY ,

(a) L'image d'un iddal de A est un iddal de A' et 1'image réciproque d'un
’ q
idéal de A' est un iddal de A (2.4 (c¢)).

(b) Un idéal de A est fermé pour la fermeture fo f, si, et seulement si, il

contient le noyau H ='E(fo f) de 1'homomorphisme f . Dans 1'isomorphisme e du

treillis T (des idéaux de A contenant H ) sur le treillis T! des idéaux de

A/H , on a les résultats suivants :

(0) U est entier maximal dans A , si, et seulement si, ©(U) est entier

maximal dans A/H . En particulier, U est entier maximal, si, et seulement si,

A/U est un corps.

(8) U est premier dans A , si, et seulement si, U/H est premier. En par-

ticulier, U est premier si, et seulement si, A/U est intdgre.

(y) U est semi-premier dans A , si, et seulement si, U/H est semi-premier

dans A/H , en particulier, si, et seulement si, &4/U n'admet pas d'éléments nil-

potents non nuls.

3. Autre expression du deuxi®me théoréme d'isomorphisme.
L e o A B e e o o S o o o N B i W S o o o oV o)

Sous forme abrégée, le deuxidme théoréme d'isomorphisme peut s'énoncer (en termes
d'algdbre universelle) : Etant données une alghbre universelle S , et une sous-
algébre S' , l'image de S' par un homomorphisme f , 1l'image par f de la satu-
ration de S!' par la congruence fO f , et le quotient de S' par la congruence
induite de fo f , sont trois algdbres isomorphes ([4], 3.8.8). On se prcpose de

donner ici une autre expression de ce théoreéme.

PROPOSITIUH 3.1. - Soient E wune catégorie i involution, r = ArA une éguivalen-

-~

; 0 . .
i et v=m m deux entiers de A , symétrigues et idempotents, ol

ce, u=1

.0 0 L . 0 . .0

i et m sont des injections. On suppose uwu v , et on pose s s =iri ,
o, 6] . : .

t =mrm , ou S et t sont des surjecticns.
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(a) Le morphisme X = tmio so (de source (A//i)/s , et de but (A//m)/t ) est

une injection.

(b) Le morphisme x est une bijection, si, et seulement si, on a une des trois
conditions équivalentes suivantes

. 0 0
(i) mrurm” = mrm” ;
(ii) € rur ;

(iii) (si B est modulaire) v < I(ru) .

Démonstration.
(a) On a
xo X = simo to tmio so = sim0 mrmO miO sO .
Mais (u < v) = (mO mi0 = io) ==> (mo mu = u) , et mio est une injection
([4], 3~ 303*"(-*)0 Par Sui'te,
xo X = sirio sO = sso sso = (A//i)/s ’ et x € ID n SG .
Par ailleurs,
xzp = tmio so simo to = tmio iriO imo to = tmurumo to < tmrmo to = tto et x € IG .
(b) On a

(0 € 2°) «w=> (0 4 < t® =¥ % = t° tmurum® 0 ¢ = ...

0 0 0
= mrm= murum= mrm= = MIUrurm. = mIurm )
0
car m mu =

vu =u , et rurur = rur

(2.1 (a)). Par suite, x
si, et seulement =i,

est une bijection,

(tto < xxp) <==> (to t = mrmo

< mrurmo) <=> (mrmo

0
= mrurm )

(i) .

Prouvons (ii) s (iii) :

(v € rur) <= (v = v2 < rurv) <=> (v = I(v) € I(zu)) (Ti1-iv)

==> (ii)

Prouvons (i)

(mrmo = mrurmo) —> (vrv = vrurv) ==> (v < vrv = vrurv < rur) .
Prouvons (ii) ==> (i) :
(v € rur) ==> (m0 m < rur) => (m= — < mrur)
0 2.0 o)
=> (mrm £ mrur T = @prurm ) .

PRCPOSITION 3.2 (Autre énoncé du deuxidme théoréme d'isomorphisme ; [47, 3.8.8). -

Soient E une catégorie modulaire, (u2 , ul) , (v2 , vl) deux couples stables
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.O .
pour 1l'application a = A aA « Pour k=1, 2, on suppose w =1 1,

= mi ooy uk Vi ou lk et mk sont des 1n3ect10ns. Soit, d'autre part

(r T ) une congruence pour a , et 1'on pose = so s, =04
’ ’ lkklk ’mkkmk Kk k!
ou Sy EE. tk sont des surjections. De plus, on suppose que Vie ( uk) » pour

k=1, 2. Dans ces conditions, les morphismes a™ et b™ sont 1somornhes :

am = ((Az//i2)/82) s, i, ai ((Al//il)/sl) y

0
1
= ((a//m))/%)) by my am) ¢ ((8//n)/t) .

<
|

A > A,
0 0
1 T2
0
8//1 8//1,
\% 4 ]
A/ Sy 52 Tay//m,
a"
J (8//1)/s,  (8//1,)/s, )
tl Y t2
‘b"l

Démonstration. - D'aprds ([4], 3.4.5 (b)), le couple (1 r 10 y i, T, 2) est

une congruence pour le morphisme induit i2 ai? y Ce qui entraine l'existence de

1'application a"™ , si a est une application. De méme, (m, r m? y @, T mo)
0 1171 27272

est une congruence pour m, am, , ce qui entrafne l'existence de b" . iais a™
et d™ sont isomorphes, car, d'apres (3.1), leurs sources et leurs buts sont en
bijection.

Remarque. - Prouvons que (3.2) est équivalent au deuxi’me théordme d'isomorphisme
({43, 3.8.8). Si on choisit dans (3.2), v, = I(rk uk) , on retrouve que les quo-
tients d'un couple stable et de sa saturation par urne congruence sont isomorphes.

Inversement,

(v, < v < Ir w)) => (1 e W) < Ilr v) < I(r, .I(x, w)) = I(r, w)) ,



10-12

et I(r Vi ) = I(x uk) . Les couples (u , u ) (v - v2) ont m&me saturation
par la congruence (rl ’ r2) , et a™ et b"' sont isomorphes comme tous deux

. : iv . . \ .
isomorphes au méme morphisme a = , quotient de la saturation, d'apr®s le deuxidme

théoréme d'isomorphisme.

Exemple. — Soient A wun sous-groupe normal d'un groupe A , U et V deux
sous—groupes de A , tels que U € V & RU . Alors les groupes quotients U/(R n U)

et V/(R n V) existent et sont isomorphes (ils sont tous deux isomorphes a
RU/R = RV/R ).

4, Lemme de Zassenhauss dans les catégories modulaires.
L e N o e e oV W W W i e e e e g

Une congruence dans une sous-algtbre S' , d'une algdbre universelle S , est un
endomorphisme de S symétrique et transitif. On a les résultats suivants sur les

morphismes symétriques et transitifs dans une catégorie modulaire E .

PROPOSITION 4.1. — Soient une catégorie modulaire E , g = AgA wun endomorphisme

de A, symétrique et transitif, et u = AuA un entier tel que u < )

(a) Le morphisme g est idempotent, et, si u = io i ( iO injection), alors

igio est une équivalence.

(b) On a u<sugu, et u<x I(gu)
(c) Si u= I(g) y O 8 ugu = .
(d) On suppose qgue h = AhA est symetrlq_ue et transitif, que u = io i= I(g) AI(h) .

On pose I(gl )=m m=v, et on suppose que igiO < 1h1O . Dans ces conditions :

(¢) Le morphisme ghg est symétrique et transitif ;

9

(B) Les morphigmes mgmO et mghgmo sont des équivalences dans A//m H

(y) on 2 u < m=v , et 1'équivalence induite de mghgmo dans A//i est
0}
ihi~ 3

(8) Si s et t sont deux surjections telles que sO s = ihio
—— — ’
tmi sO .

to t = mghgmo , alors le morphisme =x est une bijection : x

Il

Démonstration.

(a) On a g < gg g = g3 = g.g2 L g.g €8 . D'ou g2 = g . Le morphisne igio
est évidemment symétrique et transitif ({43, 3.4.4 (a) et (c)). De plus,
.. . .0 . .0 . .0
(iO i <i(g)) => (io i< ggo = g2 <g) => (11O = di.i” i.10 < igi’)
0 2 )
() (w<i(g)) «=> (@) <Ii(E) <> (W<eg u=gu) => (" =u<ug).
Mais
(bgegu) => (w=u <(gu) =ug) ,
et
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(u<egu, u<ug) => (u2 < gu2 g=gug et u<gug A A= I(gu)) .

(e) (u=1(g)) => (ugu = I(g)g.1(g) = &) ([4], 3.8.1 (a)).

(d) (¢) La symétrie de ghg est triviale. On a
(gng)? = ehe” hg = ghehg = g.1(g) .I(n)n.I(n).1(g)e.1(g).I(n)h.I(h).I(g)e = guhuguhug .
Mais
(1gi0 < ini®) => (ugu < wm) et donc (ghe)? < g. () & = gumg = ghe
car uhu est idempotent (d'aprés (a)).

(8) On a
v=0"mn=1I() <1(g) ,

et mgm0 est une équivalence, d'aprés (a). De méme,

v = I(gu) = I(g.1(g).I1(h)) = I(gh) = gh® g A & < ghg A & < ghg .
Donc (v < ghg) ==> (mmO < mghgmo) , et mghgmO est réflexif.

(y) Dtapres (b), on a u < I(gu) , ou iO ig mO m . Dtapres ([4], 3.3.3%%), on
a iO =mn mi , et miO est une injection. On a

imo.mghgmo.mi = ighgiO = igio.ihio.igio

(car ghg = guhug ), produit de trois écuivalences dans A//i , telles que

igio < ihi0 . Par suite, ce produit vaut ihiO ([4], 3.5.7 (c)).

(8) Posons r! = mghgmo , équivalence, d'aprés (3). Si 110 = pi0 , 20 = am®
(neutre), alors i ot n'° sont des injections, et, d'aprés (3.1 (b)),
X = tmio SO = tm'i’o so est une bijection si, et seulement si, mmO < I(r’i'o)

(ctest=3~dire si r'u' € SD ). Or
I(r'u?) = I(mghgmo mio) = I(mghgio) = I(mguhugio) = I(mgio.ihio.igio)
.0, .0 .0
> I(ngi .igi”) = I(mgu.I(5i")) = I(mguv) = I(mgu)

= I(m.I(gu)) = I(mmo m) = mmo .

PROPCSITION 4.2. — Dans une catégorie modulaire, soient (ql , q2) une congruen-—

) .C .
ce pour a = A2 aAl , (u2 ’ ul) un couple stable pour a , avec u, = i, i

n

k=1, 2) ’ hk des endomorphismes symétriques et transitifs de Ak , tels que
I(h ) = et que (i, h 9,4 b io) soit une congruence pour le morphisme
b =w et que {3y hy 3,5, 3,03,

s ' o s . . - s .C . .0 -
indvit a' = i, ad) On suppose, de plus, gque RIS < i, hk i, et on désigne

par v = mg mk = I(qk uk) la saturation de uk par 4
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0 0 .
(a) (m1 9 h1 q; my » My Qy h2 45 m2) est une congruence pour le mcrphisme
al = m, am? , induit de a dans la saturation du couple stable (u2 ’ ul) par

(q, » a) -

. . ) . .0

. 1 =
O(b) Si s et t Osont des surjections, telles que s_ s =1 h i
bt = m g h g m , les morphismes a™ et b™ sont isomorphes :

a = (&,//i,)/s,) s, i, 8 s, ((a//i)/s) ,
v = (8 /m,)/t,) t,my amy &) ((&//m))/t) .

o O
= O = O

(c) Dens le cas des algdbres universelles, soient A une algdbre universelle,

q une congruence dans Ak ’ Uk une sous-algébre de Ak ’ hk une congruence de

- . .
U, telle que g n (Uk x Uk) Sh . 8L V,_ estla saturation de U par q,

k
alors q hk QG N (Vk x Vk) est une congruence pour Vk s et on a 1l'isomorphisme

vk/(qk h g n (vk x vk)) f~_.a.Uk/(hk A (Uk x Uk)) .

Dénonstration.

(a) La saturation (v2 , vl) du couple stable (u2 ’ ul) par la congruence

(q, , q,) est un couple stable pour a , d'ou 1l'existence de a" ([4], 3.8.6 (a)).
1 2

D'apres (4.1 (d) (B)), M G hk U mﬁ est une équivalence. I1 faut prouver que

(m1 a4 h1 a m? y My Qy h2 45 mg) est une congruence pour a'" , c'est-d-dire qu'on a

0 0 0 0
(6) m, 8mgemy qy By qy Wy S By 4y By gy moemy amy .

Mais
— —— — p— 2 —

(e = T w)) => G oqe = (g me g A Bay = g e g ~a = 9 %y g
([4], 3.8.1 (b)), et de méme Qe Vi = G W G - Donc (6) se réduit a
(61) m, ag, U, q, h mo €£m, g- h u amo .

2 84y %y 93 My 91 By STy Gp Bp A Uy dp &Yy
Comme, par hypotheése i 0 < i iO tout revient & prouver ([47, 3.5.7 (b))
’ »ohe G e Sy Iy : -
0 C

n

(6M m,y aq; by q m; <m, gy h, g, am; .

Or, en utilisant le fait que (ql , qz) est ung congruencg pour a , gue (u2 , ul)
est un couple stable pour a , et que (il hl il ’ 12 h2 i2 est une congruence

0
pour 12 ai1 , 11 vient
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0 0
m, aqy hy qy my <m, g, ahy q My =1, q, Ay hy g @y
ah ai. i, h, i i mo
Soy qy Uy 81y gy my =1, Gy 1, 1, 81y 1) Ay 4y 1y 4 0y
0
Smy dyu, hy auy g my =m, q, h, @y q @S
< h,. u, a 0 h.u amo
STy 4p by Uy 8qy my K@, gy Dy U, Q4 A
0
= m2 q2 h2 q2 am1 .
(b) L'existence du morphisme b™ est assurde par (a), et les sources et buts de

a™ et DM sont respectivement en bijection, 4'apres (4.1 (a) (8)).

V.=A//o, an V=b,//m,
0
1 A1 a A2
;0 .0
1 2
6 Uk /iy > Y2 t
Y Y
Y°1 yS2
a"l
(8,//3)/s, - (a//1,)/s,
bm\

(a,//n )/, (ay/m))/%,

(Proposition 4.2)

PROPOSITION 4.3 (Lemme de Zassenhauss).

(a) Soient, dans une catégorie modulaire, deux couples stables (ué y ui) et

(ug ’ u?) pour a = A2 aA:L , leur intersection (u2 , ul) = (ué ug ’ ui uf) , avec

1

= 10 g . Soient 'y, des endomorphismes symdtriques et transitifs de ’
Ve = I Ty o 222 & v & P g
tels que I(gé) = ué , I(gﬁ) ug , de fagon que
0
)

0
3! t 51t 3! r 51 3 3 ! s 1
(11 g1 , 13851 soit une congruence pour 1) ad) ’

9y

(iy &) i;o y 15 €5 15 soit une congruence pour il ail” ,
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et soient encore h, = A h A, symétriques et tramsitifs, tels que
(i, n 10, i, n, 1% soit wne .0 e
1 %1112 1o B 1s congruence pour 12 all , et vérifiant

- v O _ . .0 . 0 _ . .0
e ST et b hog B SR

Dans ces conditions, on pose

! ;0 t 1 t "o i " "
I(gklk)=vk=mk0mk; I(gklk)=v= 0 ’

. .0 0 0 0 0 0
_ . 1 1 — - —
e e he = % S P B K My gy = b b mgerh gims = f7 b
(avec k=1, 2 ; il'{o,il‘('o,mléo,mlgo injections ; iﬁo =t ilgo it=u,
et Sy 0 té , tﬁ surjections).

Moyennant ces hypothdses, les trois morphismes (a™) , (b*)™ , (p")™
morphes

sont iso-

(am)

1]

((a//1,)/s,) s, 1,8 85 ((&//1)/s)

((ay//n3)/61) sy 13 it 1% ((a//a)/s))

Il

(b')'"

ct

(M) = ((a//np)/tp) ty 15 ait® £10 ((a//m)/en) .

(v) BEn termes d'algdbre universelle, la proposition s'énonce ainsi :

°

Soient deux sous-algtbres U' , U" d'une algébre universelle A

sy &' une con-
gruence dans U' , g" une congruence dans U" , et h une congruence dans
U=U'nU", contenant g' n (U xU) et g"n (UxU) .S V' et V"' sont res-
pectivement la saturation de U par g' , et par g", alors g'hg' n (V! x V')
est une congruence dans V' , g'hg" n (V" x V") est une congruence dans V"

les algtbres quotients

, et

——

Uu/h , V/(g'hg' n (V! x VY)) , v/ (g"e" n (V! x ¥"))

sont isomorphes.

(c) Dans le cas particulier oh A est un groupe, le théordme prend la forme sui-
vante :

Soient U' et U" deux sous-groupes de A, U=0U'nU", H un sous—groupe

normal de U G!' un socus—groupe normal de U' G" un sous=groupe ncrmal de
’ £ P ’ g I
0", tels que G' nU"<H, G'nNnU'<H, on pose V'=G'U, V'=G', et,

dans ces conditions, les trois groupes suivants sont isomorphes :

.

(Ur nUM/H , (cr(vr num))/GH , (a™(Tr aT"))/om .
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Démonstration.

(a) En remplagant, dans (4.2), A et g par Ak/ié et il gl iﬁo , on voit
que (a™) et (b!')™ sont isomorphes. On prouve de mdme que (a") et (™)™
sont isomorphes.

5. Premier théoréme d'isomorphisme dans les catégories modulaires vérifiant (K=i).

b

L'usage des catégories & involution permet de généraliser la forme que prend le
premier théoréme d'isomorphisme dans les catégories ou il existe des noyaux (par

exemple, les catégories de groupes, commutatifs ou non, avec ou sans opérateurs).

PROPOSITION 5.1. — Soit E une catégorie modulaire vérifiant 1'axiome (K-i).

() 8i feIG, on a
K(gf) = 1(£2(1(2) A X(g))) .

(b) Soit une surjection s = (G/s)/sG sy et soit une injection iO vérifiant

ioi=K(s) . 0n a

s.K(s)sO = W(G/s) (iO = Ker s) .

(c) Soit s' wune deuxidme surjection : ((G/s)/s') s' (G/s) . On pose

K(s') = 110 4 y K(s's) = :}O J

on i%=06%81, 1= (¢/m)iCH =Kerst, 3% =00 H" = Ker s's .

(¢) I1 existe une surjection t = H'tH" , telle que

(7) 119 ¢ = s,jo , avee 10 it = I(sjo)
(c'est-i-dire H' = s(H") ). On a g g
(8) s.K(s's)sO = K(s') , 5 § §
(7]
(%) b1l 5%%;
(10) (Ker s')t = s.Ker(s's) . : = E 8
0 0 0 el o @
(B) Si k k = (Ker t)” Ker t =K(i'sj’) , on & SE % &
o 0.0 .0 Zh& 2
(11) Pk =i, = 2 g
ou C
(111) (Ker s's) Ker t = Ker s,
ou encore (notations de [4], 4.5.5)
(11" H' = H'/H et (¢/82)/8* = (G/H)/(d"/4) = G/A"

(premier théordéme d'isomorphisme ; [4], 3.13, et 4.7.5).
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Application (immédiate de (b)). - Si A est un sous-groupe normal d'un groupe G,
et s 1'application canonique de G sur G/A , alors s(A) = {e} et A/A = {e} ,

si e est 1'élément neutre de G .

Démonstration.

(2) On a

1(£2.(1(£) ~ x(g))) = 1(£2(2(£).k(g))) = 1(° £:°.x(g)) = 1(° k(g)) = K(ef)
car f € IG est régulier.

(b) On a

sK(s)sO - il 10 = s(so w(G/s)s A G)so = vee

= (ss0 w(G/s)s A s)s0 = (w(G/s)s A s)so = w(G/s)ssO = w(G/s) .
(c) (o) On a
K(s's) = 1(s° K(s")) = 1(s® %) = 5% 5 .
Par suite,
sK(S's)so = s(so i'o i's A G)so = (i'o ils A s)sO = i'O i'sso = i'O it = x(s?) ,

ce qui prouve (8). Donc 1'application f = sjo est telle que 210 - 1040 2 K(s') ,
et donc I(f) = K(s') . Montrons que i'f = i'sjo =t est une surjection. On a

t e 8D, car 1040 - 1(f) ([4], ®.2(a)), t e IG, car il en est ainsi de 1i’',
s, jo . Enfin, (to t = jso 319 i'sjo - I(£)f = £ f) => (t e 3¢), ce qui

prouve (7)9 (8)’ (9)’ (10)-
(c) (B) On =

. .0 0., . 0\, .0, 0y. .0 _..0y.
210 k5 =30 k(8)3 =3 K(i'sj )i =3 ®(s3)i=3 1(317)3

= 39 3i% 130 5 = K(s's) A K(s) = K(s) .

Donc jo k'kj = io i, et (Ker s's) Ker t = Ker s .

H

Ker Ker s

It
e

H' G

tY Vs

HY > G/H (Proposition 5.1)

Yst

i(c/3)/q
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