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14 décenmbre 1970

SUR LES ANVEAUX DIFFERENTIABLENENT STMPLES

par Richard BIOCK

Si B est un anneau (ou algébre sur K ), on dit que B est différentiablement

simple s'il ne contient aucun idéal bilatére propre

I, pour lequel &I &I pour
chaque dérivation d de B

, et si B2 # 0 . Le résultat suivant était le théordme
principal de 1'auteur dans [1].

THEORMME, - Soit B wun anneau différentiablement simple, contenant un idéal bila-

tére minimal 3 alors B est ou simple ou un anneau de groupe sfe], ou 38 est

simple et de caractéristique p premier, et G est le produit direct de n grou-

pes cycliques d'ordre p (réciproqugpggﬁ, tel B est toujours différentiablement
simple).

Ce théoréme reste valable sans aucune condition d'associativité pour B (et a des
conséquences importantes pour les. algibres de Lie et pour les algébres flexibles).
En principe, les résultats qui sont valables pour toutes les algebres non associati-
ves admettent une généralisation aux O-algtbres (ou anneaux & multi-opérateurs)

[2], ct'est-a-dire des groupes additifs abéliens sur lesquels une famille
de facon multilinéaire.

Q opere

Le but de ce travail est de montrer qu'on peut &tendre le résultat ci-dessus aux
Omalgtbres, Soit B une (algdbre. Une dérivation d de

B est une application
additive de A dans A telle que

dwb, +ee b = 2& wby ... (aby) ... b, 1<ign

, YweQ, by €35 n-= n(w) .
On dit que B est différentiablement simple s'il ne contient aucun idéal bilatére

propre I pour lequel (der B)I ¢ I, et si la condition suivante de non-nullité

est satisfaite :

() B#0, vt >0
ot C (pour C < B) = {w(c1 y eee cn) | c; €C, w tel que n(w) > 2}

(sti1 n'y a aucun w pour lequel n(w) = 1 , on peut remplacer cette condition par
B #0 ).

9

TERORMIE. - Le théordme ci-dessus reste valable pour les (izlgtbres.

Pour démontrer ce théortme, nous donnons d!zbord quelques résultaotis sur les aneaux

associatifs, Soit A un anneau, et soit 1 = ;i un &-module 4 gauche contenant
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un sous-module minimal ¥, et ayant le commutant I' qui est commutatif. On dit

qutun élément d dans Hom,(il , ¥) est une transformation différentielle de M

s'il existe & dans Hom (A , A) tel que dem = adm + (6a)m , Y2 €A, melM.

Soit D une famille de transformations différentielles de M
D-simple, clest-d-dire M
anenN (vaeD).

tel que M est

ne contient aucun sous-module propre N pour lequel

LEMME 1. = Soit n € M . Alors il existe un sous-module N de M contenant m ,

et ayant une suite de Jordan-Holder O © Nl S oeee © Nn = N , pour lequel les guo-

tients sont tous isomorphes, N, = Ml , et N < Ml + DM+ eee 4 D M, o Si M
M lui-méme a une telle suite de Jordan-Holder. Si M
pas de longueur finie, il existe un tel N pour lequel m € Nn_

N1

est de longueur finie,

ntest

1-(‘ L]

LEMME 2, - Si M est de longueur finie, alors FF a la néme longueur finie, et

I' est [D, -J-simple (c'est-a-dire simple par rapport aux dérivations

fa,-1: ye=a[a,v] (@aeD)).

IEMME 3. - Si A est commtatif, alors ¢

ou A est un corps,

ou A.ezE[Xl y eee s Xn]/(Xf y ees s Xﬁ) pour quelque corps E de caractéristi-

gue p premier et gquelque =n >0 (et alors A =E[G] pour G comme ci-dessus).

On remarque que l'ensemble des transformations différentielles de M est un

[-sous-module & gauche et une sous-algtbre de lie de HomZ(M , M) 3 dcrivons D
pour la sous-structure de ce

F-module et algébre de lie engendré par D .
LEMME 4, - Si M est de longueur finie et a un unique sous-module meximal N ,

alors il existe 4 dans D tel que M est {d}-simple, S = {meM | dme ML}
est supplémentaire de N

, E=f{yer | [a,yc Ml} est un sous—corps de T
et supplémentoire du radical de T , et 1'application E-linéaire o: m/(N 8E ) >V
définie par olm + N® y) = Vg (m em, vy €r) (Qg_ mg est le composant de n
dans S ), est un isomorphisme de TI'-modules.

On peut démontrer les lemmes ci-dessus par des modifications de [1] (p. 437-446).
Ltauteur ve les considérer dans un autre article dens un cadre plus général, en par-

ticulier pour le cas ou I ntest pas nécessairement commutatif.

Donnons mzintenant la dénonstretion duthéordme sur les (-algdbres comme consé-

quence facile des lemmes ci-dessus. Soit B une (—algébre différentiablement sim-

ple et contenant un idéal bilatére minimal Ml e Soit A 1'anneau de multiplication
de B, clest-a-dire le sous-—anneau (associetif unitaire) de HomZ(B , B) engendré

par {w(i)(cl s oeee s cog) weG, e e 3} ol
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w(i)(cl 9 ecs Cn_l)b = wcl see Ci—l bci X Cn_l (n = n(w)) ;

et soit A' 1le m&me pour le sous—ensemble ' = {w € Q| n(w) >1} de Q. Donc

les sous-modules de AB sont les idéaux bilatéres de B , et les dérivations de B

sont des transformations différentielles de AB .

IEMME 5. - ,B est de longueur finie, et B 2 un unique idéal bilatsre maximal,

Démonstration. - Supposons d'abord que AB n'est pas de longueur finie. Soit
be B . On applique le lemme 1 pour obtenir N tel que b € Nn—l « Puisque Nn—
est un idéal, O = (w(i)(cl s eve s cn—l)N)/Nn-l = w(i)(cl y see s cn—t)Ml)
chaque fois que cs = b pour quelque j . Donc M, < H = fceB| Avc=0},
Meis N < 25 p? Ml CH, puisque DH<H . Donc b€ H, et H=B , ce qui contre-
dit la simplicité de B . Naintenant, soit O <M, = ... M =B une suite de

1

Jordan-B¥lder de ,B . Comme ci-dessus, w(i)(cl s eee cn_l)Mk <M., chaque
fois que quelque cj GEMn_l + Considérant Mn—t comme une (algdbre C , et écri-
vant Q} pour l'opérateur correspondant, on a (Qé)n-l C=0.S0it N wun idéal
maximal de B . Si N #Mz_l , alors B/N=C/N nC , et (Q')n"L BS N, Mais en
ce cas, A(Q')n'l R est un idéal différentiel contenu dans N , donc égale zéro,

et (00)" B =0, ce qui contredit la simplicité de B . Domc N =1

Ce Qo Fo Do

Pour finir la démonstration du théordme, il suffit de montrer que l'application o

du lemme 4 (pour M = B ) est un homomorphisme de
lennme 4 ,

(~algébres. Dans notre cas du

d est une dérivation, et, par conséquent, S est une sous-algébre., On

a (wbl see bn)s = u)bl
N un idéal. Donc

g +es b g (n = n(w)) parce que S est une sous-algtbre et

o(w(bl 2 Yl) e (bn 0 Yn)) =Yy ees Yn(wbls ese bnS)
= w(yl bls) (yn bns) =wo(b, 2 yl) o(bn ® yn) .

C. Q¢ Fo Do
Parce que nous permettons des w pour lesquels n(w) =1 , des cas spéciaux du
théoréme sont les K-algtbres et les annecux 2 involution. Aussi le théoréme est va-

lable pour les systimes ternaires de lie, qui ent la conséquence suivante pour les =2l-
geébres de Mal'cev (voir [3]).

COROLLATRE, - Soient L une algébre dc Mal'cev, et T

associé, Si L est simple, alors

le systéme ternaire de Lie

: ou T est sizple, ou T a la forme S[G], ol
S est un systéme ternaire de Iie simple, et G est comme ci~dessus.
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