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SUR LES ANNEAUX DIFFÉRENTIABLEMENT SIMPLES

par Richard BLOCK

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
24e année, 1970/71, n° 5, 4 p. 14 décembre 1970

Si B est un anneau (ou algèbre sur K ), 9 on dit que B est différentiablement 
’

simple s’il ne contient aucun idéal bilatère propre I, pour lequel dl C I pour

chaque dérivation d de B ~ et si B2 t 0 . Le résultat suivant était le théorème

principal de l’auteur dans 

THÉORÈME. - Soit B un anneau différentiablement simple, contenant un idéal bila-

tère minimal ; alors B est ou simple ou un anneau de groupe S[G] , où S est

simple et de caractéristique p premier, et G est le produit direct de n grou-

pes cycliques dtordre p ( réciproquement y tel B est toujours différentiablement

simple) .

Ce théorème reste valable sans aucune condition d’ associativité pour B (et a des

conséquences importantes pour les. algèbres de Lie et pour les algèbres flexibles).
En principe, les résultats qui sont valables pour toutes les algèbres non associati-

ves admettent une généralisation aux Q-algèbres (ou anneaux à multi-opérateurs)
~2 ~, c’est-à-dire des groupes additifs abéliens sur lesquels une famille Q opère
de façon multilinéaire.

Le but de ce travail est de montrer qu’on peut étendre le résultat ci-dessus aux

~-algèbres . Soit B une ~-algèbre . Une dérivation d de B est une application
additive de A dans A telle que

.. , b - 03A3i 03C9b1 ... (dbi) .. , bn , 1  i  n , ~ 03C9 ~ 03A9 , bj ~ 03B2 ; n = .

On dit que B est différentiablement simple s’il ne contient aucun idéal bilatère

propre I pour lequel (der et si la condition suivante de non-nullité

est satisfaite :

où Q’C (pour C == B) == {03C9(c1 , ... , (3 II ) c. .L e= C , 03C9 tel que n(u)) > 2)
(s’il n~y a aucun u~ pour lequel n(uj) = 1 y on peut remplacer cette condition par

08 ~ 0 ).

THÉORÈME. - Le théorème ci-dessus reste valable pour les 03A9-algèbres.

Pour démontrer ce théorème, nous donnons d’ abord quelques résultats sur les aneaux

associatifs. Soit A un anneau, et soit 11 = AM un à-module à gauche contenant



un sous-module minimal M. 
i 

et ayant le commutant T qui est commutatif. On dit

qu’un élément d dans M) est une transformation différentielle de M

s’il existe à dans k~ tel que dam = adm + ~ ba~m , ~ a E ~ , m OE 

Soit D une famille de transformations différentielles de i~~ tel que M est

D-simple, c’est-à-dire M ne contient aucun sous-module propre N pour lequel

dN z N (V d = D) .

1.. - Soit m E r~T . Alors il existe un sous-module T~ de r~Z contenant !il, y

et ayant une suite de Jordan-Holder 0 c T~11 ~ ... ~ = Tv , pour lequel les ~uar
tients s o nt tous isomorphes, Ni = M1 , e t N C M 1 + DM1 + ... + M , 1 Si M

est de longueur finie, M lui-même a une telle suite de Jordan-Hölder. Si M n’est

pas de longueur finie, il existe un tel N pour lequel m E N .

LEMME 2. - Si M est de longueur finie, alors Fr a la même longueur finie, et
r est [D , -]-simple (c’est-à-dire simple par rapport aux dérivations

LEMME 3. - Si A est commutatif, alors :

ou A est un corps

ou A. =~ ... , ~ ~~(~p , ... 9 ~p) pour quelque corps E de caractériiti-

que p premier e t quelque n > 0 (et alors A ~ pour G comme 

On remarque que l’ensemble des transformations différentielles de M est un

F-sous-module à gauche et une sous-algèbre de Lie de i~T ) ; écrivons D

pour la sous-structure de ce r-module et algèbre de Lie engendré par D.

4. - Si M e s t de lo ngueur f ini e e t a un unique sous,-module maximal N,
alors il existe d dans D tel que ~2 est S = ~m Î dm E M ~
est supplémentaire de ~~t ~ E = ~~y E r ) C est un sous-corps de r

et supplémentaire du radical de 0393 , y et l’ application E-linéaire 03C3 : i M/(N a§ T) ~ 1
définie par cr(m + N 0 ~r ) (m E y -y E r) (où m S e st le compos ant de m

dans est un isomorphisme de [-modules.

On peut démontrer les lemmes ci-dessus par des modifications de [1] (p. 437-446) .
L’auteur va les considérer dans un autre article dans un cadre plus général, en par-
ticulier pour le cas où r n’est pas nécessairement commutatif.

Donnons maintenant la démonstration du théorème sur les 03A9-algèbres comme consé-

quence facile des lemmes ci-dessus. Soit B une 03A9-algèbre différentiablement sim-

ple et contenant un idéal bilatère minimal Soit A l’anneau de multiplicatici

de B ~ c’est-à-dire le sous-anneau (associatif unitaire ) de B) engendré

par t~ , C ~ , .. ~ 



et soit A* le même pour le sous-ensemble Û’ = (~ e Q j 1 > IL) de Q . Donc

les sous-modules de .13 sont les idéaux bilatères de B , et les dérivations de B

sont des transformations différentielles de A~ ’

IEMME 5* - AB est de longueur finie, et B a un unique idéal bilatère maximal.

Démonstration. - Supposons d’abord que AB n’est pas de longueur finie. Soit

b ~= 13 . On applique le lemme 1 pour obtenir N tel que b ~ N , . Puisque N .’* " 
2014 

’ -" n’-l * n-*l
est un idéal, 0 = ... , 

=  
... , 

chaque fois que 
. c. == b :pour quelque j . Donc H == le ~ p j 1 0 ) .

Mais N ~ I. J DJ J1 ~ H , puisque DH ~ H . Donc b ? H , et H == 13 , ce qui contre-

dit la simplicité (le B . Maintenant, soit 0 ~ M. ci ... c- M == 13 une suite (le

Jordan-Hölder de ,B . Comme ci-dessus, ... , N. chaque
fois que quelque c. 

= M 
n- . Considérant M . 1 .. comme une 03A9-algèbre C , et écri-

vaut 03A9’C pour l’opérateur correspondant, on a (Q*) C == 0 . Soit N un idéal

maximal de B . Si alors B/N ~ C / N n C ,et (Q’)n-1 B - N . Mais en
ce cas, A(03A9’)n-1 ]H est un idéal différentiel contenu dans N , donc égale zéro,
et B = 0 , ce qui contredit la simplicité de B . Donc N = M , .

C. Q. F..1).

Pour finir la démonstration du théorème, il suf fit de montrer que l’ application Q

du lemme 4 (pour M = B ) est un homomorphisme de ~-algèbres. Dans notre cas du

lemme 4, d est une dérivation, et, y par conséquent , S est une sous-algèbre. On

a (tub 1 ... = ... bnS (n = parce que S est une sous-algèbre et

N un idéal. Donc

Parce que nous permettons des w pour lesquels n(w) = 1 , des cas spéciaux du
théorème sont les K-algèbres et les anneaux à involution. Aussi le théorème est va-

lable pour les systèmes ternaires de Lie, qui ont la conséquence suivante pour les al-

gèbres de Mal ’cev (voir 

COROLLAIRE. - Soient L une algèbre de et i le système ternaire de Lie

associé. Si L est simple, alors : ou Test simple, ou T a la forme où

S est un système ternaire de Lie simple y et G est comme ci-dessus.
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