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SOUS~DEMI-GROUPES CONVEXES DES DEMI-GROUPES TOTALE-ENT ORDONNES.
ERRATUN ET COMPIEMENTS

par Thérése MERLIER

Nous voulons donner ici une correction & un théoréme inexact de 1texposé fait a

Nice [1] en 1970, et apporter en méme temps quelques compléments (théorimes 4 et 5).

Si S est un demi-groupe totalement ordomné, ses sous-demi-groupes convexes for-
ment un treilli T(S) , si nous admettons ¢ comme sous~demi-groupe convexe impro-
pre. T(S) est évidemment un sous-inf-demi-treillis de ®(S) , mais en général la

réunion ensembliste de devx sous-demi-groupes convexes n'appartient pas & T(S) .

Le plus petit é1lément de T(S) est évidemment ¢ , mais S peut admettre un

sous=demi-~-groupe convexe propre minimum (1'intersection de tous les sous-demi-
groupes convexes propres de S ). Nous avions énoncé dans [1], les théordmes sui-
vants ( S désigne un demi-groupe totalement ordonné) :

THEORMME 1. - T(S) est une chatne si, et seulement si, S est archimédien et

positivement ordomné (ou négativement ordonné).

THEOREME 2. -

S admet un sous-demi-groupe convexe propre minimum, et T(3) est

un sous-treillis de @(S) si, et seulement si, S est un nil-demi-groupe.

le théordme 3 était le suivant ¢ Si

S n'admet pas de sous-demi-groupe convexe
propre minimun, et si T(S) est un sous-treills de ®(S) , alors T(S)
chafne.

est une

Ce théoréme 3 est inexact. Il suffit pour s'en convaincre de considdrer la bande
S=1{e, f} avec ef = fe =e et e < f , par exemple. En effet, dans ce cas, S

n'adnet pas de sous—demi-—groupe convexe propre minimum, T(S) = ®(S) , et #(3)
n'est pas une chaine,

Nous avons cependant, avec les notations et définitions utilisées dans [1], 1le
résultat suivant.

THEOREME 3'. - Soit S wun demi-—groupe totalement ordonné, sans idenpotent. Si
T(S) est un sous-treillis de ©(S) , T(S) est une chaine.

Dénonstration. — Pour que ce treillis soit une chafne, il suffit de montrer (théo-

réme 1) que S est archimédien et positivernent (ou négativement) ordonné. Supposons
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qu'il existe a eN -P (i, e. a2 <a)et beP (i.e. b < b2 ) :si a<b,
2
S , uS, n'est pas convexe (a" <a<b et a¢s 5 LJSb) . le cas b <a n'est
a a

pas a considérer, car alors ab est un idempotent. Donc S = P par exemple. Soient
2

a et b deux éléments de S , avec a <b, a< a2 sy, b<D : si a < b pour

tout entier n , Sa L}sz n'est pas convexe, donc il existe p tel que za<1>$ap.

Par suite, S est archimédien, et étant f-positivement ordonné, il est positive-

nent ordonné.

Nous avons, de plus, démontré les théorémes suivants,

THEORIME 4, - Si T(S) est un sous-treillisde ®(S) , S admet ou plus deux

idenpotents.

En effet, si e, £ , g étaient trois idempotents de S , on aurait, par exemple,
e <f < g puisque S est supposé totalement ordonné, et Sg v Sg = {e, g} ne

serait pas convexe.

THEORME 5. - Soit S un demi-groupe totalement ordonné, et soit E 1'ensemble

de ses idempotents. T(S) est un sous-treillis de @(S) , et S n'admet pas de

sous~demi-groupe convexe propre minimum si, et seulement si,

1©° E=¢ , et T(S) est une chatne ;

2° E={z}, =z est zéro de S, la section commencante [finissante] de =z est

un nil-demi-groupe, la section strictement finissante [commencante ] de =z est un

deui-groupe non vide dont le treillis des sous-demi-groupes convexes est une chaine ;

ou

3 E=1{e, f}, ou f couvre e et ot les sections counencante de o o4

finissante de f sont des nil-demi-groupes.

Condition nécessaire., — Dlaprés le théordme 4, E = {f} ou E = {z} ou E = {e,f}-

-5i E=¢ , on a bien le 1° d'aprés le théoreme 3'.
- Si E

< > :
{z} ; soient z> = {x 3 x <z} et 57 = {x ; x 22} les sections com-

2 .
mengante et finissante de 2z o Si x <z , alors x <x , sinon S o U SZ n'est
2 *p q
pas convexe ; de néme, si z<x, X <x .81 x<z<y,etsi x <z<y

pour tout entier p et q , S_ u Sy ne contient pas 2z , donc n'est pas convexe,

X
< >
Donc, si z et z [sections strictemcnt commengante et finissante] ne sont pas
< 7z z rd - -
vides, 2z , par exemple, est tel qu'il contient un élément x vérifiant 2 =-z.

< fq s
Dans ce cas, 2z~ est un nil-deni-groupe. En ef’et, si x' est un autre élément

< . .
de 2z, si x <x' £ 2z, alors ¥ = xtP = 5 et, si x'! < x , comne Sx' U SZ est
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. . . . P p
convexe, il contient x , et par suite, x' <x < x'q~$ z , donc z =X = X! 4

< Z . . .
Mais 2z~ et 2z~ ne peuvent &tre simultanément deux nil-demi-groupes, car alors

S
{z}] serait minimum parmi les sous-demi-groupes convexes propres ; donc, si 2z
>

est un nil-demi-groupe, z = {x ; X > z} ne peut &tre vide, et est un sous-demi-

. . 2 R
groupe. Enfin, si z <x <x, 2x est un idempotent, donc zx =2z , et 2z est

zéro du demi-groupe S ; de plus, d'aprés le théoréme 3°, T(z>) est une chafne,

donc la condition 2° est satisfaite.

-Si E=f{e, f} avec e <f ; s'il existait x tel que e <x <f
de S _US
e

x
donc f couvre e dans S . Enfin, si x <e,

, la convexité

5 impliquerait e < x2 <x , et la convexité de Sf UsS,, x <.x2 <f
x

x <x , sinon S oY Se ntest

X

pas convexe et, de plus, il existe p tel que x < % = e , Sinon Sx U S

est un nil-demi-groupe. M&me rai-
P
sonnement par £ .

Condition suffisante, —~ Il est facile de vérifier que, dans chacun des trois cas,
S_usS
X y

est un sous—demi-groupe convexe pour tout =x et tout y ; donec, 7(8)
est un sous-treiliis de ®(S) .
De plus, si S admet un sous-~demi-groupe convexe minimum propre, on sait (ef. 1la

démonstration du théordme 2) que ce dernier est un idempotent. Donc, si E = ¢ ,

on a le résultat cherché. Dans le second cas, SZ n Sx =@ pour tout x de la sec-

tion strictement finissante [commengante] de z ; dans le dernier cas, Sg N Sf =0,

donec S ne peut admetire de sous-demi-groupe convexe minimum propre.
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