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Séminaire DUBREIL-PISOT DG8-01
(A1gtbre et Théorie des nombres)

23e année, 1969/70

Demi-groupes, n°® 8, 5 p.

IMAGES HOMOMORPHES, ORDONNEES EN TREILLIS
DES DEMI-GROUPES ORDONNES

par Thomas S. BLYTH

La recherche des groupes ordonnés, qui sont des images d'un demi-groupe ordonné
S par un homomorphisme isotone, a déja fait 1l'objet d'une étude compldte. Nous
considérons ici le cas analogue des homomorphismes isotones qui appliquent un demi-

groupe ordonné sur une algébre de Boole.

Rappelons quelques définitions. Si S est un demi-groupe ordonné, alors 1l'ensem-
ble P(8) des parties de S est un demi-groupe par rapport & la multiplication

suivante :
XX={xy; xeX, ye¥} ,

\(X8=0=0x .

Ce demi-groupe est un demi-groupe ordonné par rapport & 1l'inclusion ensembliste, et

est aussi résidué au sens que, quels que soient X , Y € P(S) , les éléments
XY =mnax{Z eP(8) ; YZc X} et X' Y =mnax{ZeP(8) ; Z¥ < X}

existent. Un sous-ensemble non vide H d'un demi-groupe ordonné S est appelé

réflexif, si, et seulement si, quel que soit x€ S, H . {x} =H" {x} (et dans

ce cas, nous écrivons H:{x} ). Associde & un sous-emsemble réflexif H y NOUS--
avons 1'équivalence de Dubreil R, définie par x =y (RH) <=> H:{x} = H:{y} .

Dans le probléme des homomorphismes sur un groupe, cette équivalence était la clé
de vofite de la solution ; nous verrons qu'il en est de m#me dans le probléme analo-
gue des homomorphismes sur une algdbre de Boole. Nous dirons qu'un sous—ensemble
non vide H de 8 est un idéal double de S, si, et seulement si, H est 2 la
fois un idéal bilatére de S (c'est-a-dire HS S H et SH S H ) et un idéal de
1'ensemble ordomné S (c'est-d-dire x € H et y < x impliquent y € H ). Si L

est un n-demi-treillis, nous dirons qu'une application f : S —»I est un homo-
morphisme, si, et seulement si, ¥ x,ye€ S, f£(xy)=f(x) nf(y) .

L4 LY
THEOREME 1. - Soit S un demi-groupe ordomné, et soit H un sous~ensemble non

vide de S tel que :

(1) H est un idéal double réflexif de S 3
(2) vyxes, H:ifx)= H:{x2} .
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Alors 1l'équivelence de Dubreil RH est une congruence, et S/RH est un A-demi-
treillis & élément nul G, = fxe S; Hifx} =S} =H:S, et 1'application canoni-
que Gyt S—> S/R; est un épimorphisme isotone. Le a-demi-treillis S/RH est

un treillis, si, et seulement si, H satisfait en plus & la propriété suivante :

(3) vx,yes, 3zeS tel que Hif{x, y} = H:{z} ;

et si S/BH est un treillis, il est nécessairement distributif. Inversement, si L
est un treillis distributif & élément nul, et si f : S ->»L est un épimorphisme
isotone, alors Ker f = {x € S 3 f(x) = 0.} satisfait sux propriétés (1), (2), et

(3).

Remargues.

1° 8i S est a priori ordonné en u-demi-treillis, on peut remplacer la condi-

tion (3) par la condition suivante :
(3') H:fx uy} =H:{z} .
Si S est un gerbier, la propriété (3!') cst sutomatiquencnt-—rdérifide.

2° I1 est faux, en général, que tout treillis distributif & élément nul, qui est
image homomorphe de S , soit de la forme S/RH y ou H satisfait aux propriétés
(1), (2), (3). Par exemple, soit S 1le demi-groupe ordonné dont le tableau de

Cayley et le diagramme de Hasse sont les suivants

mn x y O
n
my{mT x 0 O
x v x{x x 0 O
yl| 0O O 0 o0
0 ojlo o o o |,

et soit I 1le treillis distributif & é1ément nul dont le diagramme de Hasse est :

v
B

(4 .

L'application f : S —»1L , définie par f(m) =y, f(x)=8, £(0) =£(y) =c,
est un épimorphisme isotone. Cependant il est facile de vérifier que les seuls sous-
ensembles H de S qui satisfont aux propriétés (1), (2), (3) sont les ensembles
oy, fo,x¥,fo,y}, {0, x,y}, S, et pour chacun de ces sous—-ensembles,

1l'ensemble quotient S/RH n'a au plus que deux éléments.
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Un sous—ensemble non vide H de S qui satisfait aux propriétés (1), (2), et
(3) ci-dessus sera appelé une pré-base de S . Une pré-base H de S sera appelée

forte, si, et seulement si, H = H:S .

THéORﬁME 2. - Si H est une pré-base de S, alors H:S est une pré-base forte.

Pour toute pré-base forte H de S, le treillis L = S/RH est faiblement complé-
menté (c'est-i~dire, Y a,bel, a#b, Zcel tel que anc=0 et
bnci#0 ). Tout treillis faiblement complémenté et distributif L , qui est image

homomorphe de S , est de la forme S/RH s OU H est une pré-base forte de S, et
il y a une bijection entre 1l'ensemble de telles images et 1'ensemble des pré~bases

fortes de S .

COROLLAIRE. - Un treillis L & élément nul O est O-distributif (c'est-3-dire,

anx=0 et any=0 impliquent an (xuy)=0), si, et seulement si, R{O}

est une congruence, et L/R{O} est faiblement complémenté et distributif.

Pour obtenir les quotients qui sont des algébres de Boole, nous avons besoin de
la notion suivante. Un sous-ensemble non vide H de S sera appelé une base de S,

si, et seulement si, H est tel que :
(1) H est un idéal double réflexif de S ;

(2) vxes, Hifx) =H:{x2} ;
(3) vxes, 1 L es tel que H:(H:{x}) = H:{xp} .

’ \
THEOREME 3, -~ Si H est une base de S, alors S/RH est une algébre de Boole.
Toute algébre de Boole qui est image homomorphe de S est de 1la forme S/RH s OU

H est une base de S, et il y a une bijection entre 1'ensemble des homomorphismes

isotones de S sur une algtbre de Boole et 1l'ensemble des bases fortes de S .

COROLLAIRE. = Un treillis L & élément nul O est O-distributif et quasi-
complémenté (c'lest-3d~dire, V x €L y 13 xp €L ftel que x rxxp =0 et x LJXO

est dense), si, et seulement si, R{O} est une congruence, et L/R{O} est une al-
gtbre de Boole. o '

Renforgons maintenant la notion 4 homomorphisme. Soient E , I deux ensembles
ordonnés. Une application f : E ->F est appelée résiduée, si, et seulement si,
elle est isotone, et il existe une application isotone (nécessairement unique)
ff: FP—E, telle que £f7 of >id, et f o f' g id, [eutrement dit : si, et
seulement si, VyeF, d3xeE tel que fh[w sy ¥1=[<, x]; ou bien : si, et

seulement si, Vye P, max{xe E; f£(x) <y} existe].
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THEOREME 4. - Soit S un demi-groupe ordonné, et soit B une algdbre de Boole.

Si f: S -»B est un épimorphisme isotone, alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) £ est résidué ;

(2) Ker f admet un élément maximum qui est équirésiduel.

Les théoremes 3 et 4 donnent le résultat suivant.

THﬁORﬁME 5. - Un demi-groupe ordonné S admet une algdbre de Boole comme image

par un homomorphisme résidué, si, et seulement si, S admet un élément t tel que:

(1) t est quasi-intdegre [ ¥ x €S, xt<t, tx<t ]

(2) t est équi-résiduel ;
(3) vxe8, bix= tix° .

Toute algdbre de Boole qui est image de S par un homomorphisme résidué est de

la forme S/At (ou A, est 1'équivalence de Molinaro définie par
X=Ey (At) <«=> t:x =ty ),

pour un élément t qui satisfait aux propriétés (1), (2), (3), et il y a une bijec—

tion entre 1'ensemble de telles images et 1'ensemble des éléments t qui satisfont
a (1), (2), (3), et 2

(4) t = t:(t:t) .

COROLLAIRE. - Soit S un n-demi-treillis. I1 y a une bijection entre 1'ensemble

des épimorphismes résidués de S sur une algdbre de Boole et 1'ensemble des é1é-

ments de S qui sont résidués.

Appelons maintenant demi-groupe de Brouwer, un demi-groupe ordonné dans lequel

tout élément satisfait aux propriétés (1), (2), (3) du théoréme 5. En particulier,
tout demi-treillis de Brouwer (demi—treillis implicatif) est demi-groupe de Brouwer.

Le résultat suivant caractérise ces demi-groupes.

14 \
THEOREME 6. - Un demi-groupe ordonné S est un demi-groupe de Brouwer, si, et

seulement si, S est abélien, résidué, et tel que

¥y xes, B, =F_ et s/Fx est idempotent

(gg_ Bx et Fx sont les équivalences de Molinaro définies par

————

a=b (BX) <«=> aXx = b:x 9_‘_!:_ a=b (FX) <> ax = bx ).
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La condition que chaque demi-groupe quotient S/FX soit idempotent (rencontrée
dans le résultat précédent) implique beaucoup sur la structure du demi-groupe, com-

me 1'indique le théoréme suivant.

THEOREME 7. - Soit S un demi-groupe abélien. Alors S est un demi-treillis de

O-demi-groupes, si, et seulement si, chaque demi-groupe quotient S/FX est idempo—~

tent.

Ce résultat nous permet de décrire complétement la structure des demi-groupes de

Brouwer.

Vs \
THEOREME 8. - S est un demi-groupe de Brouwer, si, et seulement si, S est un

demi-treillis de Brouwer de O-demi-groupes.
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