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Sémingire DUBREIL-PISOT DGT7-01
(Algdbre et Théorie des nombres)

23e annde, 1969/70

Demi-groupes, n® 7, 5 DPe

SOUS-DEMI-GROUPES CONVEXES DES DEMI-GROUPES TOTALEMENT ORDONINES

par Thérése MERLIER

Soit S wun demi-groupe ; S est un demi-groupe ordonné s'il est muni d'une
relation d'ordre compatible avec la multiplication. Ce demi-groupe S est dit
réticulé s'il est ordonné en treillis ( V et A désignant respectivement les
bornes supérieure et inférieure de deux éléments) et si on a les distributivités de

la multiplication par rapport a V et A .,

Dans un demi-groupe S réticulé, un sous-demi-groupe H est dit "s. t. c." s'il

est sous-treillis convexe de S . Les sous-demi-groupes s. t. c. forment une famille

de Moore si nous admettons la partie ¢ comme sous-demi-groupe s. t. c. Nous dési-

gnerons par Sx le sous-demi-groupe s. t. c. engendré par x . Si S est totale-

ment ordonné, Sx est le sous-demi-groupe convexe engendré par X .

Dans un demi-groupe ordonné, un élément a est f-positif ( f-négatif) si
a $~a2 (a2 < a) : Soient P 1'ensemble des éléments f-positifs, et N 1'ensem~
ble des éléments f-négatifs. P n N est l'ensemble des idempotents de S ; notons

qu'en général P U N est distinct de S .

Remarquons immédiatement que, dans un demi-groupe réticulé S , tout sous-demi-

groupe 8. t. c. H est réunion de sous-demi-groupes SX .

PROPOSITION 1. - Dans un demi-groupe réticulé S ,

,

Sx = tye S H B entiers pl 9 oo pr ’ q_l 9 oo q,)& ;

b, p a4 q
LA o Ax TS L £}

La démonstration est classique.
Remarquons que, dans le cas ou S =Py N,
S. ={yeS; ienti Py <t
x ye S ; entiers p et q, x <y <x%}

et on peut choisir p ou q égal & 1 .

PROPOSITION 2. - Dans un demi-groupe réticulé S , tel que S =PUN, Sx =3

entraine x =y . y
Sx = Sy si, et seulement si, x € Sy et ye Sx ; soit, puisque S =P U N, si
Py qq Py q

2 . .
Yy <£x<y et x "<y <x ", pour certains entiers Py v Gy ¢
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Plusieurs cas sont & distinguer :

(¢) = et ye P.

D'oh x =y »
(B) xeP et ye N ¢

q, , 2 . %
x€y Ly, donc xSy, et mrsuite x "<y "<y,

D'ol y = xqz -2
Si q2=1 y Y =X o pl ql \
Si d @1, y est idempotent, et y=y " <x<Ly =y .D'ol x =y dans tous

les cas.
(Y) lescasrg 6t ye€ N ", et "xe N et ye P " sont semblables.

Remarque 1. - Dans un demi-groupe réticulé, la propriété " Sx = Sy entraine

x =y " peut 8tre vérifide sans que S =P yN ,

Considérons, par exemple, le zéro-demi-groupe S suivant S ={a, b, c, d},

de zéro c¢ . Ordonnons S de sorte que le diagramme de Hasse soit le suivant :

d
b /\<> c
A
a
c = b2 n'est pas comparable & b , dans ce demi-groupe réticuld. Cependant,
s, =1{a, c}; S, =853 S, = {c} ; 8, = {d,c}.
Rappelons les définitions suivantes

Un demi-groupe S ordonné est dit non négativement ordonné si, Vaes,
Vbe S,

ab ¥~a ’ ba 4 a .

Q3

Dans le cas ol 35 est totalemnt ordonné, nous retrouvons la notion de positive=

ment ordonné (a $<ab, a < ba). Non positivement ordonné se définit de fagon duale.
Un demi-groupe S ordonné est archimédien si :
a et beP, a<b ==> in, a4 H

a et PEN, a<b => ap, afbp’.

PROPOSITION 3. - Dans un demi-groupe S réticulé, tel que S =P yN , Sx est

un sous-demi-groupe archimédien, non négativement ordonné ou non positivement ordon-

né.
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2
Soit x $ x2 par: exemple. lontrons que, pour tout y de Sx y YT o

N 2 . . >
Diou y < P < yp ; comme y est comparable & y2 , Yy s8i p-l (si p=1,

¥ = x ). I1 est clair que S_ est archimédien.

Soient y et y' e SX « Si nous avions yy' <y' , nous en déduirions, par iso-
tonie, yk y' <y' pour tout entier k., Or x $y' < %P < y'p et x <y < zP

(On peut choisir le méme entier p puisque S =P uN ). D'ol
y'syl sy sy <y

Ceci est impossible, donc yy' € y', et Sx est non négativement ordonnd.

COROLLAIRE L, - Dans un demi-groupe totalement ordonné, Sx est un sous-demi-

groupe archimédien, positivement ou négativemnt ordonné.

Dans un demi-groupe réticulé (totadement ordonné), la famille des sous-demi-
groupes s. t. c. (convexes) ne se réduit & S , que si S est lui-méme réduit & un
seul élément [2]. D'autre part, les sous-&zmi-groupes convexes forment un sous-inf-

demi-treillis de P(S) y dont le plus petit élément existe, mais peut &tre vide.

Nous allons donner maintenant des conditions nécessaires et suffisantes, pour que
les sous-demi~groupes convexes forment un sous-treillis de P(S) , ou une chaine

pour ltinclusion ensembliste.

THEOREME 1. - Soit S un demi-groupe totalement ordonné. Les sous-demi-groupes

convexes de S forment une chaine si, et seulement si, S est archimédien et po-

sitivement ordonné (ou négativement ordonné).

Supposons S archimédien et positivement ordonné. Soient H et H' deux sous-
d=mi-groupes convexes tels que H & H' ; il existe alors he H et h ¢ H' . Puis-
que S est totalement ordonné et archimédien, nous avons, si h' est un élément
quelconque de H' , h <h' < " ou h'<h < n'? . Seul le premier cas est réali-

sable, puisque h ¢ H' . Par suite, h'e Sh et H'< H,

Réciproquement, supposons que les sous-demi-groupes convexes forment une chaine.
S n'est pas un demi-groupe idempotent, car dans un tel demi-groupe la condition
précédente ne peut 8tre vérifide puisque Sx = {x} . Donc il existe au moins un x
tel que x < x2 par exemple. Dans ce cas, tout élément y de S est f~positif,
puisque Sx < Sy ou Sy < Sx ¢ Soient slore a et bE S Sa est contenu
dans Sb par exemple, d'ou a et be Sb « Comme ce dernier est, d'aprés le corol-

laire 1, positivement ordonné et archimédien, il en est de méme de S .
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THEOREME 2 . - Dans un demi-groupe totalement ordonné, les sous-demi-groupes con-

vexes forment un treillis, sous-treillis de P(3) s de plus petit élément non vide

gi, et seulement si, S est un nil-demi-groupe.

Soit S un nil-demi-groupe totalement ordonné de zéro z . Puisque pour tout x
de S , il existe un entier n tel gue " =z , {2z} est le plus petit sous-demi-
groupe convexe de S . Il suffit de wontrer que la réunion de deux sous~demi-groupes
convexes l'est encore. Si SX et Sy sont deux sous-demi-groupes convexes quel-
conques engendrés par x et y , il est facile de voir que Sx U Sy est encore
un sous-demi-groupe, Sx U Sy est évidemment convexe puisque Sx n Sy est non

vide. Tout semi-groupe convexe étant réunion de Sx s le résultat voulu s'en déduit.

Réciproquement, supposons que les sous~-demi-groupes convexes de S forment un
sous-treillis de P(S) avec pour plus petit élément H# @ . H est nécessaire—

ment de la forme SZ s et comme nous avons toujours 822 S SZ et (Pr0position 2)
2

2 =12 o Cet idempotent 2z est évidemment le seul. Soit a €S ; nous savons que

. 2 n . n n n
zZ € Sa pour tout a de S , 812 asa , a<z<a .Dol a <z =z<a et
a® =z ; i1 en est de méme si a”“ <a ; S est donc bien un nil-demi-groupe.

Remargue 2. ~ Le théoréme 2 donne une autre condition équivalente & celles
données par E, Ja. GABOVIC [1], & savoir :

"Un demi-groupe totalement ordonné est un nil-demi-groupe si, et seulement si, il
satisfait 1'une des conditions suivantes :
(a) S est archimédien et périodique,

(b) S est réunion d'une suite croissante de demi-groupes nilpotents convexes,"

THEOREME 3. - Soit S wun demi-groupe totalement ordonnd. Si les Sous-demi-groupes

convexes de . S forment un treillis, sous-treillis de P(S) » de plus petit é1é-

ment vide, alors ce treillis est une chaine.

Pour que ce treillis soit une chaine, il suffit de montrer (théoreme 1) que S
est positivement ordonné (ou négativement ordonné) et archimédien. Supposons qu'il
existe ae N-P et beP: si a<bp, S, n 8 2 g et S 2 Y Sy
pas convexe (a ¢ S U Sb et 32 <a<b) Si b < a, le produwt ab est idem~

ne serait

potent [3]. Dans ce dernler cas, Sab est le plus petit sous-demi-groupe convexe
de S . Par suite, 1'hypothdse ae N - P y b€ P est absurde, et S d4gale P

par cxenple.

2

Soient a et b deux 4léments quelconques de S avec a <b, a<a“,

b < b2 o I1 est clair que Sa n Sb est vide si, et seulement. si, & <vp pour

tout n . Mais, dans ce cas, Sa U Sb2 ne serait pas convexe (an <b < b2) ’
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donc il existe x appartenant & Sa n Sb et ashb s-ap « D'ol : Sb est contenu

dans Sa .

En appliquant le corollaire 1, on voit que S est positivement ordonné et archi-

médien.
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