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Séminaire DUBREIL-PLSOT 7-01
(Algdbre et Théorie des nombres) o
23e année, 1969/70, n° 7, 14 p. 26 janvier 1970

IE MONOIDE D'UN ORDRE MAXIMAL
CAS NON NOETHERIEN

par Jean-Paul ORTHEAU

On définit, dans le paragraphe 1, les ordres et les réseaux, et on donne un théo-

réme d'existence général pour les ordres maximaux.

Le deuxi®me paragraphe est entiérement consacré a 1'étude du monoide d'un ordre
maximal lorsque l'anneau de base est un anneau de Krull non nécessairement noethé-
rien (Travaux de GOLDMANN [12] , RIIEY [17] et FOSSUM [10]).

Dans le paragraphe 3, une direction jusqu'ici peu explorée est envisapée : Cas ou
1l'anneau de base est un anneau de Priifer. Sous certaines hypothéses de finitude, on
généralise la notion d'anneau de Priifer, et on montre que, pour une classe spéciale
d'anneaux de Priifer (anneaux quasi-Dedekind), le monoide d'un ordre maximal a des

propriétés trés proches de celles du monoide de l'anneau de basei

1. Introduction:

Dans tout cet exposé, on considére un anneau A commutatif unitaire inttgre, de.
corps des fractions XK , et X wune algébre simple centrale de dimension finie sur
K.

DEFINITION 1.1. - Un A-ordre de £ est un sous-anneau A de £ , Vérifiant les

propriétés suivantes :

1© ACA,
20 KA=3 (<=> A contient unc base de &£ sur K <=> x € £ s'dorit
x = Ab~ s, Ae A, bEAL),

3° Tout élément de A est entier sur 4 .

Remarque 1.2. - On désigne par Trdz/K(x) la trace réduite d'un élément x de

2 o La forme bilinéaire

Zx u=-»K ¢ (X,Y)"'?TI'dZ/K(x9Y)

est non dégénérée et, pour toute base Xy oy oeee sy X de X, il existe une base

Yy 0 ece s ¥y de X, telle que Trdz:/K(xi yj) e 6ij .

De plus, si un élément x de £ est entier sur A, Trdsz(x) est entier

sur A ,
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LEMME 1.3. - Soit A un A-ordre de X . Soient X, 5 eee s X, UDE base de % ,
contenue dans A , et Yi0 cee 0 ¥y la base de X telle que TrdZ/K(xi y.) =

Alors tout A-ordre I, contenant A , est contenu dans Eﬁyj , o A désigne la

clbture intégrale de A dans K .

Démonstration. - Soit ye I'; y =12b. y. avec be K , Alors, pour tout 1

(1s$i<n), X, y€ I, et TrdE/K(xi y)e &, d'aprés 1.2,
-' C —
TrdZ/K(xi y) = Z b. TrdL/K(x y) be X et T szj .

Remarque 1.4. - L'existence d'un A-ordre est assurée par BOURBAKI ([73, p. 47).

THEOREME 1.5. - Si A est un anneau intégralement clos, tout A-ordre I est

contenu dans un A~ordre maximal.

Démonstration. - Soit ©(I') 1'ensemble des A-ordres, contenus dans I , et con-

tenant ' . O(I') est un enseuwble non vide d'aprés 1.4.

Soit (Ai)iEI une chaine de A-ordres appartenant a o(T) ;3 A= igI Ai est, de

facon évidente, un sous-anneau de [ contenant I , et tel que KA =1 .

Soit x € A, alors il existe i€ I, tel que x € Ai , et x est un entier sur

A . (') est inductif et, d'aprds le lemme de Zorn, tout A-ordre [ est contenu

dans un A-~ordrc maximal,

COROLLAIRE 1.6 ([22], pe 28). - Soit A un anneau non nécessairement intégrale-

ment clos, Tout A-ordre I est contenu dans un A-ordre maximal.

Démonstration. - I[X] , sous-anneau engendré par I' et A dans ¥, est un

b

E-ordre (ses éléments sont entiers, car les éléments de A commutent 3 ceux de T).
ITA] < A est un A-ordre maximal, d'apr®s 1.5. Tout élément de A est entier sur

K, donc sur A, A estun A-ordre évidemment maximal,

Remarque 1.7. = Il est clair, d'apres 1.3, que si A # K , les A-ordres maximaux

sont différents de % .

On suppose désormais A intégralement clos.

Suivant BOURBAKI ([7], & 4), GOLDHANN [12] et RILEY [17], on généralise de la

fagon suivante la notion d'idéal fractionnaire.

Définition 1.8 [7]. - On appelle A-réseau de X , tout sous-A-module M de =

vérifiant la condition suivante :

I1 existe deux sous-A-modules libres Ll et L2 de X, tels que
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. .
L, M SL, et %élﬁ) =T gK(L) .

PROPOSITION 1.9 [7]. - Pour qu'un sous -A-module M de ¥ soit un A-réseau de

Z , il faut et il suffit que KM = Z , et que M soit contenu dans un A-module

de type fini de X .

PROPOSITION 1.10 [7]. - Soicnt M un A-réseau de T , Ml un sous-A-module de

L . S'il existe deux éléments x et y non nuls de K , tels que =l © Ml cyM,

Ml est un A~-réseau de T .

Inversement, si M, est un A-réseau de ¥ , il existe deux éléments a et

beA, non mis, tels que af CH < ptw,

Définition l.11. = Soit A un A-ordre de Z ; on appelle A-réseau, un
A-réseau tel que la multiplication de X induise une structure de A-module bila-
tére sur M . On désigne par R(A) 1'ensemble des A-réseaux, et par Rf(A) l'en-

semble des A-réseaux qui sont des A-modules de type fini.

PROPOSITION 1.12, -Si M et N sont des A-réseaux, il en est de mé&me de :

1o MAn N, M+ N, MV = {sommes finies Zmini, m €M, n €N},
20 M:N={xe £, xN<cM}, M::N={x€e £, Nxc<M},

30 S-1¥ =371 A-@h.M pour toute partie multiplicative de A .

Commentaires. - Le fait que ces ensembles soient des A-réseaux provient de [7],

§ 4, et il est alors évident que ce sont des A~modules. Vérifions-le pour
(m, N

(M:N) n N < Q:N)N M et (M:N)A © M:N ,
AM:N)N € M =M et AQM:N) € M:N .

COROLLAIRE 1.13. - R(A) est un monoide unitaire rédsidud.

I1 suffit de remarquer que, par 1.3 et 1.9, A est un A-réseau.

Remarque 1.14. - Si A est noethérien, Rf(A) =R(A) , et Rf(A) est résidud.
I1 n'en est pas de méme dans le cas général. Le probléme se pose donc de savoir
duns quelles conditions Rf(A) est résidué. On donnera une réponse partielle dans

1e§30

Donnons maintenant quelques renseignements sur la localisation des ordres et des

réseaux.

LEMME 1.15. - Soit A un A-ordre. Si Am est un A,-ordre maximal, pour tout

idéal maximal M de A, alors A est maximal.
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LEMME 1,16, - Si 7 est un idéal maximal de A, et si M et N sont des

A-réseaux de I :

o M+N) =M + N, MoNyp =l , (), =M N 5
20 (M:N)y =1M.:N, si N est de type fini.

Démonstration., - La vérification du 1° est triviale.

Pour le 2°, (M:N), <Y :N. est vraie quel que soit N .

Inversement, goit (ni)lSiSq un systéme fini de générateurs de N .
re M Ny <=> x, €N, Vi (1<i<q) .
On pose xn, =m,/s, (1<i<q) . Alors,
i i'7i
q q
(N s;) x¥sH et x=y/([ Si) avec yN S M et x e (M:N) .
i=1 *t i=1
- Pour terminer ce paragraphe, on donne un résultat qui se révelera crucial dans 1le

§ 3, et qui est une conséquence immédiate du résultat suivant de ROBSON,

PROPOSITION 1.17 ([18], p. 614). - Soit A wun anneau admettant un anneau de quo-

by

tients & droite, Q-artinien & droite. Alors, tout idéal & droite (ou 2 gauche),

contenant un élément régulier, est engendré par les éléments réguliers qu'il con-

tient. De plus, tout idéal de type fini, contenant un é1ément régulier, admet un

systéme fini de générateurs réguliers.

COROLLAIRE 1.18. - Soient A un anneau de corps de fractions K, et £ une

algébre simple centrale de dimension finie sur K . Si A est un A-ordre, tout

A-réseau de type fini admet un systéme fini de générateurs réguliers.

2, Cas o A est un anneau de Krull.

On se propose d'énoncer les résultats obtenus par GOLDMANN, RILEY et FOSSUM con-

cernant R(A) , lorsque A est un anneau de Krull.

PROPOSITION 2.1. - Soit A un anneau de valuation discréte, et soit A un

A-ordre maximal. Alors R(A) est un groupe cyclique infini engendré par le radical

wA) .

On va obtenir la stucture de R(A) ; lorsque A est un anneau de Krull, en loca-

lisant A suivant les idéaux premiers de hauteur 1 de A .

PROPOSITION 2.2 ([23], p. 149). - Soit A un anneau de Krull, et soit M un
A-réseau de L . On suppose donné, pour tout p € P(a) , ( P(a) désigne 1'ensem-

ble des iddaux premiers de hauteur 1 ), un A -réseau N(p) dans £ .
2 A sresesd dans
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Alors, une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un A-réseau N!

dans I, tel que N! = N(p) pour tout pe P(4) , est que N(p) = Mp pour pres-
~
que tout p € P(A) . Dans ce cas, N =i NP (p € P(A) est le plus grand des

A-réseaux adéquats.

PROPOSITION 2.3 .([23], p. 154, [10], pe 322), - Soit A un anncau de Krull, un

A-ordre A est maximal si, et seulement si,

1° A est un A-module réflexif,
20 Ap est un A

P—ordre maximal, V p eP(4) .

Démonstration.

(a) A est un A-ordre maximal. Alors A*¥ est un A-ordre contenant A, et

par conséquent A = AFF

Si A,PO

il existe un A-ordre I réflexif tel que FP = Ap pour p #PO et l:?’ conte~
0

nant strictement APO y ce qui contredit la maximalité de A .

n'est pas un Apo-ordre maximal pour Po€ P(A) , alors, d'apres 2.2,

(b) Les propriétés 1° et 2° sont vérifides. Alors si I est un A-ordre conte-
t A I =A tout P(A t Iren = A,
nan sy ON a b . pour tout p eP(4) , e Ap

DEFINITION 2.4. - On définit dans R(A) ( A étant un A-ordre maximal) la rela-

tion suivante :

Pour M, NeR(A) , HA N <=> @571z @hH?! MP = NP , 7 pep(a).
REMARQUE 2.5. - Il est facile de vérifier que & est une relation d'équivalence.
Si ¥ =K, on obtient 1'équivalence d'Artin associde au monoide des idéaux frac-

tionmnaires de A .

PROPOSITION 2.6. - Soit A un A-ordre maximal, et soient M , M' , N, N' e R(A).

On a alors les propriétés suivantes :

10 MM tg A,

20 M AN et M'Q N' ==> MNM'Q NN',

30 MAN et M'AN' ==> MM & Nn N',
40 MN @ NM .

Les vérifications sont immédiates en localisant en tout idéal p e P(A) .

THEOREME 2.7 ([10], p. 327). - Soient A un anneau de Krull de corps de fractions

K, et ¥ une algébre simple centrale de dimension finie sur K . Alors :

1o G(A) = R(A)/d est un groupe abélien,
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20 34 I est un deuxidme A-ordre maximal, G(I') est isomorphe & G(A) ,

—

30 Si A est un troisitme A-ordre maximal, le diagramme suivant est commutatif :

G(4A) ———m- - G(I)
-G(A)'
3, A est un anneau de Priifer.

(A) Rappels ([7], pe 93, [11], chapitre 4).
EéFINITION 3,1, -= Soit A un anneau commutatif intégre de corps de fractions X .

A est dit de Priifer si le monoide des idéaux fractionnaires de type fini est un

groupe .

PROPOSITION 3.2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1© A est un anneau de Priifer,

2° Pour tout idéal maximal N de A , l'anneau local A = est un anneau de valua-

ol

tion,

30 Pour tout idéal premier p de A , l'anneau local AP est un anneau de valua-

tion,

40 Tout A-module sans torsion de type fini est projectif,

50 Tout anneau B tel que A B K est intégralement clos.

PROPOSITION 3.3. — Si A est un anneau de Priifer, tout ammeau B , tel que

A ©B <K, est un anneau de Priifer.

PROPOSITION 3.4. - Soit A wun amnneau de Priifer., Pour qu'un A-module M soit

plat, il faut et il suffit qu'il soit sans torsion.

(B) Etude de Rf(A) oi A est un A-ordre maximal de type fini.
EXEMPIE 3.5. - £ = Mn(K) , alors A = Mn(A) est un A-ordre maximal de type

fini.

On utilise le résultat suivant ([6], p. 24) :

Soit X e Mn(K) s X entiére sur A <==> 1les coefficients du polyndme caracté-

ristique de X sont entiers sur A .
Il est alors clair que A =1 (4) estun A-ordre de type fini.
Soit T un A-ordre contenant A, et soit X = (aij) el .

On pose Eij = (6ij) . Eij X est la matrice dopt tous les coefficients sont

nuls sauf ceux de la i-iéme ligne qui a la forme ove Q.. ees a.n) .

o,, . .
(Jl je ji J

EineF, Tr(Ein)=o./jieA et X € A,
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PROPOSITION 3.6 ([197, p. 624). — Soient A un anneau de valuation de corps de

fractions K , et Z = Mn(K) . Alors A= Mn(A) est un A-ordre maximal de type

fini, et tout A-réseau de type fini est principal (donc inversible).

COROLLAIRE 3.7. - Soient A un anneau de Priifer de corps de fractions K , et

L = Mn(K) . Alors A= Mn(A) est un A-ordre maximal de type fini, et Rf(A) est
un groupe.

On peut alors introduire la définition suivante :

DEFINITION 3.8. - On appelle ordre de I tout sous-anneau A de I tel que
x€ T, x=)q.u-1 avee A, pwe A,

On appelle ordrc intégrcl dc % tout sous-unncau A de I tel que KA=1Z.

Etant donné un ordre intégral A , on appelle A-réseau tout module bilatére M ,

contenu dans I et tel qu'il existe un k€ K, kM S A,

On note R(A) 1'ensemble des A-réseaux, et Rf(A) 1'ensemble des A-réseaux

qui sont des A-modules de type fini.

On appelle ordre de Priifer tout ordre intégral de I tel que Rf(A) soit un

groupe.

PROPOSITION 3.9, = A est un anneau de Priifer K ¢ X . §i_ M 23 N sont deux

A-réseaux de type fini, M A N est un A-réseau de type fini.

Démonstration ([8], p. 462, théordme 2.2). - On utilise le fait que, sur un

anneau 4 de Priifer tout A-module sans torsion de type fini est projectif, donc
de présentation finie ([5], p. 36).

COROLLATRE 3410, -Soient A un anneau de Priifer de corps de fractions K , et Z

une algébre simple centrale de dimension finic sur K . Si A est un Jf~ordrc maxi-

mal de type fini, alors Rf(A) est résidué. De plus, I:I = I::I = A pour tout
A-réseau de type fini.

Démonstration. - Soient M et N deux A-réseaux de type fini. N admet un sys-

teme fini de générateurs réguliers (ni)

4 -1
M:N= Mn, |,
. i
=1
-1

Mni est un A-module de type fini. Il en est donc de méme de M:N , et M:N est
a fortiori un A-réseau de type fini. Rf(A) est résidué. Si I est un A~-réseau
de twpe fini, I:I est une A-algdbre qui est un A-module de type fini. Tout é1é-

ment de I:I est entier sur A . I:I est un A-ordre contenant A, d'ou le



7-08
résultat I:I = A .

THEOREME 3.11. - Soient A un anneau de Priifer de corps de fractions K , et T

une algdbre simple centrale de dimension finie sur K .

Si A est un A-ordre maximal de type fini, et si tout A-réseau de type fini

est projectif, Rf(A) est un groupe.

Démonstration ([20], lemme 1.2). = Soit M un A-réseau de type fini. Il est pro-

jectif par hypothdse. Alors il existe une famille (hi)ieI et une famille (@i)i‘EI
dtéléments de HomA(M , A\) tels que, Vme M,

m= 2 & (m) A et &(m)=0,
. i i
iel

sauf pour un nombre fini de valeurs de i .
On peut identifier M-l et HomA(M , I) de la fagon suivante :

Si ce Mt , on lui associe ¥ : ar~-»>aoc et ¢E€ HomﬁSM , A) . Inversement,
soient & € HomA(M , A) et & e HomZ(Z , £) son prolongement & ¥ . Alors si
$'(1) = o, on a, pour tout a €M,

$'(a) =a ¥ (1) =ace A et oE€ M—l .

Soit 1'image de ;i)isl dans cet isomorphisme.

(03)jer
Alors, Vmel, @i(m) = mo; = 0 pour presque tout i . On peut choisir m

régulier dans % , et alors g, = 0 pour presque tout i,

Soit m quelconque dans M , alors m = % @i(m) ki = m(Zbi hi) .

1

Ainsi 1 =Zo; A € M - M, et par conséquent v ly=a.

On montrerait de méme que mt = A , d'ol le résultat.

Remarque. = On peut espérer s'affranchir de 1'hypoth&se que tout A-réseau de

type fini est projectif, ce que je n'ai pas réussi & faire jusqu'd présent.

(C) Sur-ordres plats.

Certains résultats de la théorie d'AKIBA [ 1] ont une traduction immédiate dans 1le

cadre des algébres simples centrales.

PROPOSITION 3.12. - Soit A un anneau unitaire. Pour qu'un A-module 3 droite E

soit plat, il faut et il suffit qu'il vérifie la condition suivante :

. 3 . . ' rd 7.
§£ (ai)iEI EE (bi)iGI gont deux familles finies d'éléments de E et de A
respectivement, telles que

51 %4 bi =0, il existe un ensemble fini J , une
famille (Xj)jEJ d'éléments de A , ot une famille (aji) (jed, ieI) dalé-
léments de A tels que
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> aji bi =0 pour tout jeJ,
i€l

et que

e. = 2 x.a  pour tout ie I,

e I

PROPOSITION 3.13 ([1], théordme 1). - Soient A ©I' deux ordres de £ tels que

I' soit A-plat & gauche et & droite, alors, pour tout élément b régulier dans

dans I,

(A::b)A T=I 2 (A::b)A =faenr, vaed},

F(A:b)A= I ou (A:b)A= fae A, abe A} .

Démonstration. ~ b=A/m , od A et pe A,

Alors w(A/w) = AL =0 et, d'aprés 3.12, il existe un ensemble fini (bj)jeJ

d'éléments de I' et un ensemble fini (alj ’ azj) d'éléments de A tels que :

10 Wayy - A, . =0 pour tout j €J,

23
20 b=MANu= Y C J
jey 133
3° 1= 2 a,.b, .
jeg 2

Le 1° entratne 8,5 € (A::b)A , et le 3° entratne (A::b)A r=r.

On montre de méme que I"(A;b)A =1 .

COROLLAIRE 3.14. - Soient A I deux ordres de I, tels que I soit A-plat

(2 gauche et 3 droite). Pour tout A-réseau, on a

(bn A)T =b =T(bn 1) .

Démonstration. - On a déja (bn A b ,

Soit beb , (A::b)A I' =T par 3.13. Par conséquent, il existe un ensemble
: : : [ 4 ré P .
fini I, une famille (ai)iGI d'éléments de (./\..b)A et une famille (bi)iGI
d'éléments de I' tels que

Alors
b = Z(bai)bi e (Anab)r .

THEOREME 3.15., = Si A est un ordre de Priifer et si I est un sur-ordre plat de
A, T est un ordre de Priifer.

 Démonstration. - Soit b wun iddal bilatdre de type fini de I , D'aprds 3.14,

(bn M)T =b =T(bn A) . Soit (bi)iEI un systéme générateur fini de b . Alors,
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b= 2 vis Pl ob ;€ T et b e bnh, (b

t 1 )
. !, i3)ie1. s€7.
i jEJi fini ij "ij 1] 1°1=4,] i

constitue un systdme générateur fini de b , contenu dans bnanh.

b="0(2 T A) 3 (2 Bo 4 A) est inversible dans Rf(A) , i.e. 3b'e Rf(A)

i, i,J
tel que ( X Abij A)b' = A . Alors F(ZAb5 Ap'T =T , et comme
i,J

1’(§I:Ab3 A) = (EAbS AT,
D(zfby NIPT =T et 5! =T,

Si M est un I-réseau de type fini quelconque, il existe un k e K tel que ki

soit un idéal bilatdre de I , d'ou le résultat.

COROLLAIRE 3.16., - A est un amneau de Priifer de corps de fractions K . L est

une algdbre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-ordre maxi-

mal de type fini, alors tout sur-ordre I' de A est un ordre de Priifer.

Démonstration. - D'aprés le lemme qui sera établi plus loin (3.17), A estun

A-module fiddlement plat. D'apres [5] (p. 34), A®, ' est A-plat. Par conséquent,

quelle que soit la suite exacte de A-modules,

1
0 ——> M -‘f‘yM —£>IVI" -—> 0,

la suite
A 1A: [ ] i
0> (Ao Do ut LB (1o e u WBLBE, (4o MYeur -0
A A A A A '
est exacte.
Maintenant A est fidélement plat, et
0 -» T@AM' -> 'F®AM -> F®AM" -> 0

est exacte, I est un A-module plat. Le théoréme 3.15 donne alors le résultat

suivant.

LEMME 3,17. - S1i A est un A-ordre maximal de type fini, A est fidelement
plat sur 4 .
Démonstration. = A étant projectif de type fini, Aﬂ, est 1libre de type fini,

donc fiddlement plat pour tout idéal maximal M de A ([5], p. 138). Alors,
dtaprés [5] (p. 116), A est un A-module fiddlement plat.

(D) A est un annesu "quasi Dedekind".
GILMER & introduit la notion suivante ([11], § 29) :
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DEFINITION 3.18. - Soit un anneau commutatif intdgre de corps de fractions K .

A est dit "quasi-Dedekind" si A  est un anneau de valuation discréte pour tout

idéal p premier non nul de 4 .

PROPOSITION 3.19. - Si A est un quasi-Dedekind, tout idéal premier est maximal.

THEOREME 3.20. — Soient A un anneau "quasi-Dedekind" de corps des fractions X ,

% une algdbre simple centrale de dimension finie sur K, Soit A un A-ordre, qui
est de plus un ordre de Priifer de ¥ , alors A:m est un Aw-ordre maximgl pour

tout idéal maximal N de A, et A est lui-méme un A-ordre maximal,

Démonstration. -~ Ay est un Ap—ordre pour tout idéal maximal ¥ de A , donc

un Ayemodule libre de type fini. A:)TL est un Am-module fidélement plat et,
dtapres [5] (p. 116), A est un A-modude fidélement plat.

En raisonnant comme dans la démonstration de 3.16, on obtient que Am est un sur-
ordre plat de 4 , donc un ordre de Priifer (3.15). Or R(Ay) = Rf(!\T) . Tout Aye
réseau est inversible, et Ay est maximal (ef. [20], p. 252).

Maintenant A est maximal d'aprés 1.15.

THEOREME 3.21, - Soient A un anneau "quadi-Dedekind" de corps de fractions K,

L une algdbre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-ordre tel

que Am soit maximal pour tout idéal maximal M de A . Alors A est un ordre de

Priifer.

Démonstration. - On montre, de fagon analogue a 1.16, que (M:N),m= Mmzl\lJr ‘si N

est un A-réseau de type fini.

Soit maintenant un A-réseau M de type fini. Alors (AsM) = M~ est un
A-réseau de type fini, et (M-l)m = (Mm)-l pour tout idéal maximal W de A .
Dans R(Ay) , (Mm)"1 M, = A, , et en globalisant wlu=a,

PROPOSITION 3.22, - Soient A un anneau "quasi-Dedekind" de corps de fractions

K, I une algébre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A=

oxdre tel que A317 soit maximal pour tout idéal maximal M de A . On a alors les

o

propriétés suivantes :

10 R(A) est un monoide simplifiable et commutatif ;
20 R(A) est un treillis distributif ¥

3 MNNP)=MNaMP, VM, N, PeR(a);

4o (M 4+ N)MON)=MN, VM, NER() .

Commentaires. ~ La méthode consiste 3 localiser en tout idéal M maximal de A .

On travaille alors dans Rf(Aﬂr? ou Am est un ordre maximal sur un anneau de



T-12

valuation discréte.

Le 1° et le 2°, par exemple, proviennent du fait que R(Ay) est simplifiable et

commutatif et un ensemble totalement ordonné, donc un treillis distributif.

Signalons pour terminer ce paragraphe une réciproque partielle de 3.22.

PROPOSITION 3.23. — Soient A un anneau de Priifer de corps de quotients K, X

une algébre simple centrale de dimension finie sur K . Soit A un A-ordre tel

que R(A) soit simplifiable. Alors A est un anneau "quasi-Dedekind".

Démonstration. - On remarque d'abord que si A est un anneau de valuation ot A

un A-ordre, tout idéal entier de A est le contracté d'un A-réseau entier de A,

En globalisant, on obtient le méme résultat, quand A est un anneau de Priifer.

I1 est alors immédiat que si R(A) est simplifiable, il en est de méme de I(A)
(ensemble des idéaux fractionnaires de A ), ce qui caractérise les anneaux quasi-

Dedekind.

4. Conclusion.
Un certain nombre de problémes semblent ouverts.

PROBLEME 1. - Peut-on caractériser un ordre maximal A sur un anneau de Priifer

par la propriété I:I = I::I pour tout Ie Rf(A) ?

Commentaires. - Cette condition caractérise les anneaux intégralement clos (cas

ou Z =K ) et caractérise les ordres maximaux dans le cas noethdérien.

PROBLEME 2, - Dans quelles conditions la condition " A maximal" implique-t-elle

la condition " Am maximal pour tout idéal maximal N de A" ?

Commentaires. ~ C'est toujours vrai quand A est noethérien intégralement clos.
En utilisant la démonstration d'AUSLANDER-GOLDMANN ([27, proposition 12), on peut

montrer que c'est encore vrai pour un A-ordre maximal de type fini lorsque A est

un anneau de Priifer.

PROBLEME 3 (fondamental). - Peut-on &viter 1'hypothése de finiftude faite dans le

paragraphe 3, et montrer que tout ordre maximal sur un anneau de Priifer est un

ordre de Priifer ?

Complément. - Dans la remarque suivant le théoréme 3.11, on espérait s'affranchir
de 1'hypothése que tout A-réseau de type fini est projectif. C'est le but du lemme
suivant :
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IEMME. - Soient A un anneau de Priifer, K son corps de fractions, % une al-

gébre simple centrale de dimension finie sur K . Alors tout A-réseau I' de type

fini est projectif lorsque A est un A-ordre de type fini.

Démonstration. - Elle se fait en deux étapes :

10

I' est un A-module plat (& gauche et 2 droite).

La démonstration est identique & celle du corollaire 2.16.

20

I' est un i-module de présentation finie.

I1 suffit de montrer que si f est un A-épimorphisme d'un A-module libre L0

dans

I' , alors Ker f est de type fini ( LO de type fini).

0 ->Ker f -» LO -» T

est une suite exacte de A-modules ; [' est un A-module de présentaticn finie ;

Ly

est un A-module de type fini. Alors, d'aprés BOURBAKI ([5], p. 37), on a que

Ker f est un A-module de type fini, et a fortiori un A-module de type fini.

Maintenant, d'apres CHASE ([8], p. 459), T, A-module plat ot de présentation

finie, est projectif,
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