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4-01

ESSAI D’UNE THÉORIE NOETHÉRIENNE HOMOGÈNE POUR LES ANNEAUX COMMUTATIFS
DONT LA GRADUATION EST AUSSI GÉNÉRALE QUE POSSIBLE

par Marcel CHADEYRAS

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
23e année, 1969/70, n° 4, 31 p. ~- décembre 1969 et 12 janvier 1970

1. Introduction.

Cet exposé concerne l’étude de la partie homogène (dont la structure est appelée

anné!de) des anneaux gradués commutatifs, à graduation aussi générale que possible,

et dont les idéaux homogènes vérifient la condition noethérienne.

( a) Origines. - Dans son séminaire sur les corps valués ~[ 3~, exposé 4), M.
KRASNER montre que le squelette d’un corps valué possède une structure intéressante,

celle de corpoide. Du point de vue naif, un corpoïde est un "corps à addition par-

tielle". Plus précisément, un corpoïde est la partie homogène q d’un anneau gra-

dué q~ , les éléments non nuls de q homogènes non nuls de q ) for-
mant un groupe multiplicatif. M. KRASNER a étudié ([3], exposé 5), pour les cor-

poides dont la graduation est un groupe sans torsion, une théorie des extensions

d’algébricité, de séparabilité, de transcendance ; cette théorie, analogue à celle

des corps, est plus riche. A propos des ensembles de polynômes sur un corpoide, là

est apparue pour la première fois la notion d’annéïde, généralisant celle de cor-

poide (comme "anneau" généralise "corps").

De là est venue l’idée, d’une part d’étudier une théorie intrinsèque des annéides,
c’est-à-dire des parties homogènes des anneaux gradués ; d’autre part d’étudier

l’analogue homogène de l’algèbre locale ; et enfin, d’essayer de voir s’il n’y a

pas quelque simplification, en remplaçant la considération des gradués des anneaux

locaux, par celle de leurs parties homogènes (afin de se débarrasser des éléments
non homogènes lorsqu’ils sont parasites).

Mentionnons que SAGASTUME BERRA [5] a envisagé une classe assez particulière d’an-
néides (la graduation est un semi-groupe), à partir des anneaux gradués. 

(b) Définitions. - Une des définitions les plus générales que l’on trouve actuel-
lement est celle de N. BOURBAKI [ 1 ~ : D’abord, un groupe commutatif R est gradué
de type b est un ensemble quelconque), si R est somme directe

de sous-groupes. Ensuite, une graduation d’un anneau R est une graduation de son



groupe additif, où A est un demi-groupe ou monoide commutatif donné, avec élément

neutre (nous noterons toujours multiplicativement la loi sur D ~, et où, pour tous

~ , ~3 E D , on ait 

Nous partirons inversement d’une définition axiomatique des annéides, c’est-à-dire

des parties homogènes des anneaux gradués. Notre définition équivaut à la donnée de
la réunion

d’une famille de groupes additifs abéliens différents de (0) , sauf l’un d’eux

A.. = {0}, groupes ayant deux à deux le seul zéro en commun, où A est un demi-

groupe multiplicatif avec 0 pour annulateur, et où, pour tous d, e E D , il

existe au moins un f E D tel que Ad Ar . A une graduation A de A , on

imposera, en gros, les conditions suivantes : A a D ;  03B1 ~ a v D , on prend

A = ~0~ (on note la différence ensembliste fx E A ; x ~ D) ) ; la loi
sur A est partout définie, et 0 E D est absorbant dans A ; pour tous j3 e A ~
la relation A {0} implique 03B103B2 = y , où y est l’unique élément de 0394 tel

que A03B1 A03B2 ~ A ,

L’anneau A (étendre les opérations par linéarité) , associé à A , est

dit anneau gradué (au sens généralisé) de type A .

Un quasi-morphisme d’annéïdes u de A = U A dans A’ = U A’ 1 sera une re-*

yer y
présentation (au sens de Bourbaki) vérifiant la condition : pour tout c~ E 6 , il

existe y e r tel que A’ . Alors y u se prolonge aux anneaux associés en

un homomorphisme, homogène en un sens plus large que l’habituel.

On a, pour les moduloides (parties homogènes de modules gradués), des notions
analogues de graduation et de quasi-morphisme.

(c) Deux ennuis techniques. - Malgré l’associativité du produit dans un annéïde
A , celui-ci n’a pas forcément une graduation par un demi-groupe d , même dans des

cas simples. Lorsque A est un demi-groupe, on dira que (la graduation) est

associative".

Un élément ~ - ~ a. E A ~ A ~ élément non homogène de A , peut parfois donner

un résultat homogène, soit en le multipliant par un élément x de A , soit en lui

appliquant un quasi-morphisme u . On dit que x (ou u ) agglutine 03B1 . Si d

est associative, et si x agglutine deux éléments non homogènes c~ et il ag-

glutine 

Dans les démonstrations, interviennent de manière fondamentale des ensembles



d’agglutinés (par exemple par un x, ou par un u ~ , intermédiaires entre A et

A . Certains ont une structure favorable, dite anel (resp. monel) , très voisine de

celle d’annéide (resp. moduloïde) , et que l’on est contraint d’envisager. L’anneau

associé à un anel sera dit "quasi-gradué".

(d) Résultats. - On peut, y en se bornant aux parties homogènes et aux idéaux et

sous-modules homogènes, construire une théorie analogue à celle des anneaux et mo-

dules (homomorphismes et isomorphismes, idéaux, polynômes, fractions, ...). Cette

dernière est alors un cas particulier. Les résultats sont pour la plupart identi-

ques ; quelques-uns nécessitent des hypothèses supplémentaires peu restrictives.

Mais certaines notions sont un peu modifiées, ou au moins se dédoublent (notion
d’idéal premier, par exemple).

De màne, les généralités noethériennes classiques s’étendent avec peu de change-

ments aux anneaux et modules quasi-gradués, noethériens dans l’homogène (c’est-à-
dire aux anels et monels noethériens). Pour la transmission de la propriété noethé-

rienne dans l’homogène, d’un anneau quasi-gradué à celui de ses polynômes à une va-

riable de grade § , le théorème de Hilbert ne reste valable que sous certaines

conditions sur

Cependant, l’anneau A associé à un anel noethérien A peut n’être pas noethé-

rien, de même que certains anels de polynômes sur A , ou que certains A-monals de

type fini.

Si on suppose qu’un annéïde noethérien A est en outre fort (définition au § 3) ,
alors tout idéal de A (c’est-à-dire tout idéal homogène dé l’anneau A ) irréduc-
tible est primaire, et la décomposition primaire subsiste dans A. La classe des

annéïdes noethériens et forts semble donc être le domaine naturel de la théorie

noethérienne homogène.

En ce qui concerne le théorème de Krull et ses conséquences, les conditions se

généralisent aux annéides avec de légères modifications. Elles ne sont guère plus
restrictives qu e dans la théorie habituelle des anneaux, sauf si les anneaux gra-

dués (forts, et noethériens dans l’homogène) possèdent trop d’éléments homogènes
diviseurs de 0 (alors, une étude est cependant possible).

Nous avons aussi considéré la localisation des anneaux gradués, à l’aide de sys-

tèmes multiplicativement stables de leurs éléments homogènes, c’est-à-dire les an-
néïdes de fractions, notamment ceux relatifs à un idéal premier.

Noethériannité et force sont des propriétés étrangères ; la recherche de cela nous

a conduits à étudier les graduations associatives (lorsqu’elles existent) des an-
néïdes noethériens, donc en particulier les demi-groupes noethériens. On a obtenu



pour ces derniers une caractérisation explicite.

Nécessairement, cette rédaction est souvent incomplète, pour les énoncés et pour
les démonstrations. Le lecteur pourra éventuellement se reporter à f~2],

2. Notions d’annéide et de moduloïde.

On appelle annéide, tout ensemble non vide A muni de deux lois internes : une

addition, définie seulement pour certains couples dits addibles (notation: *),
et une multiplication, vérifiant les axiomes :

(A) Multiplication :

(A.O) V a , b EA, ab E A ;
(A.l) V a , b , c E A, (ab)c = a(bc) ;
(A.2) Il existe un élément 0 de A tel que Oa = a0 = 0, 

(B) Addibilité :

(B.1) ~ a E A, a # a ~
(B.2) V a ~ bEA, la relation a # b implique b # a ;
(B.3) ~ aEA, a # 0 ;
(B.4) V a , b , c E A , les relations b # c , b ~ 0 , impliquent a # c .

Pour a e A, 0 , notons A( a) = (x E A ; x ~ a) , appelé domaine d’addibi-
lité de a . Les axiomes (B.3) et (B.4) montrent que a ~ b si, et seulement s’ils

appartiennent à un même domaine d’addibilité ; donc, deux tels domaines, ou sont
confondus, ou ont en commun le seul élément 0 . On pose

(C) Addition. - Chaque domaine d’addibilité est un groupe additif abélien (dit
groupe d’addibilité).

(D) Distributivité. - V a, b , c eA , la relation a # b implique :

(D.1) ca ~ cb ~
(D.2) c(a+b) =ca+cb ;
(D.3) ac # bc ;
(D.4) (a+b)c=ac+bc .

Pour tout groupe additif A(d) , l’élément neutre est égal à 0 .

L’annéide est dit commutatif, s’il vérifie :

(A.3) V a, b=A , ab=ba.

L’annéide est dit unitaire, s’il vérifie :



(A.4) Il existe un élément le A , 1 ~ 0 , tel que V a E A .

L’annéïde est dit corpoide, si A* ( A privé du 0 ) est un groupe multiplica-

tif.

Soit A un annéïde. On appellera moduloide à gauche sur A , ou A-moduloide à

gauche, tout ensemble M non vide, muni d’une loi interne additive, définie seule-

ment pour certains couples dits addibles (notation: *), et d’une loi externe

partout définie, ayant A pour domaine d’opérateurs, notée multiplicativement, vé-

rifiant les axiomes :

(A) Multiplication :

axe M ;

a, (ab)x = a(bx) ;
(A.2) Il existe un élément 0’ de M tel que, ~ a ~ A , ~ X ~ M , on ait

a0~ t = Ox = 0’ r (on le notera désormais 0 ).

(B) Addibilité :

(B.l) V x;~x;
(B.2) V x , y E la relation x ~ y implique y ~ x ;

( B. 4) ~ x , y , z E M , les relations x ~ y , y * z, impliquent
z .

De même que plus haut, on notera pour x E M, M(x) le domaine d’addi-

bilité de x . On pose de même

(C) Addition. - Chaque domaine d’addibilité est un groupe additif abélien (dit
groupe dtaddibilité).

(D) Distributivité.. -~ b E A , ~ x , y E M :

(D.l) x # y impli que ax ~ ay ;
(D.2) x ~ y implique a(x+y) =ax+ay ;
(D.3) a ~’~ b implique ax ~ bx ;

, 
(D.4) a * b implique (a+b)x= ax + bx .

’ PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE. - Les axiomes (D.l) à (D.3) sont équivalents à la condi-
tion :

V x , y E M (resp. A ) , b E A , l es relations a ;l b, x # y impliquent
bY ..



Par suite, si a E A et x ~ M (resp. A ) sont tels que A(a) M(x) ~ {0} , il
existe un, et un seul, M(y) E C* tel que A(a) M(x) C M(y) .

Dans la suite, nous considérerons seulement des annéïdes commutatifs.

En prolongeant les opérations par linéarité, on obtient :

- A = 

A( 
A(a) y dit anneau associé à A , et

- M = Et dit A-module associé à M .

Le groupe additif de A est gradué par l’ensemble D . Les éléments de D se-

ront notés A(a) ou ~0~ comme parties de A f et w(a) ou 0 = M)(o) comme élé-

ments de D ou grades. D est canoniquement muni de la loi partielle :

1° Pour tout on pose O.w(a) =0 ;
2° Pour tous w( a) et w(b) e D* tels que A( a) A(b) ~ si A(c) est

l ’unique élément de D* tel ue A(a) A(e) ~ on pose w(a) w(b) = w(c) .

On appelle graduation propre ~a~ de A , l’ensemble D, muni de la loi précé-
dente complétée trivialement par w(a) w(b) = 0 lorsque le premier membre n’est

pas déjà défini.

On appelle une graduation A de l’ annéide A (ou de l anneau À ) ~ tout couple

(A , e) , où Q est un ensemble muni d’une loi interne partout définie avec annu-

lateur 03B8 : 0394 ~ 03940 est une surjection, injective sur 03B8-1(0394*0), véri-
fiant e(o) = 0 ~ et où, pour tous E Q ~ la relation 8(cu) 8(~) ~ 0 impli-

que 6(c~) = Alors, D s’identifiant à une partie de notera

encore le grade de a dans A . Pour 03B1 E Q , A 
a 

désigne le groupe d’ad-
dibilité associé à 

Par définition, une graduation 6’ de A prolonge A , si A’ est à A ce que

A est à Le prolongement est dit strict, si la loi sur 8’ t induit celle sur

A .

Si M est un moduloide sur un annéïde A de graduation Q , on définit de ma-
nière similaire les 0394-graduations r de M (ou du module M ).

Il semblerait souhaitable de restreindre le choix de A aux cas où sa loi est

associative (nous dirons : i aux graduations associatives). Mais un anneau gradué au
sens précédent peut très bien n’ avoir aucune graduation associative. On le voit
dans certains cas très simples, lorsque la loi partielle de D n’est déjà pas as-
sociative. Ce phénomène ne peut se produire que pour des triples de grades

tels que A A A _ ~0~ ; si les produits A a A a et A A sont

différents de ~a~ ~ et s’il en est de même de A atJ Q A et de A les



produits et sont définis dans D ; mais rien ne les oblige à être

égaux. Par exemple, soient k le corps à deux éléments, et A l’anneau

Nous graduons à en considérant l’annéïde A dont les groupes d’addibilité sont

{0 , ax , bx , ax+bx) et les {0 , m) pour bx , 0 . Quelle que soit
la graduation A choisie, elle n’est pas associative, car

Dans [2], chapitre I, on trouve même un exemple ( tératologique : ) d’anneau gradué
où D* est un ensemble fini muni d’une loi partout définie mais, à part cela,
quelconque ; il s’étend au cas où D’‘~‘ est dénombrable.

En fait, une grande partie des résultats est indépendante d’une hypothèse d’asso-
ciativité de la graduation. Mais cette hypothèse semble indispensable dans certains
résultats importants.

Soient A et Al deux annéides. Une application u : A est dite un

homomorphisme d’aeLéïdes, si, pour tous a, b E A , on a :

Si l’axiome (1’) n’est pas vérifié, l’application u sera dite un quasi-morphisme
d’annéïdes. Les définitions d’homomorphisme et de quasi-morphisme de A-moduloides
sont similaires.

Dans un annéide dont la graduation n’est pas un semi-groupe, la multiplication
par un élément peut donner des résultats addibles à partir d’éléments qui ne le
sont pas ( a et b donnent ax ~ bx , dans l’exemple précédent ; on dit que x

agglutine a et b ). De là viennent des difficultés ; par exemple, soit M un

A-moduloide unitaire monogène engendré par x . Alors u : A -~ M définie par
u(a) = ax est, lorsque x agglutine, un quasi-morphisme non surjectif ; et M ne

sera pas isomorphe à un quotient du moduloide A . "

Plus généralement, des agglutinations d’apparences très variées interviennent
dans presque toutes les questions. Cette difficulté oblige pratiquement, pour une
étude convenable des anneaux gradués, à envisager une structure très voisine de la

leur, avec une partie homogène plus grande, et une graduation moins fine que celle



de départ. Par exemple, dans un anneau gradué A , soit x E A un élément homogène

fixé. Un élément y de l’anneau sera homogène dans la "quasi "-graduation, si yx

l’est dans la graduation initiale ; alors, le "quasi "-grade de 03B3 sera par défini-

tion le grade de yx (il sera 0 , si yx = 0 ) ; dans l’anneau, les éléments de

"quasi"-grade nul forment un idéal 9 pour un grade fixé ~ , l’ensemble des élé-

ments de "quasi ’’-grade 0 ou B est un groupe additif abélien. L’anneau est la

somme de ces groupes distincts, directe à l’idéal ci-dessus près (somme "quasi-
directe").

On a ainsi obtenu la structure d’anneau qua.si-gradué, à partir de celle d’anneau

gradué, en dilatant, en quelque sorte, son zéro en un idéal: Les parties homogènes
de tels anneaux, qui admettent aussi une caractérisation axiomatique, seront appe-

lées anels. On considérera les modules quasi-gradués (sens analogue) sur de tels
anneaux, et leurs parties homogènes seront appelées monels. Ces considérations con-
duisent aussi à une exploration, sur un anneau gradué donné, de ses graduations et

quasi-graduations moins fines.

3. Anels et monels.

On appellera anel, tout ensemble non vide A , muni de deux lois internes : une

addition partielle et une multiplication, vérifiant les axiomes :

(A) Multiplication :

a et b abEA 9

a , b et c EA, (ab)c = a(bc) ;
(A. 2) Il existe un élément 0 tel que Oa ~ a0 ~ 0 , 

(B) Addibilité :

a ~ a ;
(8.2~ ~ a et b E A , la relation a ~ b implique b ~ a ;
(B.3) Il existe une partie Q de A , contenant 0 , et telle que, ~ a E A ,

a~e~

( B. 4~ ~ a , b et c E A , les relations a ~ b , b ~ c , impliquent
a # c .

Pour a ~ ~ , soit A(a) == (x E A; x # a~ le domaine d’addibilité de a ; il

est clair que a # b si, et seulement s’ils appartiennent à un même domaine. Donc
deux tels domaines, ou sont confondus, ou ont Q pour intersection. On pose



élément neutre de chacun de ces groupes.

(D) Relations entre addition et multiplication. - La double distributivité du pro-
duit par rapport à l’addibilité, et par rapport à l’addition, est vérifiée, et, de

plus :

(D.5) V ae e n et 

La partie Q est appelée le milieu de A. De plus, l’anel est dit commutatif,
s’il vérifie :

(A. 3) V a et b E A, ab = ba ;

l’anel est dit unitaire, s’il vérifie :

(A. 4) Il existe un élément 1 E A tel que 1a = a1 = a , V a ~ A .

Soit A un anel. On appellera A-monel à gauche, ou monel à gauche sur A, tout

ensemble M non vide muni d’une addition partielle, et d’une loi externe partout

définie, ayant A pour domaine d’opérateurs, notée multiplicativement, vérifiant
les axiomes : .

(A) Multiplication :

,

et b x ~ M , (ab)x = a(bx) ;
(A* 2) Il existe un élément 0’ de M tel que, ? a E x E M ,

a0 ’ = 0’ (on le notera désormais 0 ).

(B) Addibilité :

x e M , x ~ x ;
(B.2) V x et y E M , la relation x ~ y implique y # x ;
(B.3) Il existe une partie 0 de M , contenant 0 , et telle que, V x E M ,

V eE 0 , x ~ e ;
(8.4~ ~ x , y et z E M , les relations x # y ~ y ~ z , impliquent

x # z .

Pour x ~ 0 , soit M(x) = {y E A ; y # x) le domaine d’addibilité de x . De

même, deux tels domaines, ou sont confondus, ou ont 0 pour intersection. On pose

(C) Addition. - Chaque élément de C est un groupe additif abélien. En particu-
lier, ~ x et y x # y implique x # x + y . Enfin, 0 est élément neu-
tre de chacun de ces groupes.

(D) Relations entre addition et multiplication. - La double distributivité du



produit pour l’addibilité et l’addition dans A et M est vérifiée, et de plus :

La partie 0 est appelée le milieu de M .

Les notions de monel à droite sur A , et de monel unitaire, sont les analogues

du cas des modules. Noter que Q est un anneau, et 0 un 03A9-module.

LEMME. - ? e E 0 x et y E M ( resp. la rel ation x # y

é quivaut à x ~ e + y .

C’est évident, si x (ou y ) est dans 0. Si et y ~ ~ , x ~ y im-

plique y E M(x) qui contient 0 . Donc e + y E M(x) .

PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE. - ~ x et y eM (resp. a et 
les relations a # b et x # y impliquent ax # by .

En effet, la transitivité le montre si ay ~ ~ , ou si bx ~ 0 . D’autre part, si

ay et bx ~ O , de (a + b)x # (a + b)y on déduit d’où

a,x ~ by , grâce au lemme.

Dans la suite, nous supposerons toujours les anels commutati.fs. Noter qu ’un an-
néide est un anel dont le milieu est (0~ .

Une partie P d’un A-monel M est dite un sous-monel de M , si l’addibilité

et les lois de M induisent sur P une structure de A-monel, c’est-à-dire si :

1° L’addibilité dans P est la restriction de celle de M ;
2° Pour tout x non nul de M ~ N n M(x) est sous-groupe additif de M(x) ;
3° 

On a de manière analogue les notions d’idéal et de sous-anel d’un anel.

Deux éléments x et y de M sont dits congrus modulo le sous-monel P, s’il
existe z E M tel que x - z E P et y - z E P . Ceci est une relation d’équiv
lence sur M , dont le quotient M/P est un A-monel. De même, pour un idéal a

d’un anel A, le quotient est un anel.

Une graduation d d’un anel A se définit exactement comme pour un annéïde, à

partir de l’ensemble D : simplement, (0) y est remplacé par le milieu (1, et on

pose c~( e~ _ 0 pour tout e E ~ . Alors, la loi partielle sur D* est définie
lorsque A(a) = c~(c~ , où est l’unique (propriété
fondamentale) groupe d’addibilité tel que A(a) A(b) C A(c) . En fait, les gradua-
tions de l’anel A sont celles de l’annéïde quotient A/03A9 . D’autre part, si i

est idéal de A gradué par 0394 , le quotient AI i est canoniquement gradué par A .

On définit de même que pour un moduloide, une A-graduation d’un A-monel M à



partir de l’ensemble C . Dans la suite, on choisit toujours commutative une gradua-

tion d’un anel commutatif.

L’anneau 1 = ~ A(a) (prolonger les opérations par linéarité) associé à

l’anel A de graduation 6, est dit anneau quasi-gradué par Q . De même, on a le

A-module M associé à M , qui est dit module quasi-gradué.

Un élément x non nul d’un anel A sera dit régulier, si, pour tous a et b

E A , les relations ax # bx, ax ~ 03A9 et bx ~ 03A9 , impliquent a # b . Il est dit

quasi-régulier fort, s’il existe un entier i = i (x) >, ~ tel que, pour tous

a , b E A et pour tout entier n ~ 0 , les relations bxn, Q et

impliquent L’anel A est dit régulier ( resp. fort) , si tout

élément non nul de A est régulier (resp. quasi-régulier fort).

Soient M et M. deux A-monels, et 0 et 0 leurs milieux respectifs. Une

application f : t~t -~ FI est dite homomorphisme de A-monels, x et y E M ,

V a ~ A :

( 1) La relation x # y implique f(x) # f(y) , et on a c 0~ ;
(i’) Les relations f(y) , f (x) ~ 01’ f(y) ~ 01 ,impliquent x # y ;

( 2) La relation x # y implique f(x + y) = f(x) + f(y) ;
( 3) f(ax) = af ( x) .

Si f vérifie ( 1~, ( 2), ( 3), mais non ( 1’ ), il est dit quasi-mo rphisme. Remar-

quer que, lorsque l’image n’est pas contenue dans un seul groupe d’addibili-

té de la première partie de la condition ( 1) implique ~? .
Soient A et A 1 deux anels de milieux respectifs 0 et c~~ . Les notions ana-

logues d’homomorphisme et quasi-morphisme d’anels se définissent de même, en rem-

pl aç ant (3) par :

(3~) ~ a et b E A, f(ab) = f(a) f(b) .

Un homomorphisme (resp. quasi-morphisme) d’anels est dit unitaire, si A et A 1
sont unitaires, et si f(l) = 1 .

Un homomorphisme f (d’anels ou de monels) sera dit un isomorphisme, s’il est

bijectif, et si f(0) = 0 . 
°

4. Ensembles d’agglutinés.

Soient f : M --.~ M~ un quasi-morphisme de A-monels, et ~ - x1 + ... + xn E M

( avec les xi deux à deux non addibles). En général, la somme formelle



n’est pas un élément de sauf dans les cas suivants :

(1) Les f(x. ) sont addibles deux à deux ; on dit que 03BE est agglutiné par f ;
(2) La somme formelle 03A3 f(x.) y après une éventuelle réduction des termes addi-

bles, est élément de on dit alors que 03BE est agglutiné large par f.

On montre que l’ensemble M des agglutinés (resp. A des agglutinés larges)
par f est un A-monel. En quelque sorte, la quasi-graduation de M déterminée

par le monel Af, est "l’image réciproque" de la quasi-graduation par M de M ~
par le prolongement f de f à M -~M. (le milieu de A étant le noyau de

f).

De même, pour un quasi-morphisme f d’anels de source A , l’ensemble Y des

agglutinés (resp. A des agglutinés larges) par f est un anel.

Un cas particulier fondamental est le suivant : Soient A un anel, x e A y et

h 1 ’homothétie de A définie par h(a) = ax . Alors, h est un quasi-morphisme.
L’agglutiné A ~ noté A (resp. A ~ noté est un A-monel, mais pas for-
cément un anel.

LEMME. - Soient a , b , c , d , x des éléments d’un anel A y non situés dans
le milieu, et tels que ax # bx et cx # dx. Si le produit des grades de b , c

et x (ou bien de a , d et x ) est associatif, acx et bdx sont addibles.

Si acx et bdx ne sont pas dans le milieu, ax et bx non plus, par l’axiome

(D.5). On en déduit

et on a de même

L’associativité donne le résultat. Par contre, dans l’exemple de graduation non as-
sociative du § 2, x agglutine a et b , mais n’agglutine pas a2 et b2.
En conséquence, y si une graduation de A est associative, pour tout x ~ A , si

x agglutine deux sommes formelles, il agglutine leur produit ; et les agglutinés
A et A sont des anels.

Dans les démonstrations cherchées, bien d’autres ensembles d’agglutinés inter-
viennent naturellement, mais souvent avec une structure tératologique. Citons deux
exemples favorables. Soient A un anel, et S une partie multiplicative non vide
de A. On appelle agglutiné de A par S , l’ensemble AS = U AS où deux élé-

se S
ments sont addibles s’ils le sont dans au moins un A , , et où le milieu est la
réunion des milieux des On définit de même l’agglutiné large A~ de A par



S . Ces ensembles ont une structure d’anel, même si la graduation n’est pas associa-

tive.

Soient A un anel de graduation A et de milieu 03A9 , 03BE un élément de 0394 , et

e un entier  1. On va définir un agglutiné de A noté A03BE,e.

( I ) Soit a E A . Si et si, pour toute factorisation a = f 1 ... f q
(les fj E A ), le produit w(f ) ... ... ~ ( e facteurs § ) est associa-

tif et non nul, sa valeur w( a) se est par définition .le grade w’ ( a) dans l’ag-

glutiné qui suit. Dans tous les autres cas, on pose w’(a) = 0 .

(2) Soit A03BE,e la partie de A formée des a == Z a, tels que les w’(a. )
i= ~ . 1 ~

non nuls aient la même valeur, qui sera le grade w’ (~) ; on pose = 0 , si

tous les w’ ( a. ) sont nuls. est un A-mmonll appelé l’agglutiné de A par

03BE , e , et A en est une 0394-graduation ; wt(a) est donc le 0394-grade de a .

On peut montrer que, si un produit donné p = ... ... ~ n’est pas
associatif, il existe un triple produit extrait du précédent (c’est-à-dire
dont les termes ~ ~ ~ ~ ~ sont des produits de certains facteurs de p ) ~ non
associatif, et dont l’un des f acteurs est ~ . Inversement, si dans Q f tout pro-

duit de trois termes dont un, extérieur, est Ç , est associatif (on dira que
associe dans tout produit de trois termes, dont un est ~e , est associatif.
Alors Â~’ e _ est un anel de milieu ,, ‘ Ad’ où Q’ est la partie de A

e 
annulée 

Diviseurs d’un élément. - Soit A un anel unitaire, et soient x ~ b E A ,
x ~ 0 . Nous dirons que x est diviseur (resp. pseudo-diviseur, resp. diviseur

large) de b , s’il existe un élément y E A (resp. y E Ax , resp. y E tel

que b = yx . Il sera dit pseudo-diviseur (resp. diviseur large) propre, si de plus
y ~ A ÂX ) . De là les notions de diviseur de 0 ~ de pseudo-diviseur
de 0 ~ de diviseur large de 0 . De là aussi les notions d’élément inversible,
pseudo-inversible, inversible large.

L’anel unitaire A est dit intègre, si, pour tout élément c non nul de A ~
l’homothétie de rapport c est injective. L’anel unitaire A est dit un quasi-
domaine, s’il n’a pas de diviseur de 0 . Il est appelé domaine, s’il n’a de divi-
seur de 0 d’aucune sorte.

5. Définition des polynômes.

On va définir les analogues des anneaux de polynômes. Là, les indéterminées
elles-mêmes sont munies de grades, suivant le procédé utilisé par M. KRASNER [3]



pour les polynômes sur un corpoïde.

On donne un anel A de graduation ~ . On considère une somme formelle

Définition 1. -On donne l’anel A de graduation p , et ~ - (~ , , .. ! ~ ~ E pp ,
On dira que f est un S-polyn8me (ou polynôme de pente § ) , si, quel que soit le

sur-anel B de ,~ , de graduation Q , quel que soit le p-uple

y ... y x ) a tous ses tenues addibles.

Deux questions se posent :

(l) A et f étant donnés, f sera-t-il un ~-polynôme pour au moins une gra-
duation A’ de A ? Il a été traité par M. KRASNER dans le cas des corpoïdes dont

la graduation est un groupe sans torsion. Il reste ouvert dans le cas général ; on

peut imposer à A~ d’être seulement un prolongement A’ d’une graduation A don-

née.

(2) Lorsque A , 0394 et 03BE ~ 0394p sont donnés, étude de l’ensemble des 03BE-polynômes,
que nous allons considérer.

Définition 2. - A , 0394 et 03BE ~ A" étant donnés, soit un monôme aXi1 1 ... 

Si, pour toute factorisation a = b .~. le produit

est associatif et non nul, sa valeur c~( a~ ~ (1~ est le g-grade du monôme. Sinon,
le Ç-grade est 0 .

En cas de non associativi té pour une factorisation, les valeurs prises par le mo-
nôme sont nécessairement dans le milieu. Si le g-grade est noté par c~t , on mon-

tre, pour tous monômes u, v tels que 0 , que l’on a

et on en déduit :

THÉORÈME. - Soient A , A A" donnés. Pour qu’une s omm e formelle 

.soit un 03BE-polynôme, il faut et il suffit que ses monômes de Ç-grade non nul aient
même grade. Et l ensemble de ces 03BE-polynômes est un anel (un sur-anel de
A , de graduation ù ) o



Donc, la définition 1 est indépendante des sur-anels B de A considérés, et dé-

pend seulement de la graduation 6. De plus, on a la formule habituelle :

Enfin, il faut noter que l’ensemble des §-polynômes sur un annéide A n’est pas

forcément un annéïde, car des monômes non nuls peuvent avoir un grade nul (si
divise 0 , ou s’il n’associe pas dans ~ ~.

6. Propriétés des homomorphismes, idéaux et sous-monels.

Les propriétés élémentaires traditionnelles des homomorphismes (théorèmes d’iso-

morphisme, par exemple) dans les anneaux et modules subsistent presque sans change-
ment pour les annéïdes et moduloïdes. Pour les monels (resp. anels), il en est

presque de même avec parfois, soit une condition de stabilité additive de l’image

d’un sous-monel (resp. idéal) L, soit une condition de comparabilité de L au

milieu ; 9 ces conditions sont peu restrictives.

Par exempl e, soient M et M. deux A-monels de milieux 0 et d~ ~ et

u : ~~ -~ Ml un homomorphisme. Si le sous-monel L de M vérifie

alors u(L) est sous-monel de Si la condition est vérifiée pour M , alors

u(M) et M/Ker u sont isomorphes.

Pour deux sous-monels K et L de r~I , dont un est comparable à U ~ (K + L)/K
et L/(K n L) sont isomorphes, et aussi (lorsque K ~ L ) la loi modulaire subsis-
te.

Les formules habituelles des opérations sur les idéaux (on définit a :b et jf
comme dans le cas des anneaux) sont conservées presque toutes, ainsi que celles re-

latives aux extension et contraction par un quasi-morphisme d’anels. Celles concer-

nant les images d’idéaux par un quasi-morphisme nécessitent parfois une faible con-

dition supplémentaire.

La notion d’idéal premier (resp. primaire) se détriple dans les anels, à cause de

l’agglutination :

Définition 1. - Un idéal p d’un anel A sera dit :

1° Premier, si, et seulement si, pour tous a, b E A , les relations ab E p ,

impliquent b 

2° Strictement premier, si, et seulement si, pour tout b E A et pour tout

ex = 03A3. a. E Ab , les relations c/b E p et pour tout i , impliquent b ~ p ;



3° Largement premier, si, et seulement si, pour tout b E A et pour tout

al = l . a, E l es rel ations ab E ~ et pour tout i ~ impli quent b 

. 
i 

t i

Définition 2. - Un idéal a d’un anel A sera dit:

1° Primaire, si, et seulement si, pour tous a , b E A t les relations ab E a ,

a q , impliquent l’ existence de n > 1 tel que bn 

2° Strictement primaire, si, et seulement si, pour tout b E A et pour tout

a ~ ~ . a. i E ~.b ~ les relations ab E ~ et a. ~ z a pour tout i ~ impliquent 

i
tence de n >,1 tel que bn 

3° Largement primaire, si, et seulement si, pour tout b E A et pour tout

a = l . a. E les rel ations ab E q et q pour tout i , impli quent l’ exis-»
i

tence de n > 1 tel que b~’ 

Lorsque seuls interviennent les éléments de llanel (les cas 1°), on conserve la
nomenclature classique, et les propriétés habituelles se conservent.

PROPOSITION. - Soient A un anel de graduation associative, et m un idéal tel

ue A2 rf m . Pour ue m soit maximal il faut et il suffit ue ou soit un

corpoïde, ou soit égal à son milieu et ait une structure sous-jacente de corps.

Montrons la proposition. m étant maximal, m contient l’idéal

si, et seulement si, on a, dans le cas contraire, Ax + m = A . L’idéal



un corps. La preuve réciproque est triviale.

7. Propriétés noethériennes élémentaires.

Un A-monel M est dit noethérien, si ses sous-monels vérifient les trois condi-

tions équivalentes habituelles. Un anel unitaire A est dit noethérien, s’il l’est

comme monel sur lui-même. Cela équivaut à ce que les idéaux homogènes de l’anneau

quasi-gradué associé A vérifient la condition noethérienne. Noter qu’alors A

n’est pas forcément un anneau noethérien : Le corpoïde Q des fractions monomiales

sur le corps C des complexes, en est noethérien. L’anneau associé Q
ne l’est pas, car les idéaux (0) et an + Q(y2n + y2n+1) forment une

suite strictement croissante.

Les propriétés habituelles sont conservées pour les annéides et moduloides, et,
avec parfois une condition peu restrictive (comme au début du § 6) , pour les anels
et monels. Signalons deux résultats triviaux, mais importants :

De deux A-monels (resp. anels) agglutinés comparables d’un même A-monel (resp.
anel), si le plus agglutiné (le plus grand) est noethérien, le moins agglutiné
l’est aussi.

Pour que tout monel sur un anel unitaire A soit noethérien, il faut et il suf-
fit que A soit un anneau noethérien.

8. Le théorème de Hilbert.

On voit aisément que tout anel de polynômes à une variable sur un anel A est

noethérien, si, et seulement si, l’anneau A est noethérien. On a le résultat plus
précis suivant :

THEOREME 1 (de HILBERT). - Soient A un anel de graduation ~ , et ~ e D . S’il
existe un entier r ~ 1 , tel que, pour tout i ~ r on ait Â~’l ~. et si

le A-monel est noethérien alors l’anel est noethérien. 
~ 

........,__

Ici, on ne peut parvenir au résultat avec les seules conditions sur A , à cause

de l’agglutination par le grade ~ de la variable X . A part cela, la démonstra-
tion est semblable à celle, classique, pour les anneaux, mais à deux étages, à cau-
se du milieu de A [X] .
On étudie ensuite si les conditions suffisantes peuvent être aménagées dans des

circonstances particulières. quasi-régulier (ou fort) pour r >, 0 si-

gnifie que toute puissance de Ç est un produit associatif, et que, pour tout

n E N, ~ pour tous a et (~ E ~ ~ ~~n ~ ~~n implique ~~r _ S~r . On en déduit :



COROLLAIRE 1. - Soient A un anel de graduation ~e A . associe

dans A , s’il est quasi-régulier pour r , et si A03BE,r = A03BEr est noethérien, alors

est noethérien.

LEMME 1. - Soient A un anel gradué par Ay divise

w(b) , et si Ç et w(b) associent dans A , chacun des anels

est agglutiné ,dy p,rfc,é£££t .

Puisque Ç et w(b) associent dans en résulte que est multiple
de et aussi, pour tout a e à , que w(a) est multiple de w(a) Ç~ .
Cela entraîne ia première relation. Les autres se montrent aisément. Ii suffit donc,

dans le théorème, de prouver que br est noethérien, ce que nous allons étudier.

LEMME 2. - Soient A un anel de milieu Q , b ~ A , et 1 un entier  1 .

Notons k, le noyau de l ’homomorphisme u, i bi --> A de A-monels défini par
- i . 

-......- 
..- 

., 
.. - 

...- - .-- 
-- - 

... -- ...- i - -, -..- ,- , .  
- 

, ,- ., - ..- ...- . 
-

OE Po Si k1 est un A-monel (ou un A-module) noethérien, il en est de méme
de k, pour tout 1 .
- 1 

Pour chaque 1 , par défini tion de Ù , ui est un homomorphisme de À-monels,

et k, est contenu dans le milieu O, de Donc k, est son propre aggluti-i i i

né dans l’anneau à , et le À-monel k, peut être considéré comme un A-module
i

(donc comme un idéal de A ) ; pour k. , les notions de sous-A-monel et de sous-A-
i

module sont confondues. Montrons le lemme par récurrence sur 1 . Notons 03C6 i ’ho-

mothétie de À , de rapport bi , qui est un homomorphisme de A-modules. Pour
OE é A , les conditions suivantes sont équivalentes : 03B1 e k. , = 0 ,

. i+1
03B1b1 G ki . Donc  Se restreint en Un homomorphisme # : ki+1 -> ki de À-

modules. Son noyau est ker % = ia - e k. i+1 ; 03B1bi = o) = (cy . e k i+i ; cy e k 1... i - °°’° 
Si k1 et ki Sont des A-modules noethériens, il en est donc de même du noyau et

de l’image de 03C8 , et i ’°n sait alors que ki+1 est Un À-modUle noethérien.

D’autre Part, l’hypothèse qUe k1 Soit Un anneaU noethérien est suffisante pour
le lemme.

COROLLAIRE 2. - Soient à un anel de graduation à , ç e à et b e A , soit

ki ie noyau de l’homomorphisme ui : Ù -> à défini par u1 (cy) = 03B1b . on suppose
g£ Ç et W(b) associent dans à , y Ç divise w(b) , et ue ç est quasi-
régulier pour l’indice r . Si les A-monels A e.i k sont noethériens,



de polynômes A;[X] est noethérien.

En effet dans u : -~ A ~ le noyau et l’image sont des A-monels et sont
’ 

r
noethériens. Il en résulte que br est noethérien, donc aussi 

THEOREME 2. - Soient A un annéïde noethérien de graduation b 9 et

c , ... , cs des éléments non nuls de Pour chaque i = 1 , ... , s ,

soit cp. : A03B3 ~ A l’homomorphisme de A-monels défini par = ac.. Si

s 
.. ~ . ,

n ker 03C6i est un A-monel noethérien, alors A’ est un A-monel noethérien.

, . 

c. 
1 . ~ ’~( . 

~ 
c.

D’abord, il est clair que A ~ est un agglutiné de A . Soit u. : 1~ A
. l’homomorphisme de A-monels défini par ui(03B1) = 03B1ci . 03C6i est la restriction de

u. i à donc est un homomorphisme. Puisque A est un annéide, l’image de 

est un idéal de A , donc un A-moduloide noethérien.

Notons R la partie du produit cartésien As formée des s-uples ... , a )
où les a. sont deux à deux addibles. Deux éléments ... , as) et

(b1 , ... , b ) de R seront addibles, si, et seulement si, les a. et b. sont
1 s n. ~

deux à deux addibles ; alors, leur somme se fait par composantes. De même, le pro-
duit par À E A d’un élément de R se fait par composantes. Ainsi, R est un A-

moduloide, comme on peut le voir aisément.
n

Pour tout o~ = ~ a. E  ,les a. c. ~ 0 sont tous addibles entre eux, par

- 

~=I J J 1

définition de Considérons donc l’application cp : Â~ ..~ R définie par

= 
... , est un homomorphisme de A-monels, dont l’image est

un sous-monel de R . Par conséquent, comme R est noethérien, pour ~ue A~’ soit

noethérien, il suffit que le noyau de 03C6 le soit. Or, ce noyau est

Application. - Soient A un annéide noethérien de graduation p ~ E p .

Supposons que S divise 03B2 , que Ç et 03B2 associent dans p , et que Ç soit

quasi-régulier pour r .

1° L’idéal engendré par le groupe d’addibilité A 
y 

(avec y == possède un
système fini {c1 , ... , c ) de générateurs pris dans A . Si, de plus (avec les
notations du théorème 5) , le A-monel n ker 03C6i est noethérien, l’anel A 03BE[X] est

noethérien.

2° L’idéal (S) de A engendré par le groupe d’addibilité A 6 possède un



système fini ... , de générateurs pris dans A . Les produits ci non

nuls de r facteurs b , sont en nombre fini, et sont éléments de A (avec

y = 03B2r). Si, de plus ( avec les notations du théorème 5) , (1 . ker 03C6i est un A-monel

noethérien, l’anel A03BE[X] est noethérien.

9. Dans un annéide noethérien fort, la décomposition primaire existe.

Dans un annéïde (ou un anel), un idéal est dit irréductible, s’il n’est pas in-

tersection finie d’idéaux qui le contiennent strictement. Dans un annéïde (ou un

anel) vérifiant la condition de chaîne croissante, tout idéal est intersection fi-

nie d’idéaux irréductibles (même démonstration que pour les anneaux).

LEMKE. - Dans un annéide fort vérifiant la condition de chaîne croissante, tout

idéal irréductible est primaire.

Si un idéal q n’est pas primaire, il existe b , c E A ~ q tels que bc E q

et que q pour tout i. La suite q:{bi} = (z E A ; E q) d’idéaux de

A est croissante, donc stationnaire à partir de l’indice s . Comme A est fort,
b est quasi-régulier pour l’indice r . Posons n = r + s . Les idéaux « = q + (c)y

= q + A bn 1 contiennent q strictement (respectivement c ~ q et

bn+1 ~ q).
Tout x (; 0 , s’écrit avec u et v E q ,

et Puisque 0 , les termes sont tous addibles à x,

donc entre eux. On a

bx = bv + ~bc + mbc

qui est dans q, d’où

Puisque b est quasi-régulier pour r, et que r  n, br agglutine Ç , et on

pose d = On a donc db s+ 1 = E ~ ~ et par suite d E g; ~b s+~ ~ ~ 
et enfin ~bn ~ dbs E q . Donc x = u + ~bn est élément de q. On a q = oc 

et q est réductible.

Par contre, les conditions du lemme ne semblent pas suffisantes dans les anels.

Dans un annéïde noethérien fort, toutes les conséquences habituelles du lemme ont
lieu : tout idéal possède une décomposition primaire réduite ; on a de même des

composantes primaires immergées ou isolées, ces dernières étant uniques.

Pour un annéïde A , les hypothèses " A fort" et " A noethérien" sont étrangè-
res. Un anneau non noethérien est un annéïde fort. On verra, ce qui est moins



évident, qu’un annéïde peut être noethérien, sans être fort.

10. Demi-groupes (ou monoïdes) noethériens.

(a) Notion de demi-groupe noethérien.

Soit D un demi-groupe, ou monoïde. Une partie H de D est dite un idéal de

D , si DH ~ H . Une partie S de D est dite un système de D-générateurs de H ,

si H est le plus petit idéal contenant S . On note (a) l’idéal engendré par un

seul élément a . Un idéal étant un sous-demi-groupe, on distinguera système de D-

générateurs (comme idéal) et système de générateurs (comme demi-groupe).

D est dit noethérien, si ses idéaux vérifient les trois conditions équivalentes
traditionnelles. Par exemple y si la graduation propre d’un anel noethérien est un

demi-groupe, ce dernier est noethérien.

Deux éléments a et b d’un monoïde D seront dits associés au sens large, si,
et seulement si, les D-idéaux (a) et (b) sont égaux. Cela signifie que chacun
des éléments a et b divise l’autre, ou lui est égal. L’association large est,

évidemment, une relation d’équivalence sur D compatible avec le produit dans D .

Le monoïde quotient sera appelé la charpente de D . On appellera charpente ou ho-

loide, tout monoide où deux éléments associés au sens large sont égaux. Il est évi-
dent qu’un monoïde est noethérien si, et seulement si, sa charpente l’est. Pour un

D-idéal H, appelons système minimal T de D-générateurs de H , tout système
(s’il en existe) de D-générateurs tels qu’aucun d’eux n’en divise un autre.

LEMME 1. - Soit H un idéal d’une charpente D . Si H possède un système mini-
mal T de D-générateurs, tout autre système de D-générateurs de H contient T.

En particulier, si H est de type fini, il possède un plus petit système de D-

générateurs.

Soit S un autre système de D-générateurs de H . Quel que soit x e T , il
existe sx ~ S tel que (sx) ~ (x) , et il existe y E T tel que (y) ~ (s ) .
D étant une charpente, et T étant minimal, on a y = x = sx , d’où Tes. En-

fin, si H admet un système fini de D-générateurs, on en extrait aisément un sys-
tème minimal.

La relation d’association large est distincte de l’association au sens strict ha-
bituel (où a est produit de b par un élément inversible). On le voit en consi-
dérant le monoïde des monômes en x ~ y , z dans l’exemple suivant.

Soient k un corps, et A l’anneau noethérien des polynômes sur k , à trois

variables x, y , z liées par la relation x - xyz = 0 . Les idéaux (x) et (xz)



de l’ anneau A sont égaux. Mais nous verrons que x et xz sont diviseurs pro-

pres l’un de l’autre, x n’est pas un produit d’irréductibles. Supposons

que x et xz soient associés stricts dans À , c’est-à-dire qu’il existe

f(z , y , z) , éléments inversibles de A p tel que x = xzf . Soit g(x, y , z)
un inverse de f . On a donc xz = xg , d’où l’on déduit

soit encore

car, multipliés par (1 - yz) , les termes en x de q0 disparaissent. De

x = xzf = xzy, on déduit

Donc z est en facteur dans PO’ et l’on a

donc, de même que plus haut,

Donc f et g appartiendraient au sous-anneau k[y , z] , dont les seuls inversi-
bles sont les scalaires. On a une contradiction. Donc x et xz ne sont pas asso-

ciés stricts. D’autre part, tout élément p(x, y , z) de A s’écrit

avec unicité pour le polynôme q, puisque x est en facteur dans x = xyz . Si

x était un produit d’irréductibles, soit

et, pour tout i , p. irréductible et égal à ,~y , zj + y , z~ . On eni 
, 1

déduit

n

L’unicité précédente montre que F! q. = 0 , d’où, puisque k[y, z] est intègre,

l’existence de i0 tel que q, 
0 

= 0 . Donc, l’irréductible pi0 serait divisible

par x. Mais x n’est pas irréductible, car on sait que x et xz sont divi-

seurs propres l’un de l’autre. D’autre part, x n’est pas inversible, comme divi-
seur de zéro. Alors, que x soit associé à p. ou en soit un diviseur propre,

~0



p. J.O 
ne peut pas être irréductible, ce qui est une contradiction. Dans 1~ anneau

noethérien A ~ x n’est pas produit d’irréductibles.

(b) Le graphe d’une charpente noethérienne.

Pour un élément x d’une charpente D y les puissances sont, ou toutes

égales à partir d’un exposant e ~ appelé indice stationnaire de x ~ou toutes

différentes (on pose alors e = oo ). En effet, si par exemple x = x~ avec

on en déduit ( D étant une charpente) x ==x ~ et enfin x =x
pour tout n ~i .

LEMME2 (des unités). - Soient D une charpente noethérienne, et x et a0
deux éléments de D. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

x est unité de ~~ ;
(p) Il existe une suite d’éléments de D tels que, quel que soit n ~

a n =xa n+ 1.
Au contraire y si x n’est pas unité de il existe j >.0 et b ~ D tels

que a.. = x~ b et que x ne divise pas b.

Si (a) est vérifiée, on pose a = a~ ~ pour tout n. Inversement, comme D est

noethérienne, la suite croissante d’idéaux (a ) est stationnaire à partir d’un

entier s. Quel que soit n  s, a = a . On a alors
" n s

La deuxième assertion est évidente. Si x et a~ vérifient les propriétés équiva-
lentes du lemme, on dira que x divise a.. indéfiniment. Cela implique la pro-

priété :

(y) Toute puissance de x divise a...

Si l’indice stationnaire de x est fini, (a) et (y) sont équivalentes. Il n’en est

pas forcément ainsi lorsqu’il est infini.

Dans l’étude qui va suivre, on suppose dans la charpente noethérienne D l’exis-

tence d’un élément unité, ce qui ne modifie en rien les résultats et leur générali-

té, mais allège parfois la rédaction. Dans le cas contraire, l’essentiel est de se

souvenir que l’expression a divise b signifie ( a~ ~ (b) (donc, soit b = ca ,

c E D ; soit a = b ) .

On va définir, pour tout élément c~ de l’ensemble Q des ordinaux inférieurs

strictement à un certain ordinal 03BB , un ensemble R03B1 de facteurs résiduels ou

résidus d’indice cy . On notera D 
0153 

le D-idéal engendré par R , et, D étant



noethérien ’ X
a 
~ R 

a 
le plus petit système, fini, de D-générateurs de D03B1 . On no-

tara M le sous-monoïde de D engendré par U = U X03B2 , c’est-à-dire l’ensemble
a a s

des produits finis de puissances non toutes nulles d’éléments de U . X = U Xa,a 0153J... 
ex

sera un système de générateurs du monoide D . On pose d’abord D~ .= D , donc

puis R ~ D - D , (l} .
’ 

Définition des suites de factorisation et des résidus. - Pour un ordinal a ~ 03A9 ,

supposons connus:

1° Pour tout d E D , au moins une 03C3-suite de f actorisation de d , c’est-à-dire

que, pour chaque ~ (et a > 2 ), est connu un couple C ~ ~m ~ E ~ dans
r a Ci Ci

lequel m E D ~ et E , ou est vide, ou contient un seul élément d~ E D~ ; daa c~ a ex Ci

est appelé un résidu d’indice a de d . On prend C (1) = (1 ~ ~~ et, si d ~ 1 ~Pp

C 2 (d) ~ ( 1 ~ d) .
2° Pour tout 03B1  Q , l’ ensemble R 

03B1 
des résidus, et aussi l’idéal D03B1, le sys-

tème X03B1 , et le monoïde M03B1 .
Nous supposons de plus que ces éléments connus vérifient les conditions suivantes:

( a) Quel que soit a  6 , R 
a 

est l’ensemble des résidus d03B1 , pour tous les
d E D , et pour toutes les 03C3-suites de factorisation de d .

Quel que soit d E D , quelle que soit la 03C3-suite de factorisation de d , et

quel que soit l’ordinal a  Q ;

(b) m 
Ci 

E si E03B1 = Ø , d = m03B1 9 sinon, M03B1 , et on a d = m 
Ci 

d 
Ci 

(donc

on a DwM 
a 
uD 

a uM a D ) ; a
(c) Si a est de première espèce, et si n’est pas vide:

Ou bien d et on a C ~ ~m 
1 
d , ~~ ;Ci- 1 ~ a ~ c~ 1 a~-1

(d) Ou bien, dans les mêmes conditions, d 
a-1 ~ M , a et on a d 

Ci- 1 
= p Ci- 1 d03B1 ,

a = m r,x~-1 p c~-1 9 p 
CI.- légale 1 ou appartient au monoïde engendré par X ~~ ;

d 
a 

est étranger â certains éléments de X 
~ 1 

(notamment ceux qui figurent dans

p03B1-1 ) et admet les autres (un au moins) pour unités;
( e) Si a est de seconde espèce, il existe 03B2  03B1 tel que C03B2 = C ;

(f ) S’il existe 03B2  a tel que E03B2 = ~ , on a C03B2 = C . 
f3 Ci

on dit que la 03C3-suite est achevée, s’il existe 03C6  a tel que E 
cp 

= 03C6, et

qu’ elle s’ achève en ~ 9 si cp est le plus petit ordinal vérifiant cette condition.

Noter que 03C6 est de première espèce.

Alors, montrons, pour tout d E D ~ qu’une 6--suite de f actorisation de d se

prolonge en une (03C3 + 1)-suite, c’est-à-dire qu’il existe un couple C 
Q 

convenable,

et montrons l’existence d’un ensemble R de résidus S’il existe

~  Q tel que E soit vide, on pose C _ C . Etudions le cas contraire.



Lorsque o est de première espèce, notons = ou plus simple-

ment (x.).., , le plus petit système (fini) de D-générateurs de D03C3-1 . Soit

x. divise Comme d03C3-1 ~ D03C3-1 , I0 n’est pas vide. Procé-

dons par disjonction des cas :

(l) Si d~~ e H~ , on prend C~ = ~m~~ d~~ , ~ ;
(2) Si d ~ M03C3 , et si, quel que soit i xi est unité de d03C3-1 , on

pose " C a =C a-1 ;
(3) Si existe tel que x~ 

ne soit pas imite de

le . lemme des unités montre l’existence de j. i >~1 et de b -L e D tels que

d 
03C3-1 

= b et que x. ne divise pas Alors, d03C3-1 ~ M03C3 implique

b1 ~ M (qui contient M03C3-1 ), donc D03C3-1 . Donc

est non vide.

On poursuit l’étude avec b. et 1 comme avec d et 1 . Finalement, on
obtient une partie non vide (car d03C3-1 ~ M ) In de I , un élément et

une factorisation d , =p , b = ik ~ In ,
x. pour ne divisent pas bn , et où les x. pour i ~ In sont unités

pour b . On pose alors et P . ’ donc et

M . Noter que d peut dépendre du choix des indices i ~ ...

Lorsque a est de seconde espèce, la chaîne d’idéaux {(d03B1)}03B103C3 est croissante,

donc stationnaire, car D est noethérien. Donc il existe un ordinal P  o tel

que 6 cyo implique d = d . On pose alors C =C . Puisque M = U M03B1 ,

on a m e M , et d ~M pour implique d ~M . Il est clair que
la (j + l)-suite déterminée pour d vérifie les conditions annoncées.

Par définition, R 
J 

est 1 ’ensemble des résidus d 
a 

ainsi définis pour tous les

d 6 D , et pour toutes les (cr + l)-suites de factorisation de d . Il est clair

que la famille des monoïdes M03B1 , ordonnée par inclusion, est strictement croissan-

te. DonCy il existe un ordinal B tel que M. A. = D . DonCy toute X-suite d’un

d ~ D est achevée, et donne une factorisation m. A. de d (pas forcément unique) y
par les éléments de X == U X . Le fait qu’il puisse exister des 03BB-suites, ou

des factorisations autres que celles envisagées dans l’étude précédente, n’inter-

viendra pas dans les démonstrations ultérieures. Appelons X la couche d’indice

Qf .



Propriété d’absorption dans les couches X03B1 . - Soit d ~ X , et considérons une

(Q + 1)-suite de factorisation de d. Certainement E Q est non vide, sinon d E M
et ne serait pas un résidu d’indice 03C3 . Donc d = m03C3 d03C3 , où d03C3 est un résidu

d’indice Q de d. Puisque d E R , il existe x E X tel que x divise d ,
Q Q c c

qui divise d. X 
cr 

étant le plus petit système de D-générateurs de D , on a

x = d , et d = m03C3 d. Si m 
J 

est différent de 1 , soit X 
OE 

la première
couche dont des éléments figurent dans m , et soit z le premier élément de cette

couche mis en facteur dans la (~ + 1)-suite par le procédé ( 3) de factorisation.
Mais d = m 

Q 
d implique d = zd ; donc (lemme 2) z est unité pour d, ce qui

contredit ( 3~ . Donc on a m = 1 .
6

Remarque. - Les éléments d’une couche X quelconque sont des résidus d ’indice

pour tout 03B1  6 .

LEMME 3 (d’absorption) . - Quelles que soient les couches X et X , a  ~ ~
tout élément x de X absorbe certains éléments et un au moins, de X , et
n’est divisé par aucun des autres.

En particulier, entre éléments de X, x divise y signifie que y absorbe x ,

que x est unité de y.

On constate maintenant que les couches X 
OE 

et les idéaux D 
OE 

peuvent être dé-
terminés de façon plus simple. On pose D . Puis, si 03B1  2 est de première
espèce, soit Y l’ensemble des éléments de qui admettent certains éléments

(un au moins) de comme unités, et qui ne sont pas multiples des autres. Si

a est de seconde espèce, on pose Y = Y . Il est clair que et le

lemme 3 montre que X c Y . Donc Y engendre le D-idéal D , et détermine laa a a a
couche X . La définition des couches est donc indépendante de celle des suites de
factorisation. Il en résulte que l’ensemble X de générateurs de la charpente D,
la partition de X en un ensemble bien ordonné de couches finies X , et les con-

ditions d’absorption (lemme 3), sont uniquement déterminés par D. La donnée de X r
de sa partition et des conditions d’absorption, sera appelée le graphe
X de la char.pente noethérienne D. Et si M est le monoïde commutatif, libre au
sens de LJAPIN ([4], chap. IX), engendré Par X et les relations d’absorption, D

est un monoïde quotient de M .

On appelle partie transverse d’un monoide D, toute partie non vide T de D

dont aucun élément n’est multiple d’un autre a et b E T ~
b , les idéaux (a) et (b) ne sont pas comparables). Par exemple, une couche

X~y est une partie transverse. Une partie d’une partie transverse est transverse.



4. - Le graphe d’une charpente noethérienne ne contient pas de partie trans-

verse infinie.

Si T = est une partie transverse infinie d’un la suite de

M-idéaux H = u (x ) est strictement croissante, donc M n’est pas noethérien.

En particulier, si D est une charpente noethérienne, toute partie transverse de

D , donc de son graphe x , est finie.

(c) Le théorème fondamental.

THÉORÈME. - Une charpente (commutative) D est noethérienne, si, et seulement si,
elle est image homomorphe d’une charpente M vérifiant les conditions suivantes :

Il existe un système X de générateurs du monoide commutatif M , et une parti-
tion de X en un ensemble bien ordonné de couches finies non vides X , ensemble201420142014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014

indexé par les ordinaux strictement inférieurs à un certain ordinal X ;
Toute couche X03B1 est une partie transverse ;

Quels que soient les ordinaux 03B1 et j3 tels que 03B1  03B2  03BB , quel que soit

il existe une partie non vide X (y) ex telle que équivaut

à xy = y .

Ces relations, et celles de commutativité sont les seules existant entre les
éléments de X .

Enfin, toute partie transverse de X est finie.

Un ensemble X vérifiant les conditions du théorème, sauf peut-être la dernière

(finitude des parties transverses) y sera appelé un graphe de générateurs. On dira

que le graphe est noethérien, s’il n’a pas de partie transverse infinie. Le théorè-
me s’énonce alors plus brièvement :

Une charpente D est noethérienne, si, et seulement si, elle est une image homo-

morphe du monoïde "libre" engendré par un graphe noethérien.

Nous avons vu que la condition est nécessaire. Il reste à montrer qu’elle est
suffisante. Soient donc X un graphe de générateurs, et M le monoïde "libre"

qu’il engendre. Supposons que M possède une partie transverse infinie P, et

montrons qu’il en est de même pour X . D’ abord, voyons deux lemmes préliminaires.

Si m E M , il est un produit de puissances d’un nombre fini de générateurs ap-
partenant à X, qui forment une partie transverse. En effet, si l’un de ces géné-
rateurs, x , en divise un autre, y ~ x est unité pour y , et peut être omis
dans le produit. Nous dirons qu’une telle décomposition de m est réduite (ou ir-
réductible). Une décomposition réduite est unique. Sinon, deux décompositions



réduites distinctes de m donneraient une relation supplémentaire entre éléments

de X y autre que celles imposées (voir théorème) à un graphe.

LEMME5.

(1) Si un générateur x ~ X divise un élément m de M , il divise (c’est-à-
dire est unité pour, ou est égal à) un facteur de la décomposition réduite de m.

(2) Soient me M , {x1 , ... , x ) une partie transverse de X, et

n. y ... y n des entiers >,1 . Si, pour tout i = 1 , ... , s , divise m ,
s ~ 

alors jj di vise m.

r e.

Si m = x p , avec de la décomposition réduite de p = F! zj , dédui-
sons comme ci-dessus celle de m ; si donc x n’est pas unité d’un z., x figu-
re dans la décomposition réduite de m , avec un exposant >, e . 

Si x, est unité pour un facteur de la décomposition réduite de m ~ il l’est~ 
n.

pour m , et l’on a m = x, m . Dans le cas contraire, x. figure dans la décom-

position réduite de m ~ avec un exposant d’où le résultat.

Remarquons que, si x e X est tel que ne divise pas m ~ x n’est pas
unité de m ; si donc m =x~p ~ p est unique.

LEMME6. - Soit P une partie transverse infinie de M.

(l) Quel que soit p dans P ~ sa décomposition réduite contient au moins un gé-
nérateur avec l’exposant tel qu’il existe une partie infinie

de P dont y ne divise aucun élément. Lorsqu’un générateur y e X véri-

fie cette condition pour au moins un élément p de P , il est dit facteur régu-
lier de P.

(2) Si Y est un facteur régulier de P , il existe un entier ky 
et une partie V de M dont y ne divise aucun élément~ tels que y~ V soit une

partie infinie de P (donc V est infinie transverse), et que tout facteur z

régulier pour V soit régulier pour P .

(3) P possède une infinité de facteurs réguliers.
s e.

Soit p = fi yj la décomposition réduite de p , avec les y. e X . Pour cha-

que j , notons F l’ensemble des éléments de P que yj ne divise pas. Si

tous les F 
J 

étaient finis, leur réunion F le serait aussi, et P B F serait

non vide. Donc, pour un h e p B F , tout diviserait h , et p diviserait
h (lemme 5) ; P ne serait pas transverse.



Si y est régulier pour P , d’exposant e y pour tout entier i , 0  i  e - 1 ,
notons U. la partie de U(y ) formée des éléments divisibles par mais non

par y . Comme U(y ) est la réunion des U. .L y l ’un de ces ensembles, soit 

est infini. Lorsque k == 0 y V == U0 convient évidemment. Lorsque k > 1 , pour
chaque u ~ U~ , y k+1 ne divise pas u y donc y n’est pas unité de u . Par

suite, la décomposition réduite de u s’écrit u = y~ v , où v e M est unique et
écrit sous forme réduite, où y ne divise pas v y où tout générateur g figurant
dans v ne divise pas y (en particulier, (y , g) est transverse). On prend
pour V l’ensemble de ces éléments v ainsi définis, pour u parcourant U . On
~ ~k ~ ~ V , et V est infini transverse. Toujours pour k ~ 1 , soit z un fac-

teur régulier pour V , avec l’exposant a >. 1 dans v.. e V ~ z) étant

transverse, z~ divise un v ~ V si, et seulement si, y~ z~ divise y~ v . Donc,
z est facteur de ~ = y VQ avec l’exposant a ; et si z~ ne divise pas un

v e V , il ne divise pas y k v ~ U . Donc z est facteur régulier pour P .

Notons y~ un facteur régulier de P , et V la partie infinie transverse as-
sociée à y1 par l’assertion (2) du lemme. Supposons connus n facteurs réguliers
distincts ... , y~ de P y et un ensemble infini transverse dont y.
ne divise aucun élément, quel que soit i = 1 , ... , n , et dont tout facteur ré-

soit régulier Prenons alors un facteur régulier pour V
et soit V~~ l’ensemble infini transverse qui lui est associé par (2) : On sait
qu’il existe un entier k tel que y~ V~ soit une partie infinie de V , que
pour y~ est distinct de y~ , que y~ ne divise aucun élément
de ~ facteur régulier pour l’est pour donc pour P .
On a montré l’existence d ’un ensemble infini Y = U (y ) de facteurs réguliers

n>l 
de P .

Achevons la démonstration du théorème. Dans la construction précédente de Y
posons Yn == 

.- , yn} , V0 == P , et pour tout n  0 , notons F 
n 

l’ensem-
ble des facteurs réguliers pour V~ . Nous savons que, ’ pour tout n >.0 ~ F 

~ 
est

infini, et Fn contient Fn+1 . Les couches X03B1 sont bien ordonnées, et, pour
tout n >.0 , il existe un plus petit ordinal tel que F 

n 
n X 

OE 
n+1 

soit non

vide ; prenons yn+1 dans X03B1n+1 . Alors, quel que p , on a
désigne l’ordinal de la couche de x . En particulier, si

Y~ est transverse, pour donc ne divise pas

yi (c’est-à-dire n’en est pas unité). D’autre part, pour tout i, n , y. ne di-
vise aucun élément de (lemme 6), donc de Fi , donc ne divise pas Cela
entraîne que aussi est transverse. Donc, pour tout n >. 1 , Y 

n 
est



transverse. La réunion Y = U Y est donc une partie infinie transverse du gra-

phe.

On connaît donc la structure de toute charpente noethérienne. Pour passer d’une

charpente C à un monoïde noethérien D admettant C pour charpente, il faut opé-
rer une sorte de "dilatation" de la charpente. Pour tout t E C , on se donne un en-

semble Dt’ ces ensembles étant deux à deux disjoints ; on note D leur réunion.

Puis, pour tout couple (t , t’) E C2 ~ on se donne une application

vérifiant d’abord les conditions suivantes (commutativité et associativité) :

Quels que soient t , t’et t" dans C , quels que soient a dans a’

dans Dt s y et a" dans on a

Ensuite, pour tout t ~ C , notons E.==ft’ ~0 ; tt’ = t} , et U.= U D., .
On a E c Et ’ d’où U~ C u y et (par définition de E ) quel que soit d e Et ’

Soient d et d’ dans Dt’ vérifiant d’ = du ; on doit

avoir t6 = t , donc u ~ Ut . Donc, pour que les éléments de tout Dt soient as-

sociés entre eux au sens large, il faut et il suffit que :

(A.l) Quels que soient t ~ C et on ait dU ==D
Cette dernière condition peut s’exprimer autrement. Supposons maintenant que,

pour tout t ~ C y un élément au moins x = x(t) ~ D, vérifie xUt = D, . La rela-
tion xu = xu’ définit sur U. une relation d’équivalence, pour laquelle u* dé-

signera la classe de u , et U. l’ensemble quotient. La condition (A.l) s’écrit
alors : Pour tout t e C y pour tout u ~ on a xuUt = xUt ’ ce qui équivaut à

donc au fait que ~t soit un groupe. Finalement, la condition (A.l)
d’association large peut être formulée ainsi : Quel que soit il existe

x e Dt vérifiant les conditions xU = et Ut est un groupe. Bien entendu,
des conditions, que l’on peut expliciter, sont imposées aux fonctions cp. , ~, .

(d) Exemple d’annéide noethérien pas fort.

Dans l’exemple qui Suit, nous allons montrer qu’un annéïde noethérien peut n’être
pas fort. L’annéide construite A y aura ses domaines d’addibilité isomorphes au
groupe additif du corps à deux éléments~ et sera déterminé par la donnée de sa gra-
duation propre D (commutative). On pourra prendre D pour support de A. On se
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donne le graphe noethérien suivant : X = U X , avec X1 = {1 = e1} ,

X2 = {e2 , x} , et X03B1 = {e03B1} , en supposant que x n’est unité

pour aucun élément du graphe (donc, pour a  S  ~ , on a aussi

lx=x).

1~ On suppose infini le cardinal de X . On considère le monoïde "libre" du gra-

phe X ~ et soit D son quotient par les relations suivantes : Tout élément e 
a~

est idempotent. Une suite strictement croissante d’ordinaux  X est 
.

donnée, et quel que soit i  1 , quels que soient 03B1 et p  03BBi , on a
xl e = xi e,.. En fait, seules les puissances de x agglutinent. On voit que,

lorsque l’exposant i augmente, x agglutine à 1 un ensemble de générateurs
e 
a 

de plus en plus important. Donc x n’est pas quasi-régulier fort, et l’annéïde

noethérien A n’est pas fort.

2~ Donnons-nous un monoïde commutatif quelconque D dont tout élément est pério-

dique, c’est-à-dire que, pour tout d E D , il existe des entiers n(d) et

p(d) >~ 1 tels que ~ d n~d~ . Alors, toutannéide A de graduation D

est fort, bien qu’il puisse n’être pas noethérien.
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