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SUR UNE CONGRUENCE ET L'HOMOMORPHISME FAIBLE
DES ALGEBRES UNIVERSELLES

par Mohemmad ISHAQ

Dans cet exposé, nous prendrons comme point de départ le concept de 1'homomor—
phisme faible des algeébres universelles introduit récemment par A. GOETZ dans son
article ([3]). Une lecture de cet article montre 1'absence d'une congruence qui
pourrait rendre 1 ‘homomorphisme faible plus fructueux. Dans ce but, nous définis-—
sons une congruence d'algdbres, appelée ici congruence-B , qui nous permet d'obte-
nir un certain nombre de propriétés intéressantes portant sur 1'homomorphisme fai-

ble et la congruence—B dans les algebres.

1. Soit [A, 0] une algdbre ([4]), munie d'une famille d'opérations O dé-
finie sur A ; le rang ou le poids de chaque opération est supposé fini. Soient

(A, Q] et [B, A] deux algdbres, © wune application de A dans B , et ¢

0
une relation de Q vers A définie comme suit (1) H

(1) WpPpgh <==> WebB=pgok, wed, AeA ,

clest-3-dire, pour tout (al p By g eee s ah) y 8 €A, ona
(al,a2,..-,an)(w°9)=(ale,a2e,...,ane)?\.

Si we est de rang n , noté r(w)

n , n entier positif, on notera (1) sous
la forme :

(11) W Pq A c==> @08 =0 o) y WEQ, AeA

]

o 6% est 1'extension fonctorielle des produits cartésiens aux applications, et

r(w) = r(0) .

Ltapplication & est un homomorphisme faible avpliquant [A , Q] damns [B , A]

si, pour tout we O, il existe au moins un X € A tel que W Pg A et, inverse-

-

ment, si, pour tout A' € A , il existe au moins un w' € Q tel que w! Py At .

(l) Les notations que nous employons dans cet exposé diffirent de celles généra—
lement utilisées en France : (al y By g see ah)w pour w(al s 859 eee ah)
et we® 6 pour 6 o w .
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Soient [A , Q] une algdbre, 2R et o des relaticns d'équivalence, définies
respectivement dans A et dans Q . Le couple (R, o) sera dit (®) congruence-B

de 1'algébre [A , O] si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifides:

(i) w,0' e, w=o (md s) => rlw) =r(}) s
(1) w, et e, w=e (wdao), T(a ,a,, ... ,a), (8,a),...,a),

a, , ale 4, si
i i

o
t

al (mod R) (1=1,2, ¢ea yn)

?
on a
(al ’ 8.2 9 eee an)w = (ai ’ a,"z g cee o ar'l)w’ (mod R) ’
r(w) =n = r(w?) .
Soient 6 wun homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans [B, A] avec 8

surjectif, et ® o A, we, Ae A, et (R2 ’ 62) une congruence-B de

[B, A] . Désignons par N 1'équivalence d'application définie dans A par
a=za' (modV¥) «—> ap=2a'%, a, a'ch ’

et par v 1'équivalence définie dans ( par

]

w=g' (modv) <= (¥ ren, wpy A <==> ' py A, W, 0 EQ) .

Ainsi défini, le couple (N, v) est une congruence~B de [A , Q] ; on 1'appelle~

ra la congruence-B associde & 1'homomorphisme faible 8 .

On définit maintenant deux relations binaires Rl et oy respectivement dans
A et dans QO , par

a Rl a' <> apf = a'® (mod R2) s
et

w oy w! <=> A =2" (mod 02) s

avec ' Pa \'y, a,atcelA, w,w e€qyet 2, A e,
On vérifie que le couple (R1 , cl) est une congruence-B de [4 , Q] et, de
plus,
NQRL, \)_(;(7.1,

ce que l'on écrira

(Rl ’ Gl) 2 (N ’ \)) .

2 sz . . . -
(%) Ctest une généralisation du concept classigue de congruence (Lij).
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2+ Dans cette section, nous allons étudier les propriétés de 1'homomorphisme
faible.

Soit ® un homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans [B, A] avec 6

surjectif. En résumant ce qui précéde, nous avons les résultats suivants :

LEMME i, = Si (R2 ’ 02) est une congruence-B de [B, A], le couple (R1 ’ 09

défini par

(2)

P
<@

a' (mod Rl) <==> ap = a'9 (mod R2) R

il

w= o' (nod cl) = A =2A' (mod 02) ,

avec a , a' € A, w Pg A, w! Pg A, w,weQ, et A, Ae A, est une
congruence-=B de [A , Q] et vérifie

(R, , o) 2 (W, v)

ou (N , v) est la congruence-B associde &3 6 , & savoir :

a=a' (mod N) <==> a0 = a'e ,

(3)

w = ! (mod v) <l=> (V AEA , W pe A <= ! pe K) .

La relation entre (Rl ’ Gl) et (R? ’ 62) , définie plus haut, permet de préci-
ser une application de 1l'ensemble {(Rl . cl)} dans 1'ensamble {(R2 , 02)} .

LEMME 2. - L'application

(4) 33 (Rl . Gl) | -2 (R2 ’ 02) ?

appliquant 1'ensemble {(Rl ’ 61)} sur l'ensemhle {(R2 ’ 02)} , est surjective 3

9
chaque congruence=B , (Rl , cl) € {(Rl , cl)} , est définie par (2) et vérifie

(Rl ’ Gl) 2 (v, v)

ot (N, v) est défini par (3).

Dans ce qui suit, nous écrirons

(R, , o))8 = (R, 8, o 3) .

LEMME 3. = Soient (R2 ’ 02) une congruence-B de [B,A], et & 1l'applica-
tion définie par (4). Le couple

- —. -c"'l "'1
(R, , 0 )8 = (8, T4, 0,87)

défini par
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3 -1 = n
(moa 32 3 ) <> 2, 9 = ai 6 (moa Rz) ’

-

Il

fu—

¢ = ¢ —1
0, = w! (mod o, & ) <> A= M (mod 02) ,

est une congruence=B de [A , Q] telle gue

-1 -1
(R, 27 , 0, ) 2(0, v) .

LEMME 4. - 81 (R, , o) est une congruence-B de [A, Q] vérifiant

(ngO'l)Q(N,\)> *

et @ 1'application définie par (4), on a

(Rl » 51) = ((Rl §)§-1 ’ (Gl @)@-1) .

LEMME 5. - L'application & , définie par (4), est injective.

En effet, si 1'on a

(Rl , 0'1)@ = (R]'_ R ci)@ ,

avec (R1 , cl) 2, v, (Ri , ci) 2 (¥, v), on aura alors

(Rl » Gl)

]

((r, D&, (o, BT

il

(R} D&, (or 957h)

— ] [
..(Rl y 010 .

Remarque. — D'apres les lemmes 2 et 5, on voit que 1l'application & en question
est bijective.

LEMME 6. -~ Soient (R1 , cl) et (Ri , o‘i) deux congruences~B de [4 , Q] vé-
rifiant

(R 5 o) 2 (1, v), (!, o) 2 (W, v) ,

ol (N, v) est défini par (3). On a alors

(R, y 0,) € (Ri ,y 01) == (, » s)e <= (B!, Gi)?ﬁ» ,

ou l'application & est définie par (4).

i 1 '
Soit (Rl ’ cl) < (Rl ’ Gl) , On a alors
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s

(R, , 0)8=(r 8,5 8 =(»

[ d
[le4]
-
Q
S -
1]
-
.

Si (Rl 2, 0, 3) = (R! &

i ’ ci %) , on aura
(Rl ? 0'1) = (Ri ’ 0'1) ’
car l'application & est bijective. Il s'ensuit donc

(R1 . cl)é c (Ri R oi)@

Inversement, si (Rl ’ cl)@ = (Ri ’ ci)é s On a alors

n

~1 -
dtou

(&, y o) R}, 0]
Si (Rl ’ 01) = (Ri ’ Oi) , On aura

e .

(Rl ? 0'1)6 = (R’ s O

= -

11 stensuit donc

(Rl , ol) c (Rt , 01) .

3. Soient [A, Q] une algtbre, (R, o) wune congruence-B de [A, QJ, et

AMR = {(a)R, «.a1, /o = {(0)o , ..}

’

ou (a)R et (w)G sont les classes contenant respectivement a € A et © €Q

par rapport aux relations d'équivalence R et o . On peut faire de L&R, /o]
une algébre de la fagon sulvante.

Soient (w)o € /o et r((w)o) =n, V¥ ((al)R , (az)R y eee (an)R) ’
(ai)R e L/R , a, €A, posons

((a)R 5 (8)R 5 vev s (a)R)((@)0) = (3, 5 3y 5 een 5 3JO)R .

On voit que (w)c est une opération bien définie dans A/R , et que r(w) =1n .

Le couple [A/R , O/c] définit donc une algtbre, =ppelée algtbre—quotient de

(A, Q] , relative & la congruence=B (R, <) .

Soient [& , Q] une algtbre, (R, c) une congruence-B de [A, Q], et
[A/R, 0/c] 1'algdbre—quotient de [A , 0] relative 2 (R, 0) . On considire

maintenant une application a4 de A sur A/R définie par

e ai——-r»(a)R, aed, (a)ReA/R.
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—
ol
—
-
@
N
.
L)
L]
-
303
~
—
e
o
D
~
1]

((al » By eee g an)w)e

fl

((al ’ 32 9 ses o an)w)R

i

((a)R 5 (2)R 5 «eny (8 )R)((w)0)

= (al 9 85 g see an)(en 2 (u))o') .
Cela entraine

w py ((w)o) Tweq ,

ot (w)o est la classe contenant ® relative & la relation d'équivalence o dans
O , clest=a~dire (w)c € Q/o .

Inversement, ¥ (w!')o € /o, w'e, llopération ©!' vérifie w! Pa ((wh)o) &

On voit donc que l'application 6 , définie plus haut, est un homomorphisme fai-

ble surjectif appliquant [A , Q] sur [A/R, 0/c] . On a donc le théordme suivant.

THEOREME 1. — Soit L[4, Q) une algdbre., Toute congruence~-B (R, o) de [4,Q]
définit 1'algébre-quotient (AR, /o], et l'application 6 de A sur AR,
définie par

6 atb— (a)R ,

est un homomorphisme faible surjectif appliquant [A , Q] sur [&/R, O/c] .

Remargues.

1% On constatera que, dans le cas du théoreme précédent, il s'agit des epplica-
tions

A — AR, Q==0fc ,
définies respectivement par
a F=> a(R) = af et W= (w)o ,
aeld, weQ, telles que
woo=0"o ((wa), w(c) € ofo , r((w)s) =n .

On pourra donc définir un certain homomorphisme faible, appelons—le morphisme

faible, appliquant [A , @] dens [B , A} comme suit.

o=

Soient [A, Q) et [B, A] deux algdbres, et 9 une application de A dams

B . L'application & s'appellera morphisme o~faible appliquant (2, 0} dans
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[, A], si, et seulement si, il existe une application f de (O dans A , défi=

nie par

f:@ wt=>hr, e, XeA ,
telle que

weBg=98 oA, r(w) =n .

I1 est clair que cette définition nous conduira naturellement & celle de 1l'iso-

morphisme faible 4tudié par 4. GOBTZ [3]. L'étude de cette notion fera 1'objet de
la section 4.

20 si (R, o) est une congruence au sens de BIRKHOFF [1], c'est=3=dire si
c=0_ est 1'égalité, l'application ©

. est un homomorphisme d'algebres appliquant
(a4, ] sur [&R, Q).

Soient © wun homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans
surjectif et wop, A, weQ, Ae A, et (W

[A, 0] associée & 6 et définie par (3).

[B, A] avec 8

, v) 1la congruence-=E faible de

Soit [4/N , ©/v] 1'algdbre-quotient de [A , Q] wrelative & (W , v) . Définis-

sons une application 8! de A/N dans B par

8t ¢ (2)N F=> a8 , (a) ¥ e o/, ach

I1 existe alors une relation pl, de /v vers A vérifiant

((e)v) = 8t =0t™ o %
avec (w)v e /v, r((w)v) =n, NeA ot w o N -

En effet, v(@ﬁm,(%m, “.,(%m), @QNem%, %EA,V(@vemv
et r({(w)v) =n, on a

((aPr 4 (a )i, weey (2 )M (((w)v) o 81)

It

(((a)my (a )y , eve s (a )W) (w)v)a®

(((al v 8.2 9 oo o an)w):‘?)e,

]

((al 9 By ece s ah)w)e
= (al ’ 3.2 g eee o an)(w © e)

= (al y 85y ey ah)(e o \)

i

((al)N , (aZ)N g see (ah)N)(G' ° ) (((al)n)e' R ((a2 )BT , eee ((ah)N)e')x

= (a1 e, a, B 5 eee a, a)n

= (ai s a2 9 oo o an)(e ° )\) .
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Inversement, pour tout A! € A , il existe une opération (w')v € Q/v , avec
w! pé, A, w'eQ tel que

({et)v) oty At .

En outre, l'application 6' est surjective ; elle est aussi injective.

Ltapplication @! est donc un homomorphisme faible de [ A/ , Q/v] dans [B, A]

avec ©' bijective. On a donc le théordme ci-dessous.

THEOREME 2. — Soient 6 un homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans [B, Al
avec 6 surjectif, (¥ , v) 1a congruenceeb de [A, Q)] associde & &, st

(41, /v] 1'algdbre-quotient de [A , Q] relative a

(N, v) « Dans ces condi-
tions, la bijection

ot + MM -5 3B ,
définie par

(2)¥ p~s a8 , (a)ve sy, aear ,

est un homomorphisme faible de [A/W , O/v] dans [B, A] .

Remarque., — L'application 6! étant bijective, e'-l est un homomorphisme fai-

ble de [B, A] dans [A/N , Q/v] . Dans les conditions du théordme 2, 1'applica~

tion 6! est un isomorphisme faible ([3]) de [&/N , o/v] sur [B, Al

6 un homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans [B , A]
surjectif, (R2 ’ 02) une congruence-B de [B, A], et (R
B de [A, Q) définie par (2) et vérifiant

Soient avec @

1? cl) la congruence-

(R, 5 0) 2 (@, ) ,

ou (¥, v) est définie par (3). Dans ces conditions, on a le résultat suivant

r . .
THEOREME 3. - Si LA/R1 , Q/cl] et [B/R2 , A/OZ] sont les algdbres=quotients
définies 3 partir de (Rl , 0.) et de (32 , 02) et vérifiant

L

3 2 (Rl ’ Gl) — (RZ v 02) ?

ou 1'application & est définie par (4), les ensembles

fla/R, , /o, T st {{8/r, » Mo, 1}

se correspondent bijectivement, et 1'application bijective

¥: AR ->3B/R, ,

définie par
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(a)Rl  — (ae)R2 ’ a€aA

est un isomorphisme faible appliquant

Démonstration. — La premiére partie découle de la bijection & . Quant 3 la se-

conde, soient en effet, V ((al)Rl R (32)R1 s coe (an)Rl) y (ai)R1 € A/R1 y
a, €4, ¥ (u)al € Q/ol ) r((w)ci) =n, wWeED.On aalors

((a)R, » (8)R; 4«0y (2R ((w)o, o ¥)

(((a)R; 5 (8)R; 4 weny (8)R)(W)0))Y

ft

(((2y s 8y p vee s 8 )R )Y

i

((Cay 4 3y 5 ooe y a))O)R,

I

((al 8y 8,0, eevy 8, e))\)R2

il

((a)R)¥ 3 ((a)RDY 5 +en y (2R (N,
= ()R, , (8,8, 5 wve , (a)R)(Y o (o)
ou (0o, € /o, , (No,€Mo,, wea, et Leh.Cela entratne donc
(0)0,) oy (WNop)

Inversement, pour tout (h‘)oz e Mo

5 A e A, il existe une opération
(w’)cl € Gycl , w' e tel que

(o)) oy (o)

Ltapplication Y est surjective, elle est aussi injective et, par conséquent,

1l'application bijective ¥ est un homomorphisme faible appliquant LA/Rl ’ Q/Olj

dans [B/R2 ’ A/o?] . I1 s'ensuit donc que ltapplication ?~1 est un homomorphisme

faible appliquant [B/R2 , A/c2] dans [A/Rl , Q/cl] ; llapplication Y est donc

un isomorphisme faible ([3]) appliquant [A/Rl ' Q/olj sur [B/R2 R Q/02] . Cela
achéve la démonstration.

4. Dans cette section, nous étudierons le concept du morphisme o~faible ap-

pliquant [A , Q] dans [B , A] . Utilisant les notations introduites antérieure-

ment, nous considérons les cas suivants de morphisme o-faible.
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Soit ¢ wun morphisme o~faible appliquant [A , Q) dans [B , A]:

n

me B8 =0 oA, r(w) =n ,

fi@ Wb\, W EQ, A el

.

(i) Si les applications 6 et f
phisme o-faible de [A, Q]
faible de [A, Q] .

sont surjectives, on appellera 6 un épimor-

sur [B, Al, et [B, A] 1'image épimorphe o-

(ii) Si 1'application f est injective, on dira que @

est uwn homomorphisme
a=faible de [A, 0] dans [B, A].

(iii) 8i 1les applications €@ et f sont injectives, on dira que 6 est un wmo-

nomorphisme o~faible de [A , Q)] dans [B, A] .

(iv) Soit 6 un homomorphisme qg=faible de [A , Q] dans [B, A] . Si les ap-

plications © et £ sont surjectives, on dira que 8 est un homomorphisme sur-

jectif o~faible de [A , Q] dans [B, A].

(v) Soit € wun monomorphisme q-faible de [A, Q] dans [B, A] . Si les ap-
plications € et f sont surjectives, alors 8

est un isomorphisme faible ([37)
de [A, Q) sur [B, A].

I1 est évident qu'un isomorphisme faible est une relation d'équivalence.

¥ous sommes maintenant en mesure d'étudier les algébres de type différent, et

d'obtenir des résultats analogues & ceux des algtbres de méme type. Mentionnons—en
gquelgues-uns, par exemple.

(a) Soient 3[A, Q] 1le treillis complet formé des sous-algdbres de [A , Q] ,
et [B, A] 1l'image épimorphe o~faible de [A , (] « Il existe alors une applica-

tion isotone du treillis complet &[A , Q) sur le treillis complet 3[B , AJ .
(b) Soit [A, Q1 une algdbre.

L'ensemble des morpnismes o~faibles de
demi-groupe D[A , O] .

14

[A, Q] dans elle-mBme constitue un

Ltensemble D'[A , O] des épimorphismes qg-faibles de [A , Q] sur elle-méme

constitue un sous-demi-groupe de DA, Q) .

L'ensemble H[A , Q] des endomorphismes o-faibles de [A , Q] constitue un
sous~demi-groupe de D[A , O]

R

L'ensemble #'[A , Q] des homomorphismes surjectifs o-faibles de [A , Q] sur

elle-mBme constitue un sous-demi-groupe de H[A , Q] .
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L'ensemble I[A, 0] des monomorphismes o=faibles de [A , Q] dans elle-mBme
constitue un sous-demi=groupe de H[A , Q] .

L'ensemble I'fA , Q] des automorphismes faibles de

[4, Q] constitue un sous-—
groupe de I[4 , Q] .

Finalement, 1'ensemble G[A , Q] des automorphismes faibles de [A , O], tel

soit 1l'application identique, constitue un sous—groupe de 1A , QF
G[A, Q] est le groupe des automorphismes de

que Q == Q

[A, Q) a=u sens de BIRKHCFF [17.
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