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SUR UNE CONGRUENCE ET L’HOMOMORPHISME FAIBLE

DES ALGÈBRES UNIVERSELLES

par Mohammad ISHAQ

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n° 21, g 11 p. 2 juin 1969

Dans cet exposé, nous prendrons comme point de départ le concept de l’homomor-

phisme faible des algèbres universelles introduit récemment par A. GOETZ dans son

article ~~3~~ 4 Une lecture de cet article montre l’absence d’une congruence qui
pourrait rendre l’homomorphisme faible plus fructueux. Dans ce nous définis-

sons une congruence d’algèbres, appelée ici congruence-B , qui nous permet d’obte-

nir un certain nombre de propriétés intéressantes portant sur l’homomorphisme fai-

ble et la congruence-B dans les algèbres.

1. Soit Q~) une algèbre ~~ ~-~~, munie d’une famille d’opérations Q dé-

finie sur A 9 le rang ou le poids de chaque opération est supposé fini. Soient

j~A ~ et ~.~ deux algèbres9 8 une application de A dans B , y et p~.
une relation daQ vers A définie comme suit (1) :

Si (j0 E Q est de rang n , S noté = n, n entier positif, on notera ( 1~ sous

la forme s

où ~n est l’extension fonctorielle des produits cartésiens aux applications, et

.~ r(B) .

~’ application ri est un homomorphisme faible appliquant [.A ~ ~~ dans ~~ ’ AU

si, pour tout ;~ E il existe au moins un X E A tel que u~ p~ X ety inverse-

ment, si, pour tout î~’ e l~ ~ il existe au moins un tel que p~ ~’ .

~ ~ Les notations que nous employons dans cet exposé diffèrent de celles généra-
lement utilisées en France : ... ? pour ... , an)
et 03C9 . 03B8 pour H . 03C9 .



Soient j~A ~ Q~j -une algébre, R et c- des relations d’équivalence, définies

respectivement dans A et dans Q . Le couple ( ~ ! ci) sera dit ( ) congruence-B
de l’algèbre [A, ~~ si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées :

Soient 6 un homomorphisme faible appliquant ~~, i Q] dans [B, h~ avec e

surjectif, et W p~ ~ x E A , et (R2’ c~ ~ une congruenc e-B de

[B , A] . Désignons par N 1~ équivalence d’ application définie dans A par

et par ~~ 1 équivalence définie dans Q par

Ainsi défini, le couple (N , 03BD) est une congruence-B de [.A y on IL appelle-

ra la congruence-B associée à l’homomorphisme faible 8 .

On définit maintenant deux relations binaires R~ et respectivement dans

A et dans 0, par

On vérifie que le couple (R1 , 03C31) est une congruence-B de [A , 03A9] et, de

( ) C’est une généralisation du concept classique de 



2. Dans cette section, nous allons étudier les propriétés de l’homomorphisme
faible.

Soit 0 un homomorphisme faible appli quant ~,A. i Q~) dans [B , A] avec 8

surjectif. En résumant ce qui précède, nous avons les résultats suivants :

LEMME 1. - Si (R2 , 03C32) est une congruence-B de ], le couple (R1 , (T.)
défini par

où B~) est la congruence-B associée à 8 9 à savoir $

La relation entre (R y (7 ) et (R2 , o ) y définie plus haut, permet de préci-
ser une application de l’ensemble ((R. y 03C31)} dans l’ensemble ((R2 , 03C32)} .

2. - L’application

appliquant 1~ensemble ( (R ~ cr ) ) sur l’ensemble ( (R~ ~ o-~)~ , ,est- surjective;

chaque congruence-B , o- ) e {(R1 , ci)} , est définie par ( 2) et vérifie

où ~~~ ~ B)) est défini par ( 3).

Dans ce qui suit, nous écrirons

LEMME 3. - Soient (R2 , 03C32) une congruence-B de et 03A6 l’applica-
tion de finie par (4). Le couple

défini par



est une congruence-B de ~~. , telle que

4. - Si est une congruence-B de C~~ vérifiant

et 03A6 l’application définie :par (4), on a

LEMME 5. - L’application 03A6 , définie par (4), est inj ective.

En effet, si l’on a

Remarque. - D’après les lemmes 2 et 5, on voi t que l’application  en question
est bijective.

LEMME 6. - Soient (R1 , 03C31) et deux congruences-B de [A , 03A9] vé-

rifiant

où (N ~ v) est défini par (3). On a alors

où l’ application  est définie par ( 4).



car l’application 03A6 est bijective. Il s’ensuit donc

.3. Soient [A , 03A9] une algèbre, (?) une congruence-B de [A , 03A9] y et

où (a)R et sont les classes contenant respectivement a E A et 

par rapport aux relations d’équivalence R On peut faire de 

une algèbre de la façon suivante.

On voit que est une opération bien définie dans A~R , et que n .

Le couple définit donc une algèbre, appelée algèbre-quotient de

[A , ~ ~ ? relative à la congruence-B (R , c) .

Soient :_-~~ une algèbres c-) une congruence-B de j~A ~ et

[A/R , 03A9/03C3] l’algèbre-quotient de relative à (R, cr) . On considère

maintenant une application 8 de A sur A/R définie par



où est la classe contenant ~ relative à la relation d~ équivalence a dans

03A9 , c’est-à-dire (uo)a e 0/cr .

Inversement , ? (u)’ )? e ~~ e Q y 1~ opérati on c~ vé rifie (D~ p~ ( 

On voit donc que l’application (3 y définie plus haut y est un homomorphisme fai-

ble surjectif appliquant [A ~ Q~t sur [A/R y Q/o’I!  On a donc le th.éorème suivant.

THÉORÈME 1. - Soit [A , Q] une algèbre. Toute congruence-B (R y rr) de [A , Q]
définit l’ algèbre-quoti ent [A/R , 03A9/03C3] , et l’application 8 de A sur 

définie par

est un homomorphisme faible surjectif appliquant ~_A , Q~] sur 

Remarques.

1° On constatera que, dans le cas du théorème précédent, il s’agit des applica-

tions

définies respectivement par

On pourra donc définir un certain homomorphisme faible, appelons-le morphisme cr-

faible, appliquant [A , 03A9] dans [B , A] comme suit.

Soient [A , 03A9] et [j3 y deux algèbres, et e une application de A dans

B . L’application 03B8 s’appellera morphisme a-faible appliquant [A, 03A9] dans



[.B . si, et seulement si, y il existe une application f de 0 dans h ~ défi-

nie par

Il est clair que cette définition nous conduira naturellement à celle de l’iso-

morphisme faible étudié par A. GOETZ [3]j. L’étude de cette notion fera l’objet de

la section 4.

2° Si (R, 03C3) est une congruence au sens de BIRKHOFF [1], c ’ est-à-dire si

u = a 
c 

est 1 ’ égalité , 1 ~ application 0 est un homomorphisme d’ algèbres appliquant

sur [A/R , Q] .

Soient 9 un homomorphisme faible appliquant [~A y ~~ dans [~B ~ il] avec 0

surjectif et (jo PA y p et (N, v) la congruence-B faible de

associée à ~ et définie par (3).

Soit ~A~13 , ~~~J~ 1 algèbre-quotient de C~’ relative à (~i , v~ . Définis-

sons une application S ’ t de dans B par

Il existe alors une relation p t ~ de ~~f ~~ vers ~. vérifiant
8



Inversement, pour tout ~’ E A , il existe une opération ~ Q/B; ~ avec

En outre, Inapplication et est surjective ; elle est aussi injective*

L’application 0’ est donc un homomorphisme faible de dans j~B , A~
avec et bijective. On a donc le théorème ci-dessous.

THÉORÈME 2. - Soient e un homomorphisme faible appliquant [A , Q] dans [B , Al!
avec 9 surjectif, (N y v) la congruence~B de [A , associée à 0 , et

l’algèbre-quotient de [_A y QJ relative à (N y ~) . Dans ces condi-

tions, la bijection

est un homomorphisme faible de E.&#x26;/N ~ dans 

Remarque. - L’application 03B8’ étant bijective, 03B8’-1 est un homomorphisme fai-

ble de [B , l~~ dans ~v1 . Dans les conditions du théorème 2, l’applica-

tion 03B8’ est un isomorphisme faible ([3]) de sur [B , A].

Soient e un homomorphisme faible appliquant ~,~ , t~~ dans ~~ , O~ avec p

surjectif, (R2 , 03C32) une congruence-B de ], et la congruence-

B de 03A9] définie par (2) et vérifi ant

où (N , B;) est définie par (3). Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

THÉORÈME 3. - Si [A/R1 , 03A9/03C31] et [B/R2 , /03C32] sont les algèbres-q.uotients

définies à partir de (R1 , 03C31) et de (R2 , 03C32) et vérifiant

où l’application 03A6 est définie par (4), les ensembles

se correspondent bijectivement, et l’application bijective

définie par



est un isomorphisme f aible appliquant

L’application ’~ est surjective, elle est aussi injective et, par conséquente

l’application bijective Y est un homomorphisme faible appliquant 

dans [B/R2 , /03C32]. Il s’ensuit donc que Inapplication V est un homomorphisme

faible appliquant dans [A/R1 , 03A9/03C31]; l’application 03C8 est donc

un isomorphisme faible ( [3j) appliquant sur Cela

achève la démonstration.

4. Dans cette section, nous é tudierons le concept du morphisme a-faible ap-

pliquant ~~ dans [B , Utilisant les notations introduites antérieure-

ment, nous considérons les cas suivants de morphisme Qi-faible.



Soit e un morphisme a-faible appliquant Q~j dans [E, 

(i) Si les applications 8 et f sont surjectives, on appellera 8 un épimor-

phi sme a-faible de [.A y 03A9] sur ], et A] 1 ’image épimorphe o’-

f aibl e 03A9].

Si IL application f est injective, on dira que P est un homomorphisme

03B1-faible de 03A9] dans A] .

Si les applications 03B8 et f sont injectives, on dira que 0 est un 

nomorphisme 03B1-faible de 03A9] dans ].

(iv) Soit 8 un homomorphisme 03B1-faible de [A y dans [B , ]. Si les ap-
plications 03B8 et f sont surjectives, on dira que 0 est un homomorphisme sur-

jectif OE-faible de ~A ~ G(] dans ~ ~ .

(v) Soit Q un monomorphisme de [~A ~ Q] dans ~B ! Aj . Si les ap-

plications e et f sont surjectives, alors 0 est un isomorphisme faible ([3])
de [9 , Q] sur [B, AJ .

Il est évident qu’un isomorphisme faible est une relation d’équivalence.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier les algèbres de type différent, et

d’obtenir des résultats analogues à ceux des algèbres de même type. Mentionnons-en

quelques-uns, par exemple.

(a) Soient Q~j le treillis complet formé des sous-algebres de ![A y ~~~ p

et [.B ~ Ali l’image épimorphe a-faible de r~~ . Il existe alors une applica-
tion isotone du treillis complet F[A , 03A9] sur le treillis complet 3[_B , ].

(b) Soit [A, 0~1 une algèbre.

L’ensemble des morphismes a-faibles de [A t Q~] dans elle-même constitue un

demi-groupe 

L’ensemble D’[A , 03A9] des épimorphismes 03B1-faibles de 03A9] sur elle-même

constitue un sous-demi-groupe de 

L’ ensemble 03A9] des endomorphismes 03B1-faibles de il] constitue un

sous-demi-groupe de D[A , 

L’ensemble des homomorphismes surjectifs 03B1-faibles de sur

elle-même constitue un sous-demi-groupe de QJ .
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L’ensemble 03A9] des monomorphismes 03B1-faibles de [A , 03A9] dans elle-même

constitue un sous-demi-groupe de H~A ~ ~’i~ .

L’ensemble l 03A9] des automorphismes faibles de [A , 03A9] constitue un sous-

groupe de I[A , 03A9] .

Finalement, l’ensemble Q~j des automorphismes faibles de tel

que Q soit l’application identique, constitue un sous-groupe de 

03A9] es’c le groupe des automorphismes de [A , 03A9] au sens de BIRKHOFF [1].
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