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12 mai 1969

TREILLIS SOUS-MODULAIRES, IT

par Ladislav BERAN

Dans un précédent exposé [ 1], nous avons démontré que 1'étude des treillis sous-

by

satisfait & la condition de
chaine descendante et & la condition de chaine ascendante), & 1'aide des produits

modulaires peut &tre ramende (sous 1l'hypothdse que L

sous-directs, au cas des treillis parfaitement sous-modulaires. Comme les treillis
parfaitement sous-modulaires sont simples, et donc sous-directement indécomposables,
les constructions utilisant 1'idée des amalgames deviennent des moyens tout & fait
naturels pour l'analyse ou la synthése de ce type de treillis. Une autre interpré-

tation de 1'idée des amalgames dans la théorie des algébres de Boole peut &tre
trouvée dans le travail de DWINGER [4 ].

1., Notations.

Nous utiliserons les mémes symboles et définitions que dans [1]. Si a/b s c/a

sont des quotients premiers transposés, c'est-d-dire si, par exemple, b nc =4d

buc=4d, nous écrirons (cr. [5]) a/b L O/d ou C/d w a/b « S'il cxiste unc
chaine de quotients premiers

9

= / 4 -
(1) ay/oy =a/b , a /o, oo, 8 /o =c/d,
tels que les quotients voisins soient transposés, on écrit plus bridvement

a/b me/d ’

et on appelle les quotients premiers, a/b et c¢/d , T-projectifs. Nous écrirons

6(a/o , ¢/d) =n si a/b Tc/d et si n est la plus petite des longueurs des
chatnes (1).

Nous notons :

(€ !) condition de chaine descendante,

(6 1) condition de chainec ascendante,

(€), (G v) et (C 1),

(Cl) condition de quotients promicrs, unv<u => v<uuv.

7 . . \ 7 z
Les lettres L , T (éventuellemcnt avec des indices) seront réservées pour les

treillis, la lettre S pour les enscembles ordonnés.
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2. Amalgames des ensembles ordonnés.
2.1, Définition. - Un ensemble ordonné S est dit amalgame des ensembles ordon-
nés S, A€ A, relativement aux isomorphismes ¢, s SO ~ s” s'il exis-—
A? Al/K2 A A2

2
te des isomorphismes @, : Sk ->3 , tels que

(1) U ¢ (8.) =8
Ael AT ’

.. ; - . . 0
(11) 7 )\l # )\2 , YV ie [92\ (S}\ ) s ¥ (S)\Z)] sy 1IN @,\_ (S)\ ) 7£ ¢ )
1 1 2 1

0 0 .
({11) ¥ A, A @ (2 ) =9 () #¢.
l ’ 2 ’ >\l /\.l 1\2 /\2

2.2 Remargue.

(a) Wous notons [1I , N] 1'ensemble des segments [x , y] #% , o xe M,
y€ N, oubien x€ N, y€ N .

(b) De la condition (iii), il résulte que la condition (ii) est bien définie.

L'ensemble mx(Sg) ne dépend pas de A , et nous le noterons SO .

(¢) En particulier, on voit que 1l'amalgame d'un seul ensemble ordonné SX est
isomorphe & Sy e
(d) La condition (iii) entraine que @\

2

s¥ t

° @ = @ sur et que
A A A ?

xl/ 2

¢x/x est 1l'application identique de Sa dans Sﬁ .

1 I3

2.3, IEMME. - Si A est un ensemble ayant au moins deux éléments, alors

. ) . B 0 _ &0
VA#Fuen, KP;;\(S'/\) n ¢}*(SQ) = ‘9')\<S)\) ’ /\QA CP)\<S')\) =5 .
Ceci résulte immédiatement de la condition (ii).
2.4, LEMME, - Si ¢, (s,) = (s,) et si M #4A ona s, € SQ 8, € SO
*Te . &y ‘V)\l 1/ = QPKZ 2 1 7 o 7 : 1 A H

et S = ¢, B (S) .
1 A2/Al 2

Démonstration. — Elle est donnde par 2.3 et 2.2 (d).

2.5. THEOREHE. - Soient S, une famille d'ensembles ordonnés, @Xl/kg , A €A
SN /7\ : S?\ 239\

172 1 2
$k H SA - 8 des isomcrphismes vérifiant les conditions (i), (ii), (iii). Alors
S et S sont isomorphes.

un systéme d'isowmorphismes,

. Soient @k : SX > S et

Démonstration. — Pour tout élément s e 3 , il existe un indice A e A et un é1é-

ment s, tel que s = w}(s\) . Cn pose ﬁ(s) = éﬁ(sk) . L'application ¢ : S -» S
n . « "

-
est bien définie et bijective. ¢ est un isomorphisme de S sur S . En effet,
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soient s , t deux éléments de S, s<t, s = ¢A(SA) , t= ¢h(tH) . Pour

A= , on a évidemment
s &t <= (s) 55 4(%) ;

pour A # w , d'aprés les conditions (ii) et (iii), on a

. 0
[‘ZP}\(S}\) ’ Qﬁ(tH)J n QP;\(S)\) # 6 ’
et on peut trouver sg € SO 0

4 0 0
i < <
soit s, <8, , SH < tHl , donc

A ~ O ~ O -
-8 < s, g <
ou(s)) <@ (s)) , §.(s)) <& (5,
et

A0 A O
CP}\(S}\) = @H(SM) )

ce qui montre que ¢(t).$ ¢(s) , et par suite (en remplagant ¢ par $ ),

s <t <== y(£) <u(s) .

N Sp € S; tels que ¢A(Sx>‘§ wh(s.

)

]
A

) = @p’(sp)

<

~

cpp‘(t&) ,

L'amalgame des ensembles ordonnés est donc défini & un isomorphisme pres, et nous

le noterons

: wh/ﬁ : S, , A€ A,

A

Dans le cas de deux ensembles ordonnés
. . Uoog ~U ,
par un seul isomorphisme ¢ , Sl - S5 s et l'amalgame sera noté S

4

1

Sy s 52 , le systeme vh/& est détermiané

82 .

Nous allons maintenant démontrer que, pour toute famille d'ensembles ordonnés

Sh , MNe A, 1'amalgame de cette famille existe.

2.6s Définition. - Soient

! - ;wk/@ sLohFe,

Yo/ = 0
/u {1tapplication identique de 5, dans 8

Faisons correspondre & chaque élément s e SA le symbole

L(8) = U MY res .

A

S

A= .

, et soit

Au systeéme wk/p associons, dans AA(SX) , la relation R définie par

,(h) o, (W)
*1 ) & 29

A

2.7. BEMME, - Si "*’,\/p,(’&l) =2, et \;;M/%(zz) = 4. , alors =;s)\/n(,zl) = ,23 .

3

COROLLAIRE. - La relation R est une relation d'équivalence dans A

si, et seulement si, wk/g(zl) =4, .

Démonstration. — Elle est donnée dans 2.2 (d).

S\

¢\/M les applications définies de la maniere suivante
I‘ £

oo

2.3+ Définition. - L'ensemble-quotient de AA par la relation d'éguivalence R
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sera notd ﬂA(sk) ; nous désignerons par s

la classe d'équivalence qui contient
1'élément s .

2.9, LEMME, — Soient Sk , M€ A des ensembles ordonnds, &, Sk -7

h .
applications canoniques de SA dans U

A o+ Alors,

U §x<sx) =9

)E A A

2.10. IBIE. - Quels que soient les indices M, , hy€ &, & (35 ) = & (55)
B 1 "1 2
, . . = 0 - (A ) . 0
Déuonstration. - Si s € E3Y (s; ) s =8 , OU s, €3 . lMais nous avons
A 0 0] hl
o
5, = ¢ (s)) » s,es, , dob
0 hz/hl 2 2 A,
- “(\ ) 0D T
8 = (‘9\ /}\ (S )) = 52 = Q)\ (32)
2

} 0 : 0
N (Sx ) © 2, (s ) .

2.11. Définition. - Pour deux &léments () ’ n:v) €

mOI)

n

ﬁA , posons

= S . t
<=> (32 m, € DMJ n. € Sv els que m

0 s Mo o Ss Mo q’pd/\)(mo) o)
t v
2.12, LEMME. - L'ensemble ﬁA est ordonné par la relation < de la définition
précédente.
™ _ M) o W B
Démonstration. — En effet, soit d'abord m =m T, n =1, et m’'<n’.
D'aprés la définition, il existe my o, T tels que miss Ly 5 Dy SS n, et

A b
wk/g(mo) = n, . Conme

(2) Wkl/%l(W%/Kl(no)) = WK/Bl(mO)

d'aprés 2.7, et que 0/ (m) = my (n) = n, ~d'aprés 2.6, on a
L .

b /
w&/&l
: . " o

W)\l/’\(ml) S VH/X(EO) 9 \RK/H(mO) N \,’Hil/pi(nl) ,

et on voit que

aie B <

. _177)
I1 résulte de (2) et de (3) que o, \.—(—)
™ 1w

Soit maintenant m et ) : ). Cela signifie qu'il existe
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< < <
Dy s Dy oo Py tels que m \SA Oy . Ty \Sp 1 Po \ST P,

et que $K/p(m0) =14 wp/T(nl) =p . Comme n <n<n , il vient
m \SK mO 9 wH/T(nO) §ST P,

wx/T(mo) = wg/T(no)
2 < (1)

des lors m

A A
Soit enfin m(/) < n(w) ’ n(M) < m( ) 3 il existe donc Dy s By 5 By 5 Wy tels
que ¢X/M(mo) =1y wp/k(nl) =m, .Comme n,<n ,ona

m < oy

$p/h(n0) S $H/k(nl) = ml <m ’
c'est-a~-dire

m=m =) =, )
) _ )

d'ou m

2.13, LEMME., - Les applications @K de SX dans ﬂA sont des isomorphismes vé-
rifiant les conditions (i),

(11), (111) de la définition de 1'amalgame des ensem—

bles ordonnés SX .

Démonstration. — On a vu (2.9 et 2.10) que les conditions (1) et Gii) sont véri~

fiédes. Si on prend un segment

= [Q (S ) 9 Qk (32)] ’ Si € SK, 9 xl 7 x2 9
2 i
on a
) Ty, ) TR
i= [sl y S, 1, s, < s, ,
et il existe S10 * Sog tels que Sy q 50 S8, 0 Wy /Xz(SlO = S50 s donc
A
T ) )
1 > 710 20 ~ "2 ’
o ™) ) TR
Qxl(sxl) 2 (sg) =80 els; 7 sy =t

et la condition (ii) est vérifide.
2.14, THEOREME. - L'amalgame d'une famille d'ensembles ordonnés Sh , N EAN,

existe toujours, et est isomorphe & 1'ensemble ﬁﬁ ordonné par la relation d'ordre

définie dans 2.11.

Démonstration. Elle est donnée par 2.5 et 2.13.
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Pour simplifier la notation, nous désignerons les isomorphismes @k par les let-

tres Py e

3. Amalgame d'une famille de treillis.

Soient L, , A e A, une famille de treillis, et ¢K/p : Sg ::3: un isomor-
i ¢ )
phisme d'un sous-ensemble SJ de L, sur SL <L .

L'amalgame mh/u ¢ L, , A€

X n'est pas en général un treillis (méme sous
- p vy a0 - 10
1'hypothese ou BA L5

5 sont des sous-treillis des treillis LK ).

Du théordme précéddent, il découde, dl'apres le théoréme d'Iseki, le théoréme sui-
vant :

TIROREN . — 1! v o A N o ON”‘O
3.1. TIEORELE. L!'amalgame ¢ wk/ﬁ : Ly, Aear, o $k/p 2 Sy __DM , €st un
treillis si, et seulement si, 1l'ensemble ﬂA(LA) est un treillis.

Dans ce cas, l'amalgame et 1l'ensemble ﬂA(Lk) sont isomorphes en tant que treil-
lis.

COROLLAIRE. - Si les ensembles SK = Li sont des sous-treillis des treillis LK R
et, si 4

A est un treillis, alors les treillis ¢A(LK) sont des sous-treillis de
(L) -

Démonstration du corollaire. - FRlle résulte des raisonnements suivants :

Soient

). N
a,bel , ce HJ tels que a(A) 2 é(ﬁ) ’ b( ) 2 c(“) . I1 existe donc ag
cy» by s ©; telsque a>=a,, cy2c, b2b,, c Zc, wk/g(ac) =cy

$K/H(b0) =c, . Ona done

¢A/p(a0 N bo) = Wk/p(ao) n $K/@(bw) ZeyNec, 2c,

et par conséquent,

. ) S (A) ~ () S W) o W)
(a n b) 2 (g, n bO) = (\fk/H(aO ! bo)) > (cO g Cl) > ¢ .
Nous supposerons désormais (sauf un cas que nous indiguerons) que les ensembles
0 o)

SX = L& , qui figurent dans 1'amalgame

.« . ? 1 S
. Vh/p : Lh , A e d'une famille de
treillis L

A ? sont des sous-treillis des treillis Lk .
3.2. LEME. - 51 % (L,) est un inf-demi-treillis, alors
est valable :

(é) ¥ ¢, € L, > Ve

la condition suivante

Y, 5 4 o (e 140
p€L, s MEw, 9l 1748 ou g (e,] 70 .

Dénmo=nstration. - Notons &In) = a donc

[N
T
.
(@]
3




()\) z#) -
> — : e >/ 2
cy = 4 = dC5 dlo tels que Cy ZCygs le d
zp) ) . 3 >
c > d => 1 Cop 0 d20 tels que s > Cop s d2O > d

N - T = 4 .

ou wk/n(clO) - le ? Vg/%(CZO) 420
Au moins une des applications QK/% ’ wu/r n'est pas identique (Sinon, on a

A=# = W, en contradiction avec 1l'hypothese A # W ). 5i par exemple ﬁh/n = ¢h/n ’

alors @,/ (o ) =4y implique @ (e, ) =9, ,(a)) 5 et @ (e 17 4.
3.3. Remargue. - Nous posons par définition
elel=1{y | 2=x<

c
(el=1x] x<e}.

3.4 IEMME. - 81 %,(L,) est un

est vérifide :

inf-demi-treillis, alors la condition suivante

®B) vaFu, (o ple 78 et o, (c,]#4)
= [(V xe @@/x(02] » C NXE ﬁ;/k(czl)
ou (Vye “’x/&(clj , C,NYE CP}\/H(Cl])] .

Démonstration. - Supposons que des éléments c

12 % soient tels que

(\, QQ}\/}\(C]_] # ¢ ’ @H/H(CZ] # ¢ 9

(4)

ixe (PH/}\(CZJ , Cl N X é QH’/}\(C2] 9

Liye @ ed s e, ny e, le ],

Dtaprds 1'hypothése, 1'élément c: ) A céH) = d:%) existe, et

1
q . > WK/M i >4
deig s 4y tels que ¢ 2 ey —Li 4z d
1 > fuln = d.. >4
q Cro d20 tels que C, 2 Chy TS oo 24 -

Nous allons montrer qu'on peut supposer # = A ou
w# M et w#w, ona

“n=mw o Or, dans le cas ol

00 _ cl("‘l) o) LR > B A R

ZCi6 N %y = 4o oo = (5 ndy) >4

0 (4 7 ‘ U . .
dome d =4, ndy, €L, et, pour 1'élénent ¢n/hkdlo N dZO) € L, , il vient

(Q“/K(dlg n d20>)(}\)= (4, n dZO)(n) _a®)

Supposons, dans la suite, que u = A (# p) . On voit Tacilement que
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a

(cl n x)(A) < c&A) et (01 N x)(A) < M) < é;p) ’

A A A . .
donc (cl N x)( ) 5»0& ) n cé“) = E( ) et ¢, nx <4d . Dautre part, la relation

4 < cé“)

entraine qu'il existe des éléments do . 030 tels que
Qx/
o
< —— <
a8 dO —_—— 030 < 02 R
Comme LQ est un sous-treillis de L. 1'élément 4. = 4 x appartient & L0
A = P 5 = 45 U pparti A

Posons 03 = ¢K/p(d3) « 11 est clair que

@A/w
d<ad e = a ; < .
5 > oy Qﬂ/w( o) U ¢A/M(X) c,

als on a aussi (02 N y)(p) < y(“) < §$R) , clest-a-dire

(0, o 9™ <o 4 D _ T

et il existe des éléments Py s dg tels que

(%
/A
Notons P, =Py Ny ZCr NV,
= < < < .
q'l CPH‘/)\(y) n q.o N qO SIS C]_
Ainsi, .
c, Ny < P __g_)%_/_l\_é. <4d<Le
2 RS 1 = 4= >
et
(&) ) (A (N ) (W)
c, 2 c3 = d3 2-4 qul = Dby ,

d'ol c, >4 by par conséquent Py <y ne, , ce qui entraine P, =y nec,, et en

ré k3 = 3 —_ - . . . ' N
définitive y n c, = ¢X/u(ql) € ¢A/p(clj , en contradiction avec 1l'hypothese (4).

Les conditions (é) et (g) ne sont pas en général suffisantes pour que ﬂA(LA)

goiv un inf-demi-treillis. C'est pourquoi nous introduisons encore une condition.

3.5. LEMHE. - Si ﬂA(LA) est un inf-demi-Preillis, alors on a

() v A#Fwp, V c,ely, Tec,e LH ,

[(ve o le)] = cynvyeq,le]

—> (il existe . max(c 1 20X et qL/A(C2] 7¢)] .
€R./a\C2

Dans ce cas, on a

(

max e, N x)(A) = ch) n cép) .
XG‘PH,/I\.(C2]
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Démonstration. — Elle utilise des raisonnements analogues & ceux de 3.4 ; remar-

quons qu'il faut distinguer deux cas, a savoir :

: “’)\/p(cl] =¢ et cP?\/p.(cl] A0 .

' ' i I
i = { n = { / = —r. .
Notons maintenant fl = @K/H(cl] » Ly qh/h(c2] et cy AN Fj {ci n yf y € J}

En utilisant cette notation, nous allons énoncer le théoréme suivant :

3.6, THEORENE. - L'amalgame %A(LA) est un treillis si, et seulement si, la con-
dition (2), et la condition duale (5), sont valables,

(2) VAAu, Ve, €L, , ‘v'czeLp‘,

R i . 0
[(’I‘_2 #¢ , et il existe ?%X c, NI et c, AT < L:) ,

2 2
ou S -
— (TL #¢ , et il existe max c, A r} et o ALlc LO)]
-1

Démonstration. — D'apres 3.2, 3.4 et 3.5, la condition (2) est nécessaire. Pour
vérifier que la condition (2) est suffisante pour que ﬂA soit un inf-demi-treil-
lis, il suffit de montrer gque l'hypothese

(Fl #@ , et il existe max ¢, A Ti et ¢
~2 T 1 =2
entraine ~2

+ ]
c I
2 n ‘1:‘]. HA)

CE)\) R Cg-«) _ (?QX c, AE;)(/\) )
)

Nous supprimons les détails de ces vérifications.

Le lemme suivant met en évidence la situation de plongement des sous-treillis LO
dans les treillis LA .

3.7. LEMME, - 5i % (L,) est un sup-demi-treillis, tout treillis L, est cofi-

A
nal avec La , sauf au plus un indice w € A .

Rappelons que l'ensemble T est dit cofinal avec T (cfe [7], p. 412), si,

1
pour tout t €T , il existe ¢, €T, tel que t <%, .

1
Démonstration du lemme 3.7. - Soient

L , L deux treillis, et supposons que
AN H,

LA ne soit pas cofinal avec LO . Soit &
0

; .0 ' 0 ‘ . R
£, €Ly tel que 7 4y €L, 2, % L . ﬁA(LA) étant un sup-demi-treillis, la

. - . . ) ; 2 Y —
condition <A) est valable, donc @A/A[»l) #¢ ou ¢L/&[£2) # ¢ . Comme wk/h[bz ¢
on a qh/p[22) # ¢ , ce qui achdve la démonstration.

un élément de LM . I1 existe donc

On peut simplifier la condition (2) en se bornant au cas ou les treillis considé-

rés ne sont pas "trop éloignés! des treillis finis.

3.2, Définition. — On dit que 1'amalgane ‘Z[A(L ) vérifie la condition (P), si un



treillis Lﬁ satisfait & la condition ().

3,9. Définition. - ﬂA(LA) étant un amalgame qui vérifie (P), Py H(cl] a2

on désigne par ¢y 1'élément maximum de l'ensemble wk/u(cl] (en supprimant les

indices A , p pour simplifier la notation). Dans le cag ol ¢k/p(°1] = ¢ , nous

. v .
dirons que cy n'existe pas.

3.10. Remarque. - 35i @X/p(c] # ¢ 5 gLors la condition (P), et le fait que @x/&
sont des isomorphismes des treillis L, » impliquent 1'existence de ct .

De 3.6, il résulte immédiatement :

3,11. LEMME. - Soit ﬁA(LA> 1'amalgame d'une famille de treillis (LA)AEA pour
lequel la condition (P) est satisfaite. ﬂ“(Lk) est un treillis si, et seulement

si, les conditions (E%) et (D) sont valables, (Qp) étant la condition suivante
(et (ﬁp) la condition duale) :

(Qp) VANF, c,€L,, Tec,e Lkk ,

{ ) / { 0
[(02 existe et (wk/w(cll ¢ == c,nec e LM))

(of existe ot (¢, /,(c,] 7 ¢ => o nope1d)]-

Un autre énoncé de la condition (9_) nous donne une analogie intéressante du ré-

sultat classique de SCHREIER (Cf. [10], p. 164,et [9], p. 510) portant sur les amal-
games des groupes :

3.12, THEORRME. Si ¥ (L,) satisfait 3 la condition (P), la condition (gp) est

vérifide si, et seulement si, pour tout couple d'éléments c, € Ly c, € Lp ’

A # W , une des conditions suivantes est vérifiée :

(Q; 1) cé existe et ci n'existe pas,

(2; 1I) cé existe et ¢, 0 ci € LS ’

(2; I11) ci existe et cé n'existe pas,
3¢ i . l*Q

(Qp iv) cl existe et cln czc:LA .
COROLLAIRE.

’ Iy (A
Dans le premier cas, on a ;EA) N é;p) = (Cl N 02)( ) .

@) [ i ~
Dans le deuxiéme cas, on a ey ) n czw) = (02 n cl) ) .

p v
Dans le troisitme cas, on a c&ﬂ) n céﬂ) = (cl n 62)(“) .

™ &) TR
Dans le quatri®me cas, on a c, ) rxté“ (cl r1c2) B,

Démonstration. — Blle utilise 3.12 et 3.6.
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k k est
’ 2 s *°** n

3. LB Définition. = On dit que 1l'expression w(k

) (u )
obtenue & partir de 1'expression w(yl »oeee s Vo par la normalisation de
Schreier si on peut passer de l'une & 1l'autre par un nombre fini de transformations
de la forme suivante :

o

(I) On remplace un élément y:rﬁ par un élément z:g) tel que

LA O

(II) On remplace une expression yiq) n yé 0 par 1'é1ément yé ) ol

(III) On reuplace une expression : D v: 1) par 1l'élément y: ) ou
2 4
y4=leyzeLno

3.14. THEOREME. - Si ﬂp satisfait & la condition (P), toute expression
— 18

(k) (k)

Wy, T e ¥y
A peut 8tre ramenée par la normalisation de Schreier & l'aide d'au plus 2m
transformations du type (I), (II), (III) 2 un é1lément x(8) . En d'autres termes :

Toute expression de ﬂA(LA) peut &tre "calculde" 3 1l'aide des opérations
définies dans les treillis L

de U

n,u

A

On peut démontrer le théoréme 2.14 par récurrence sur la longueur de 1l'expression

W o

Pour vérifier directement que ﬁA est un treillis, le théoréme suivant est sou-

vent tres utile :

3,15, THEQOREME. — Soit ﬁAﬂLA) un amalgsme vérifiant (P). ﬁA est un inf-demi-

treillis si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite simultanément
avec la condition (A).

®) v ¢, € Ly 7ec,e Lp , AMF W,

(¢A/k(° 178 et ? /h 7 9)

d
\
—> (c n c1 e @A/p j ou ¢ necje qL/k(czj)

COROLLAIRE., - Soit Ll P P L2 un amalgame vérifiant (P), et Li dtant cofinal
G

avec Li « Supposons que L. soit convexe dans L. , et soit enfin L. dual-
: 0 o T *
cofinal avec Lj ; 1es indices i , j

étant dgaux & 1 ou 2, non nécessairement
différents, alors ltamaligame est un treillis.

Démonstration du théordme. -~ Elle utilise 3.12.

3.16, LEHIE. - Soit ﬁA(LA> un amalgame vérifiant (P). Alors tout treillis Lk
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possdde 1'élément nul (respectivement 1'élément universel) sauf au plus un treillis
Lp (respectivement Ln ).

Nous allons maintenant énoncer un résultat sur le probléme des décompositions
dans la théoriec des amalgames.

3.17. Définition. — Le treillis L est dit décomposable en amalgaume de deux

treillis Ll ’ L2 s Si ¢
A, o mo "O z s
1° L = L1 : P L2 y O @ S, =5, , 5 étant un ensemble ordonné inclus
dans Li s €T si

20 @ (L) ney(L) g (L), 1=1,2.

3.18. THEOREME. ~ Si L est un treillis ayant

plus de deux éléments et vérifiant
la condition (6 V), L est décomposable.

Démonstration. -~ On peut supposer que, dans L , il existe au moins deux atomes.

Dans ce cas, il suffit de vérifier que L = La : 9 : P

a étant un atome, ¢

1'application identique de {o} u fn | » >a} , L. =L<{a}, P, = {sduln| n=a .

3.19. Remnarque. - Si on demandait gque les ensembles SQ soient des sous-treillis

de Li , un résultat analogue ne serait pas valable. Le treillis 24 des parti-

tions d'un ensemble & quatre éléments représente un contre-exemple correspondant.

4. Constructions utilisant les amalgames et leurs propriétés.

4.1. THEORENE. - Soit %,(L,) 1'smalgame d'une famille de treillis modulaires.
Supposons gu'un des treillis Li soit convexe dans L

A+ 81 (L) est un treil-

lis, alors il est modulaire.

Démonstration. -~ Supposons qu'il existe un sous-treillis non modulaire isomorphe

a M5 et déterminé par les éléments

JCE2 RPN (=) RN €0 RSN € RS (=) R €

?

RN ) B o) N C) B O B

On peut supposer que « # p = Y , quel que soit le cheix des indices « , b, v ,

qui ne change pas les classes correspondantes. Distinguons les quatre cas suivants :

(I) w=ao, i=a .Grace aux indgalités b:b) < i(a)

existe des éléments bo ’ io » Oy s Cq tels que

, C W , 1l

P

b < by el i, <1,
P

o < % ———Eéf—é o <c
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en utilisant la convexité, on en déduit b:B] = bia) en contradiction avec 1'hypo-
thése sur o et p .

(II) w=4pP, 1=8 . Ici on obtient d'une fagon analogue a:a) = aib) ; ce
qui a été exclu par 1l'hypothese.

(III1) w=8, i=« . L'indgalité pCE) < i[“)

entraine l'existence de b

O H
{_{’\
i, tels que b <Dy 7N i, <1 . Counme A a)( > o(¥) , il existe k, ,
o tels que
@
i > T > 6
i, na b0 >« G,

S . . 0 . .
€ ° = -
et la convexité implique ig na La Notons 3y @&/p(lo na) . Copme

o
U — 3 e 7
Jg eV iy SV, Shy YUy =Dby, g 0y L,

0
. . N _ . . v = .
ona bu Jo s c u Jo € LB . Notons ¥ ¢p/a(b U 30) s Y @b/a(c U 30) « De la
dernitre relation, il découle que

*p/a(Jo) S Py/0 (c Uiy < v o/ (b Uy € @B/u(bo)

goit i, na <y <x <i

] ' 3 — 3 P
0 s i . Supposons dlabord b U g=cvu Jo ° Dans ce cas,

BRI RO S e 1O O B S

= O ’

les éléments b u jO =C LJjO >b >c >0, et 1'é1énent jO , forment un sous-
treillis de Lb isomorphe & M5 , ce qui n'est pas possible gréce & la modularité
de LB . Supposons maintenant b U jo #cu jo . Mais dans ce cas, les éléments
iO Na<y<xc< iO et a forment un sous-treillis de La isomorphe & MS s Ce
qui est en contradiction avec la modularité de L

(IV) w=o, i=18,Ce cas peut 8tre ramené par la dualité au cas (III).

4.2. THEOREME., - Soit KA(LK) 1'amalgame d'une famille de treillis distributifs.
Supposons qu'un des treillis Li soit convexe dans Lp . Si ﬁA<LR) est un treil-

lis, alors il est distributif.

Démonstration. -~ Dtapres 4.1, le treillis ﬂA(LA) est modulaire.

Soient {a) I b(B) l c ’ ;Kw) ’ i(L) des éléments constituant un sous—treil-
lis isomorphe au treillis RS . On peut supponser que o =

=vY . Mais ceci implique
2 i : P . ( (o
irz) = i&a) ’ oiw) = ;§a) , et, gréce & la convexité, il en résulte Db B) = b, )

donc Ci 9 85 Cy bl s 9y forment un sous-treillis de La isomorphe & D5 , Ce

qui reprédsente la contradiction avec le fait que La est distributif.

4.3. Remarque. — Un théoréme analogue est valable pour les treillis vérifiant la
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condition de quotients premiers, mais n'est pas valable pour les treillis relative-

ment complémentds et, non plus, pour les treillis complémentés. Pour les treillis

semi-modulaires,le théortme suivant est valable :

°

4.4. THEOREME, - Soit ﬁA(LA) 1'amalgame d'une famille de treillis semi-modulai-

res, et supposons qu'un treillis Li soit convexe (dans Ly ) et satisfasse la
condition (C V).

Si ﬂA(LA) est un treillis, alors il est semi-modulaire.

Démonstration. - Soit

@1

, anb<x<aza. Il faut démontrer qu'il existe un

i ol

élément T tel que a n

o'l
A

<%, et que (®k uT) na=r.Eerivons, de la ma-
niére plus précise,

4

(B

1
il
=

Eﬁ‘B:déj

, aub=s8 .

On peut supposer o # B . Distinguons les cas indiqués dans le tableau ci-contre

numéro @ # B
du cas| w &
Dans les cas numéros (I), (II), (ITI), (IVl) , (1) o o
l'existence d'un élément T , possédant les pro- . (11) B | B
priétés demandées, peut &tre démontrée sans qu'on (111) B «
utilise 1'hypothése (¢ 1), et nous n'entrons (IVl) o b 5 =
pas ici dans le détail de ces raisonnements, (IVZ) o & 5=
n'indiquant la démonstration que dans le cas

-1
(IV2) s Ici, on peut supposer qu'il existe des éléments w , v, T, T

s I, I,
éO s to tels que

Notons & = {g l n<g<v, 8t telque da<t<b, t< g} . L'ensemble =

contient §O ; soit §l 1'élément minimum de = , et notons ¢

< <& .,
que 4 < tl b, tl %1 On a

L un élément tel
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p w)( o) ;Ka){ﬂ (gzlg(a) < a(@) n W(Q) - (an w)la)
S cpb/a(g’l) , done
al®) (":;\Il)(a) ENCORPNC) )

et il existe T, tel que u = an (Tl UHK) , anw <»Tl < §Il . Dans le cas ou
-1

T, = gl , on trouve

n(a) < a(a)rﬁ (n(a) v t(b)) "T'U ('T"7 u ( —l)(ﬁ))

=';G3){j (MKQ) (B)) *(7)0 (% U T )( w) (a A (% U TP>(Q) - %(Q)

?

par conséquent, %(a) = a(a) N (AKQ) U tga), et le théoréme est valable.

. tn 2 s - -1
g€, ~étant 1'élément minimun de =, le cas T #E

implique ™ t, =a.
Mais ceci entraine qu'il existe t2 §th tel que ™1 n (n v t2) = n ., Posons
§2 < §l , ce qui est en contradiction avec 1le

choix de gl} et le cas Tl # §I n'est donc pas possible.

n oy t2 = §2 > t2 , donc §2 e B,

Le théoréme est démontré.

Comme les extensions des treillis au sens exposé dans ce Séminaire par G. BOULAYE
sont un cas particulier des amalgames, les théorémes 4.1, 4.2, 4.4 représentent une

géndralisation d'une partie de ses résultats (cf. 3.

Dans notre précédent exposé [ 1], nous avons démontré que tout produit sous-direct
d'une famille de treillis, satisfaisant & la condition de quotients premiers, véri-
fie la méme condition (C ), et que tout produit sous-direct, satisfaisant & la con-
dltlon(C)dfune fanille de treillis sous-modulaires, est sous-modulaire. MNous
allons démontrer qu'on ne peut pas supprimer la condition (C). En utilisant ce ré-
sultat et un résultat de LYNDON (Cf. [8]), on en déduit que la différence entre la
définition des treillis vérifiant la condition (Cl) et celle des treillis sous-
modulaires est, malgré la ressemblance apparente des deux conditions, essentielle
au point de vue de la logique mathématique. On peut exprimer la définition dtun

treillis, vérifiant la condition de quotients premiers, & 1'aide d'une formule spé-

ciale de Horn, qui es$ close, mais une telle forme n'existe pas pour la définiticn
des treillis sous-modulaires.

Introduisons d'abord la définition suivante :

4,6, Définition. ~ Soit I wun treillis parfeitement sous-modulaire. On dit que

le graphe G(L) est associé au treillis L si :

1° les sommets de G(L) sont les quotients premiers p/q ,
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29 les arcs sont les couples (p/q ’ r/s) tels que p/q u r/s .
4.7. Remarque. = D'aprés la définition d'un treillis parfaitement sous-modulaire,
le graphe G(L)

est connexe (ici, et dans la suite, nous utilisons 1& tcrminolo-
gie de [2]).

Soit maintensant L1 un treillis parfaitement sous-modulaire, satisfaisant aux
conditions suivantes :
(@) LL vérifie (6),
(B) L1 est un treillis ayant au moins trois éléments,
(y) il exigte un sommet a/b de G(Li) dont le demi-degré extérieur est 0 et le

demi-degré intérieur est 1, d+(a/b) =0, d—(a/b) =1 (I1 existe doyc un seul

quotient premier que nous allons noter c/d tel que a/bu c/d ).

Soit cnsuite L. 1'intervalle [

5 (0, 1) des nombres rationnels, et notons
n
h=re 1 nel

Nous allons utiliser les tréillis Ll . L2 pour construire un amalgame intéressa

sant ¢
4.8, THEOREME. — Soit x(Ll , L2) =L, :®:L,, ¢ ¢tant 1'isomorphisme de
{c,a} sur {0, 1} . Alors ?I(Ll

tés suivantes :

°

’ L2) est un treillis qui possede les proprié-

(a) ﬁ(Ll R L2) n'est pas sous-modulaire,
(v) "

étant la plus petite des congruences définies sur ﬁ(Ll ’ L2) telles que

1]

@) 5, @) 3%(12) 52 ’1:1(1'2')9

alors le treillis ﬁ(Ll ’ LZ)/nn est parfaitement sous-modulaire,
(¢) Aw(n

L L2) est isomorphc au produit sous-direct des treillis zt(Ll ,LZ)/nn

Rappelons deux résultats portant sur la '"distance" de quotients premiers dans les
treillis.

D'un résultat de KORINEK (Cf. [6], théordme 4.4 et [10], théordme 1.2), on peut
déduire que si « , b sont des chaines maximales de a & b des éléments d'un
treillis sous-modulaire vérifiant (C),

H = <~.o< =
a s a aq < a; a b

n
b a-= bo < bl < oue < bn

alors ¥ aj/aj—l , J=1, eee yn, 4 bk/bk_1 s, 1L Sk<n, tel que

D'un résultat de GRATZER (Cf. [5), proposition 7), il résulte gue si aucun sous-
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treillis d'un treillis modulaire fini et parfaitement sous-modulaire ne posséde pas

comme image homomorphe un des treillis définis par les diagramues

0}
N

. o \
N, 000D 009
\ . O\ Q O

N
N
N

alors ¥a>b, Tc>da, 6(a/v, c/d)<3.
Nous montrerons, par une construction utilisant les amalgames, que ces deux résul-

tats ne sont pas valables pour les treillis parfaitement sous-modulaires.

En effet, il suffit de considérer les treillis T

k
n=>21, n fixé, définis par le diagraume

o, N
N Loy
G
%
ou on suppose de plus que :‘L0 = jo s in = jn s Py =9 s P, =0 .
Posons LO = TO , et définissons par récurrence L =L L

k+1
sont les isomorphismes définis par

%G =i, @) =1,

@ (C) =a 5 ) =09,

|
q

Notons enfin Lz le treillis I, ainsi construit.

4.9. THEOREMFE, - L'amalgame Ln

vantes

est un treillis qui posséde les propriétés sui-

(a) L; est parfaitement sous-modulaire,

P> aq hafne «. : 1 F >a.>5b. >
(b) ¥V p>4q de la chatne € : iy > T, >ay>by>cy, ona

8(p/a , ¢ /A )= 2n+ 1.

COROLLAIRE. - Le treillis L: est un treiliis dans leguel l'image homomorphe de

tout sous—-treillis ne contient pas M. ou ¥, , et on a

1

6 — 8
< /= < /= G
6(1O/LO ’ 11/11) =€ .

De plus, LT vérifie la condition duale de la condition (Cl)’ mais il n'est pas le
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treillis de sous-groupes sous-normaux d'un groupe ayant des séries de composition
de longueurs finies.
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