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CHAINES DANS L'ENSEMBLE DES IDEMPOTENTS D'!'UN ANNEAU

par Nicolas FARES

Introduction. - En juin 1968, dans une conférence en Tchécoslovaquie, P. DUBREIL a

parlé de la structure de l'ensemble ordonné F des idempotents d'un anneau A [3].

L'objet du présent travail est 1'étude des chaines dans F (¢ II)., Les résultats
du premier paragraphe, portant sur les idempotents et les @-classes, sont donnés

dans le cas plus général d'un demi-groupe. Le troisitme paragraphe est consacré a

un théoréme analogue au premier théoréme d'homomorphisme pour 1'ensemble des idem-—

potents de l'anneau des endomorphismes d'un H-groupe abélien.

I. Idempotents et ®-classes dans un demi-groupe.

Scient D un demi-groupe multiplicatif, et 1 1l'ensemble des idempotents de D ,

ordonné par l'ordre de Rees, noté < [12]. Les lettres © , £ et R désigneront

les équivalences de Green (l) définies dans D . Quand D possede un zéro, cet
é1ément sera noté O .

Définition 1. - Soient g et f deux idempotents de D , tels que g=f . On
appelle chaine maximale entre g et f toute chaine maximale C d'idempotents
compris entre g et f . Quand C est finie, son nombre d'éléments distincts de

f est sa longueur. Une chaine maximale, associée & un idempotent e de D , est

une chaine maximale d'idempotents inférieurs & e

a .

Définition 2. — On dit que D vérifie la condition f si toutes les suites stic-

tement décroissantes d'idempotents de D sont de longueurs inférieures ou égales a

un entier domné. C'est le cas, par exemple, ou D est fini, ou est le demi-groupe

des endonorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie, etc.

Définition 3. — Si toutes les chafnes maximales assocides & un idempotent f

de D sont de longueurs inférieures & un entier n , il existe une chafine maximale

associde & f (au moins une) et de longueur maximum p . L'entier p est appelé
portée de f .

l Id e s 3 ’
( ) Deux éléments de D sont e-dquivalents (resp. R—equivalents) s'ils engen-
drent le méme idéal & gauche (resp. 4 droite) de D 3 ® est 1t*équivalence borne

9
supérieure de £ et de R . Comme £ et ® comeutent (ou sont associables [4]),
ona : ® =£.-R =R/.8 ([2], en. 2, § 1),
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THEOREME 1. - Soient g et f deux idempotents de D , ®-équivalents. Il y a

un isomorphisme ¢ (d‘ensembles ordonnés) entre 1l'ensemble E

£ des idempotents de

D inférieurs & f et l'ensemble Eg des idempotents de D

L'inage par ¢ de tout idempotentn_fl de E

inférieurs & g .

£ est @-équivalente & f

1
Dénonstration (Cf. [6], p. 12). — Pour tout élément a de D , notons L,
(resp. R, ) 1a ¢ ~classe (resp. la R-classe ) de a .
Soit & la @ -classe de f et de g L =L Lf _ Ly
(fig. 1). L'ensemble R. n L, est non S e
- .
vide. Soit un é1ément de R, N L _ . T
* x © £ g | £ R
x admet un inverse généralisé y , uni- } T X
|
que dans R _n Lf , et on a les relations i
guivantes (Cf. [2], chs 2, § 3, th. 18) : b
x = fx = xg , l
|
=yt =gy . _}R
y ¥ ’ - 'W?"““éi""'"’“ R - ‘zw%w-— g
f=xy, b i
g =JX . (rig. 1)

L'isomorphisme ¢ en question est la correspondance définie sur E

¢ de la facgon
suivante :
¢: f ~>yf, x (fl € Ef) .

Le théortme précédent a pour conséquences directes les résultats suivants (cf. [6]
p. 14-16).

COROLLAIRE 1. - 3i f est un idempotent primitif, tout idempotent de la ®-classe

de f est primitif.

COROLLAIRE 2, - Dans un demi-groupe Pégulier (au gsens de Von Neumann), si un é1é-

ment engendre un idéal a gauche minimal, il engendre un idéal & droite minimal, et
inversement.

COROLLAIRE 3. - Si D vérifie la condition f , deux idempotents, de la méme

@=-classe, opt la méme portée.

THEORELME 2, - Si D yvérifie la condition f , deux idempotents comparables dis-

tincts n'appartiennent jamais & la méme @-classe.

COROLLAIRE. - Si D est un demi-groupe unitaire vérifiant la condition f , tout

élément de D , inversible d'un cdté, est inversible.
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II. Chaines maximales assocides & un idempotent dans un anneau.

1, Préliminaire.

Les résultats précédents sont vrais pour un demi-groupe avec ou sans zéro, donc
pour un anneau. Pourtant, l'addition donne dans le cas du demi-groupe multiplicatif

dtun anneau des résultats qui ne sont pas vrais en général.

L'étude des chaines maximales entre deux idempotents f et g d'un anneau

(f < g) est ramenéde 2 celle des chaines maximales associées & un idempotent, et ceci

3 1'aide du lemme suivant :

°

LEMME 1. - Soient f et g deux idempotents d'un anneau A , tels que f 2g .

L'ensemble F? des idempotents de A , compris entre f et g , est isomorphe en

tant qu'ensemble ordonné & l'ensemble F des idempotents de

A inférieurs a
f-g

f—gc

Démongtration (Cf. 1 6], pe 19). ~ L'isomorphisme en question est la correspondance
¢ définie sur F? de la fagon suivante : ¢(x) =x - g ,

Vxe F? . Son inverse
est naturellement défini comme suit : ¢rl(y) =y+g, VyeP

f-g
La notion de chaine maximale de longueur n , associée a un idempotent f d4'un

anneau, coincide avec celle de la décomposition de f en somme de n idempotents

primitifs deux 3 deux orthogonaux (Cf. [6], th. 3, p. 24).

La démonstration de ce théortme se fait & l'aide des deux lemumes suivants @

°

LEMME 2. - Si i et J sont deus idempotents d'un anneau A , tels que i cou-

vre j 4 alors i - J est un idempotent primitif.

LEMME 3. - Si g et f sont deux idempotents orthogonaux, et si f est primitif,
alors g + f est un idempotent qui couvre g .

A une chaine maximale
= > > > >
(1) f=f >f,>...>f >0,

correspond la découmposition suivante de f en somme d'idempotents primitifs deux a

deux orthogonaux @
1 — -— P
(x1) f = (f1 f2) + (f2 fB) + e+ £

Rappelons enfin qu'une condition nécessaire et suffisante pour gqu'un idempotent f
soit somme de

n idempotents promitifs, deux & deux orthogonaux, est que 1'idéal
Af (resp. fA) soit 4-indécomposable (resp. r-indécomposable) (2) ({37, p. 4).

2 s s sz . .

(%) Un idéal 2a gauche L de A est 4-indécomposable s'il n'est pas semme directe
non triviale d'idéaux & gauche de A . Définition analogue pour les idéaux & droite
r-indécomposables.
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2. Théordue de Jordan-Holder dans 1'ensemble des idempotents de certains annesux
(voir le schéma 2 la fin du § II).

Les résultats précédents (§II, n® 1) permettent d'avoir un théorime analogue &

celui de Jordan-Holder dans l'ensemble des idempotents de certains anneaux.

(a) Anneaux dans lesquels tout idempotent est central (3).

THEOREIE 3. — Soit A un anneau dans lequel tout idempotent est central, et soit

e un idempotent de A . 3'il existe une chaine maximale de longueur n , associée
4 e , toutes les chaines maximales, associées & e , sont finies et de longueur n .
Démonstration.

Définition 1. - Un anneau est dit fragmenté, de longueur n , s'il est somme di-

recte de n idéaux bilatéres «Lr-—indécomposables (4) (P. DUBREIL [3], ve 6)e

Cette définition est équivalente & la suivante :

°

Définition 1'. — L!'éldément unité uv de A est somme de n idempotents primi-

tifs deux & deux hyperorthogonaux (5).

L'ensemble des idempotents d'un anneau fragmenté de longueur n est un treillis
de Boole atomique ([13], § 29) ayant 2% &léments ([13], p. 6).

On démontre que l'anneau Ae
1.

(théordme 3) est fragmenté au sens de la définition

(b) Anneaux réguliers. - Dans un amneau régulier, un idempotent primitif engendre

un idéal & gauche minimal. A une chaine ma®imale, associée & un idempotent f de
A , correspond donc une suite de composition du A-module Af ([5], ch. 8, § 3).

L'application du théortme de Jordan-HSlder, pour les A-modules a gauche, donne le
résultat suivant.

THEOREME 4. — Dans un anneau régulier, deux chaines maximales finies, assocides 3
un idempotent, sont de méme longueur.

2

Un anneau artinien & gauche et semi-simple ([107, ch. 3) étant régulier ([1], § 3,

n® 3, conséquence du théoreéme 1), on a un résultat analogue au théordme 4 pour les

() Exemples : anneaux réduits, commutatifs, etc.
(4

(5) Deux idempotents f et g de A

([3]’ Pe 5).

) Z-indécouposables et r-indécomposables.

sont dits hyperorthogonaux si ng::gAf:(O)
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anneaux artiniens & gauche et semi-simples.

(¢) Anneaux finis. Anneaux dont 1'ensemble des iddaux d'un cb6té vérifie les deux

conditions de chafnes (~). - Supposons que 1l'ensemble des iddaux & gauche de A
vérifie les deux conditions de chaines. A deux chaines maximales de longueurs

et m , assocides & un idempotent e

n
de 4 , correspond (¢ II, n° 1) deux décom-
et de m idéaux & gauche 4-indécomposables
(respectivement). L'application du théoréme de Krull-Schmidt (7) pour les groupes
avec opérateurs donne n =m .

positions de Ae en somme de n

THEOREME 5. - Si 1'ensemble des iddaux d'un c8té d'un anneau A vérifie les deux

conditions de chaines, toutes les chaines maximales, associées & un idempotent

e
de A (qui sont nécessairement finies), sont de méme longueur.

() d-anneaux vérifiant la condition f . - Dans le cours de P. DUBREIL & la

Faculté des Sciences de Paris, 1966/67 (non publié), M. CRESTEY a démontré le théo-
réme suivant.

PROPOSITION 1. - Deux idempotents e et f , d'un demi-groupe multiplicatif D ,-

sont @-équivalents si, et seulement si, les idéaux & gauche De et Df
isomorphes.

sont p-

Définition. - On dit que deux idéaux L et L' d'un demi-groupe D sont p-iso-

morphes s'il existe un isomorphisme @ de demi-groupe de L sur L' tel que :

vxeD, V4el, oxb)=xp(s) .

On démontre que, dans le cas d'un anneau A , dire que Aa et Ab
morphes (a € A , b € A)

sont p-iso-
est équivalent & dire qu'ils sont isomorphes en tant que

A-modules & gauche. Un idempotent primitif de A étant un idempotent e , tel que
Ae

soit 4-inddécompgsable, la proposition précédente admet comme conséquence que,

dans un anneau, tout idempotent de la @-classe d'un idempotent primitif est lui-
néme primitif.

Un cas particulier important est celui ou, dans l'anneau A , tous les idempo-

tents primitifs sont dans la m8me @®-classe. C'est lc cas, par exemple, de l'anneau

(6) Condition de chaine ascendante et de chaine descendante ([10], ch. 3, § 1).

(7) ([9], ch. 5, § 13). Soit G wun A-groupe satisfaisant aux deux conditions de
chafnes pour les AO-sous—groupes distingués, et soient :
G = Gl 3 G2 Y GB D eee O Gm et G = Al 3 A2 3 A3 D eee I An
deux décompositions directes de G en o-sous—groupes distingués indécomposables.
On a alors m =n , et avec une indexation convenable Gi£§ Ay, avec

G=A DA D e DA DG 8G9 ... 3G (k=1,2, ¢ee , m) .
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des endomorphismes d'un espace vectoriel. Appelons d-anneaux ce type d'anneaux.

THEOREME 6. - Dans un d-anneau, deux idempotents e et f , auxquels sont asso-

cides deux chaines maximales finies de méme longueur, sont ®-équivalents.

Démonstration. - Soient :

19 Ae = Ael €>Ae2<3 coe @ Aen ’
20 Af = Af. @ Af_ © ... © Af
1 2 n

les deux décompositions directes de Ae et de Af en somme d'iddaux & gauche A-—

indécomposables relativement aux chaines maximales assocides & e

et f , et ayant
la m8me longueur n . A étant un

d-anneau, pour tout indice i (1 <i<n), on

a Aei :’Afi . Donc Ae et Af sont canoniquement isomorphes.

C. Q. F. D.

THEOREME 7. — Dans un d-anneau vérifiant la condition f +toutes les chaines ma-
ximales associées & un idempotent f

sont de méme longueur.

Démonstration. — Soient deux décompositions directes de Af en somme de m et

de n 1iddaux & gauche, A-indécomposables respectivement :

N

Y

10 Af
20 AT

Ael S Ae2 @ ... &iAem ’
Af, © Af, @ ,.. @ Af .
1 2 n

I

Il

Les e, s eee o I (resp. les fj

idempotents primitifs deux & deux

, i=1,2 , J=1,2, eaa , n ) étant des

orthogonaux. Supposons que m <n .,
D'aprés le théoréme précédent, Af est isomorphe 2 Afl @ e @>Afm y 1o €4 &
A(fl +Ey et fm) . Ainsi les

idempotents f , et g = fl + eee + fm , sont
dans la mfme 0 -classe., Or g < f

, puisque m < n ., Ce qui est impossible, car
l'anneau A vérifie la condition f

On démontre qu'un d-anneau, vérifiant la condition f , qui est unitaire et régu-

lier, est isomorphe & 1l'anneau des endomorphismes d'un espace vectoriel de dimen-

sion finie sur un corps qui n'est pas nécessairement commutatif (cf. (6], che 3).

Notation. — On dit qu'un anneauw A vérifie la condition &£

si toutes les chail-
nes maximales finies entre deux idempotents quelconques

e et £ de A (e <Tf)
sont de m8me longueur.
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‘ A integre I
y
| A est réduit I

I A est commutatif | A est tel que

NG ! 2x)

7 =x [11]
T v ;/

I tout idempotent de A est central l
L
v
S'il existe une chaine maximale finie, de longueur n , entre deux
idempotents quelconques e et f de A4 (e <f) , toutes les
chaines maximales entre e et f sont finies, et de longueur n .

L'ensemble des idempotents de A compris entre e et f est un
treillis de Boole ayant 20! é&léments.

()
|"& vé&rifie 1a condition £ |

] ﬂ(
;555;5;9/ N \5\
! L est régulier | - \\b N
n

N 1 A est un d-anneau véri- \
\QQ fiant la condition f

N

by

A est artinien a gauche
et semi-simple

L'ensemble des iddaux d'un cbté de A
vérifie les deux conditions de chafines

;I\
]
‘ A est fini !

IIT. ippendice

Théoreme 4! i ! m i t
de 1'anneau des endomorphismes d'un P-groupe abélien.

Dans la suite, M désigne un H-groupe abélien, et A 1'anneau des endomorphis-

mes de M , Soient f un idempotent de A, ¥ 1le groupe quotient M/f(M) , et
i + L'objet de ce paragraphe est de construire
un isomorphisme d'ensembles ordonnés entre 1l'ensemble des idempotents de

tenant f (plus grands que

£ 1'anneau des endomorphismes de

A, con~-
f ), et 1'ensemble des idempotents de l'anneau A

l. Préliminaire.
Rappelons d'abord quelques résultats, faciles & démontrer.

LEMME 4. - Soient f et h deux éléments de
1° La relation f = gh (g e 4)
20 5i h

A .

r 8
entraine Nh & Nf ( ),
est un idempotent, la relation N, &< N

Ty . entraine f = fh

(8) Pour tout élément f de 4 , on note par N, la noyau de f , et par £(19)
l'image de M par T .
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COROLLAIRE. - f et h étant deux éléments de 4, on a :
. _ 9
e £e£h => N, =N (),

20 8i f et h sont des idempotents, f £h

E=> N, =N .

LEMME 5, - Soient f et h deux éléments de A, on a :

10 La relation f =hg (g€ A) entraine f(M) < n(i) ’

20 Si h est un idempotent, la relation f£(ii) < n(iM)

entraine f = Mf .

COROLLAIRE. — Dans A , on a les relations :
10 fREY =» fM) = £1(11) ,
20 31 £ et f' sont des idempotents, f R f'

<> f(M) = £'(n) .

Les lemmes 4 et 5 permettent d'énoncer les résultats suivants.

PROPOSITION 1. - f et h étant deux idempotents de

entre les deux relations suivantes :

o

A, il y a équivalence

1° £<h,

[¢] / o 1 <
2o (M) = n(H) et W SN, .

PROPOSITION 2. - Soit f wun idempotent de

A . On a la décomposition directe
(2) M= f(M) @ W

f .
Notons que, pour tout élément y de

f(M) , ona y=f(y) , et que, pour tout
élément x de M

, x - f(x) appartient & N

f ot Un élément quelconque m de M
stécrit relativement & (2) sous la forme

m = f(m) + [m - f(m)] .

2. Théortme 4'homomorphisme.
LEMIE 6. - 85i f et g
(3)

avec

(a) (g -f))enN_ =n_,
() 1w, ne) = (g - £)0) .

sont des idempotents de A tels que g =2 f
M=rfl)e(g-f)Mo N

Démonstration. - f et g - T

est g, ona g() =) + (g -
gf =fg=17o~

étant deux idempotents orthogonaux dont la somme
£) () , d'ol la relation (3). La relation

entraine la relation (b). La relation (a) découle du fait que, pour
tout élément n de N, , ona (g = £)(n) = gln) .

(9) L'anneau A é&tant unitaire, les idéaux & gauche (resp. 2 droite) principaux

ie 1l'arnesu A sont les iddaux & gauche (resp. & droite) principaux du demi-groupe
multiplicatif A .
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On a de plus la relation :

() W, o= (M) + Ly

IEMME 7. - Soient f et & deux idempotents de A tels que f < g , et soit

g : Il -» i, définie par g(x) = g(x) , est un
endomorphisme idempotent du H-groupe I

M =M/f(1) . La correspondance

(Pour tout élément y de M , on pose
v =9(y) , ¢ étant 1'homomorphisme canonique de M

sur E ).

IEMME 8, — f étant un idempotent de A , pour tout idempotentA z de 1'anneau

LI des endomorphismes de

B =1/f() , il existe un idempotent g de A , tel que
gx) =g(x), TxeH.

Démonstration. - ¢ é&tant l'homomorphisme canonique de M

sur M , si on pose

-1 —lr=/=
L=¢ (Né) , H=9¢ [g)],
la relation

(4) g(ﬁ)am-é:ﬁ

donne :

(5) LAaH=7fM) et M=L+H.
Soient

(6) m=1L N,

et

(7) vV=Enn,.

On démontre successivement les relations :

(8) L=r(M)o@N,

(9) n=HON,

(10) E=fM) @V,
(11) N.=VoON,

(12) u=r(M) @ven.

Soit maintenant g 1la projection de M sur H = f(M) + V annulant N . Les

relations Ng =N SN, et g(M) = H 2 £(i) montrent que f < g .

Pour tout élément x de I , qui s'éerit x = fx)+v+n, veV, neN
ona g(x)=7f(x)+v, donc g(x) =V . D'autre part, la relation X=v+n1n,
o nefeT =t~ (done 2(1n) =0) et ved=g(fH) (donc v=g(v) ), entrai-

- _ g
ne z(x) =v = g(x) .

9

Remarquons enfin que V = (g - £)() , et la relation (12) stécrit sous la forme
(cf. (1), lemme 1) :

(12') ¥ =) ® (g - £)(11) & Ly
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THEORENE 8. — Soit f wun idempotent de A . Il existe un isomorphisme (d'ensem-

bles ordonnés) entre 1'ensemble Ff des idempotents de A , contenant f , et

1'ensemble F des idempotents de 1'anneau

L des endomorphismes de i = M/f(H) .
étant cet isomorphisme, on a les relations suivantes :

De plus, o

(a) g £ g <=> wlg) £ wlg)
g_@_ (g (S Ff 9 g' (S Ff) hd
(b) g Reg' <=> uw(g) R «g")

Démonstration. — Soit, avec les mémes notations que dans les lemmes 7 et 8, la

correspondance de F. dans F , définie par w(g) =g ,

E(E) =g(x), Vxel.,.

est bien une application surjective d'aprés les lemmes 7 et 8 .

Vge Ff s avec

29 ®w est injective. Soient en effet g et g!

deux éléments de PF_. tels que
g=g! , Pour tout x de

f
M, ona g(x)=g'(x) . D'apres le lemme 6, M s'écrit

H=rfH)@VeN =f(I) ©V' ®@N, , avec VN =V'@N =N_ .
g g g g f
Un élément x de M s'éerit donc :
x=Ff(x)+v+n=Ffx)+v'+n, veV, nelN

, vie V!

, n' € Ng' H

et 1'on a
F=T+n=Fan; ) =7, 3G =7
Donc g(x) = g'(x) <=> v =7'.Or la relation v = ¥' est équivalente 2 la
flv-v') « Or v - v!'
appartient a Nf , donc flv = v!) =0 , €t finalement la relation 2(%) = z'(x)
est équivalente & la relation v

tion g(x) = g'(x) . On a donc

relation v - v' € £(4) , done & la relation v - v!

i

=v'! , qui est & son tour équivalente & la rela-

g=g"'<=> g=2¢g".
C. Q. F. D.

3° @ est un isomorphisme. Ceci se démontre facilement vu le résultat du n° 1,

prop. l.

4° Les relation (a) et (b) de 1'énonce sont vraies d'aprds les corollaires des
lemmes 4 et 5 du n® 1.
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