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Séminaire DUBREIL-PISOT 14-01
(Algébre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n® 14 24 mars 1969

SUR DEUX éQUATIONS FONCTIONNELLES

par Yves MATRAS

0. Introduction.

Ce travail est composé de cing parties.

Dans la premiére, on donne la solution générale de 1'équation fonctionnelle
(1) £f(x + y£(x)) = £(x) £(y) .
La méthode d'obtention de cette solution est celle proposée par P. JAVOR,

Une autre méthode, dont nous ne parlerons pas, a été mise au point, en méme temps,
et indépendamment, par S. WOLODZKO [6].

Les quatre parties suivantes sont consacrées & 1'équation fonctionnelle
q

(2) flx.t(y) ] = £(x).£(y) ,
o f est une application du groupoide (T , ) dans lui-méme.

On caractérisera les solutions de 1l'équation, lorsque

12 T est un groupe avec zéro,

2° T' est un groupe,

3° T est un groupe gauche (l),
r

40 est un demi~treillis.

Dans [ 4], DAROCZY caractérise les solutions différentiables, les solutions conti-
nues et les solutions borndes, lorsque I est le groupoide multiplicatif des réels.

I1 prouve en outre l'existence d'une solution non mesurable.

Dans [2], T est un espace de fonctions & la structure compliqude et, dans son

étude, Garrett BIRKHOFF impose & la fonction f wun certain nombre de conditions

supplémentaires.

Notations. = Les notations particuliéres & chaque paragraphe seront définies dans

le paragraphe lui-méme. Les notations suivantes seront utilisées systématiquement

(1) Nous appellerons groupe gauche, la structure alzébrique que CLIFFORD et
PRISTON 4tudient dans [ 3] sous le nom de left group.
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X désignant un ensemble quelconque, A(X) représentera 1'ensemble des applica-
tions de X dans lui-m8me, et la composition des applications sera notée © .

L'ensemble des solutions de 1'équation (2) sur I' sera noté S(T) .

1. Solution algébrique générale de 1'équation (1).

Nous considérons donc l'équation fonctionnelle
q

(1) flx + y£(x)) = £(x) £(y)

9

ou T est une application d'un espace vectoriel E dans son corps (commutatif) de

scalaires F .
La loi de groupe de E sera notée additivement.

Les lois de corps de F seront notées additivement et multiplicativement.

LEMME. - Supposons que f soit solution de (1). Alors

£(0) # 1 entratne £f(x) =0 pour tout x de E .

En effet, f(x + 0f(x)) = f(x) £(0) = £(x) .

THEOREME. — f est solution de (1), non identiquement nulle, si, et seulement si,
il existe :

- Un sous=groupe N de E ,

- Un sous—groupe multiplicatif M de ¥ . {0},

~ Une fonction w gg_ M dans B

vérifiant les conditions 3

(a) MM =N,

(b) Pour tout m, de M et tout m, de M, wln my)) =vwlm) - wlnjm eN,

(¢) win) el => m=1.

Alors ¢
f(x) =m , si xel+wm) ,
f(x) =¢ , sinon .

Nous allons dfabord montrer que les conditions sont suffisantes, et en premier

lieu vérifier que les ensembles de la forme N + w(m) sont deux & deux disjoints

ou confondus.

Soit,-en effet, n, + w(ml) =n, + W(mz) , et soit =n + w(ml) e N + w(ml) . Alors

n + W(ml) =1, + (n - nl) + w(ml) =n=n +n,+ W(mz) .
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La fonction f est donc parfaitement définie.
Montrons qu'elle vérifie 1'équation. Trois cas sont & distinguer :
1° f(x) =0 . Alors

fx + yO)

il

f(x) =0 et f(x) f(y) =0 .

2> f(x) #0 et f£(y) =0 . Dans ce cas, f£(x) f(y) = 0 . Supposons que
f(x + y£(x)) # 0 . Alors

x + yf(x) = n + win) et flx+ye(x) =m .
D'autre part, x=mn + W(ml) et f£(x) = m, « Soit m, = mzl m ,

w(m) n' + W\ml) + W(mz)ml .

Donc
n + w(m) =1 + w(ml) + ym, =n + n' + W(ml) + w(mz)ml ’
et
= ! .

ym, =n+n n, + w(mg)ml .
Mais par (a), n + n? + n, = n'm!' =n'n" m, dfol ¥ =n"n" + W(mz) . Or
n"m" e N par (a), donc f(y) =m, , ce qui n'est pas, et

f(x + yf(x)) =0 = f(x) f(y) .

30 £(x) #0 et f(y) #0 . Alors

X = nl + w(ml) et f(x) = m1 ’
¥y =1, + W(mz) et fly) = my .
D'otl x + yf(x) = n, o+ W(ml) +n,m o+ W(mz)ml . Hais
n2 ml e N et W(ml m2) € N + w(ml) + W(mz)ml .

Donc

f(x + yf(x)) =m m, = f(x) f(y) .

Montrons maintenant que les conditions sont nécessaires. Soit donc f wune solu-

tion de (1), non identiquement nulle. Considérons la loi de composition interne

définie sur B par x *y =x + yf(x) . On a
(x #y) # 2z =x+ y£(x) + zf(x + yf(x)) ,

x % (y #2) =x+ yf(x) + zf(y) f(x) .
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On voit donc que % est une loi associative. Adoptons alors les notations suivan-
tes ¢

N =1t H1) s = £710) ; a

=B NS £f(g) =M .

Si x et y sont dams G, f(x) #0 et £f(y) £0, et donc f(x »xy) #0 .
D'autre part, 0 € C etsi xe G, xx0=x+ 0f(x) =x . Enfin, si x € G,
soit y = (- X)(f(x))“l (£(x) #0) . On a

x %y =x - x(£(x))" £(x) =0

Mais f(O) =1 = f(x % y) f(x) f(y) « Donc ye€e G, et G est un groupe pour la
1oi % (on le notera (G , =) ).

Si x et y sont dans N , il est immédiat que X %y =x+y o De plus 0 € N,

Bnfin, si xe N, (= X)(f(x))_l = =X . Donc N est un sous-groupe additif de

E. N est aussi, par définition, un sous—groupe distingué de (G ’ *) , et M
est un sous-groupe multiplicatif de F ~ {0} .
Nous avons alors immédiatement,
pour tout g de G, Nwg=gxN .,

Mais Nw g=N+g . Donc N+ g =g+ Nf(g) .« Par conséquent, N = MNM .

Considérons alors une application w de M dans G telle que f o w soit 1'i-
dentité de M . Les ensembles U + w(m) ne sont autres que les classes modulo N

dans G et, si x €N + w(m) , on a bien

f(x) = f(w(m)) =m .
Soient alors m, et m, dans M ; posons :
gl = W(ml) 3 g2 = w(mz) H gB = W(Iﬂl m2) .

o — . - - — T o 1 A
Alors f(gl) =m 3 f(gz) m, 3 f(gB) m, M, Dlou

Il

— ( — o} = °

Par conséquent,

!
pe=1
-

. -1
gy ¥ (- (g, +m, gz))(l(gl +m, g2)) €1

clest-&-dire g5 - g, - o €N et W(ml mz) - W<ml) -m W(mz) exN .

182
Enfin, si w(m) € ¥, alors m = f(w(m)) =1 .

1
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2. Solution générale de 1'équation (2) lorsque I est un groupe avec zéro.

2.1, Caractérisation des solutions. - Soit (5_, .) un groupe avec zéro, (¢ ’ .)

étant le groupe

5='Guf0} .

-

Si a et b sont des 41éments de G , nous noterons ab au lieu de a.b . L'élé-

ment neutre de (G ’ .) sera noté e , et l'inverse d'un élément a de (G , )

sera noté ot . La fonction prenant partout la valeur e sera désignée par B .

LEMME 2.1.

(1) B appartient a s(@) 3
(ii) si £ €38(G) et £(0) #0 , alors f =&

(i) est évident. Montrons (ii) : pour tout élément y de G , nous avons

£(0) = flof(y)] = £(0) £(y) ,

et donc f(y) =€

DEFINITION 2.1le = G étant un groupe, nous appellerons G-systéme un couple

(P, I), o F est un sous-groupe de G , et I un ensemble d'éléments de G
tels que T

ieIl, jel et i#3j => iPF # jF v .77

°

Un G-systéme sera dit plein, si U iF =G
iel
Un Ge-systéme sera dit vide, si I = @ .

THEOREME 2.1. - f € S(®) « {E} si, et seulement si, il existe un G-systime
(F, I) vérifiant :

f(x) =0, si x¢ U iF
i€l
f(x) =it x, si xeif ot i el .

Montrons d!abord que la condition est suffisante. Si I = @ ’ f(x) = 0 pour

tout x de G . Done f =Q , o Q représente la fonction prenant sur tout G
la valeur O .

Q est évidemment un €lément de S(G) « {E} . Soit donc I # @ . lous avons

0f¢ U iF , et donc f£(0) = O . Par conséquent, f # B .
iel
D'autre part, il est évident que
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(3) (G~ U iMFSG ~ U iF .
iel iel
Prenons alors x et y dans G :

Si y £ U iF , alors f(y) = 0 . Donc
iel
f(x£(y)) = £(0) = 0 et f(x) £f(y) =0

Si y € iF pour un certain i de I et x £ U iF , alors
ieT

f(x) f(y) =0, car f(x) =0

’

£(xf(y)) =0 , car f(y) € F et xf(y) £ U iF
eI

?
dtapres (3).

Enfin, si x € jF et yeiF (i, j élémentsde I ), on a

Tl = G x) £) = £(x) £
donc
FTHUxt(y) e P et xf(y) € 57 .
Par conséquent,
£(xf(y)) = 3 Hxf(y)) = £(x) 2(y) .

Nous ellons maintenant montrer que la condition est nécessaire. Soit fESSUD \{E}.

Considérons la loi w définie sur G par

xxy = xf(y) .

Nous noterons (G , ¥) le groupoide ainsi obtenu. Si x , ¥y et z sont des

éléments quelconques de G , nous aurons
x x (y #2z) = xt(y£(z)) ,
(x vy) »z=xft(y) £(z) .

Par conséquent, (5-, %) est un demi-groupe dont nous allons préciser la structu-
re. Puisque f #E , on a f(0) = 0 , donc

yﬁo:yf((}):o s

mais O »y = Of(y) = 0 , donc 1'élément O est un zéro dams (G, ») . I1 est

d'autre part immédiat que l'ensemble 2 = fz € G 3 f£(z) = 0} est un idéal de

(G, %) contenant O .
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Soit D=G~N 2Z2=1{xeG; f(x)+#0}.
Si D=@F, f=0Q, et n'importe quel C-systdme vide fera 1'affaire.

Si D#0, D est un sous-demi-groupe de

(G, #) . Pour x et y , éléments
de D, on a alors

£(x) = £(xt (7)™ £(y)) = £(x£(x)™Y) 2(y)
clest=3~dire

(4) £(xf(y)™h) = £(x) £(x)"t .

Caractérisons maintenant les idempotents de (D , %) . Puisque la restriction de

f &4 D est un homomorphisme de (p , %) dans (G , o) , un idempotent i de

(D, %) sera défini par la relation
(5) f(i) = e .

Soit I 1'ensemble de ces idempotents ; nous pouvons dire que I # ﬁ et que, de

plus,

(6) iel <=> (3xeDd (i==x(x)"") ;
c'est une conséquence immédiate de (4) et (5).

Pour chaque élément i de I , considérons 1'ensemble

B, = fxeDd; x(x)"!=1i} .

Hi n'est pas vide, car i € Hi . 31 x et y sont dans Hi , On a

(x vy) £lx 2 y)"F = x(y) o)™ 207 = xe(0) 7 = 1

.

Done Hi est un sous—demi-~-groupe de (D, %) « De plus, si x € Hi ’
ixx=if(x) =41 .

. . -1
Donc i est neutre 3 gauche dans (Hi , *) « Enfin si x € Hy soit y = if(x)” ",

£y = [2(1) £ = ()

dtapres (4) et (5). Donc yf(y)-l =i et y €H, ; mais dvidemment ¥ w x = i .

Par conséquent, H; est un sous-groupe de (D, %) . Comme D= U H, etque
iel
14§ => H. n Hj =@ , les H, sont maximaux. Par conséquent, si x € D, il

-1 .
existe un, et un seul, i de I +tel que x € Hi , et donc tel que xf (x) =1.

Donc f(x) = 1~ % , et f(Hi) =it H, est un sous-groupe de (G, o)
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Montrons maintenant que f(Hi) reste le mdme lorsque i parcourt I . Pour cela,

supposons que I contient au moins deux éléments distincts i et J , et soient

X € Hi et y € Hj . Nous avons vu plus haut que
-1 .
(xwy) fzxy) =1 .

Donc x %y € Hi et Hi ¥ Hj c Hi » ce qul peut s'écrire

H, f(Hj) cH
ou bien

=1 , (=1
i 9 f(Hj) ci T H

ou encore

in

£(H,) f(Hj) £(8,) ,

mais, de méme,

f(Hj) f(Hi) c f(Hj) .

Comme f(Hi) et f(H.) sont des sous-groupes de (¢ ’ .) , ces deux inclusions
impliquent f(Hi) = f(Hj) .

Tous les Hi ont donc méme image par f , et nous dénoterons cette image par F .

Nous avons alors Hi = 1iF , pour tout i de

I , et nous sommes en présence d'un
(P, I) vérifiant la condition du théortme qui est ainsi démontré.

G—-systéme

2.2. Demi-groupes cycliques de solutions.

LEME 2.2. - Soient f et g deux léments de S(G) . 8i

f og=gof, alors
£oges(@ .

La démonstration est triviale.
COROLLAIRE. — Un sous—ensemble de S(G) , dont les éléments sont deux 3 deux per-
mutables, engendre un sous—demi-groupe abélien de A(G) , contenu dans s(G) . En
particulier, le sous—demi-groupe cyclique (f) de A(G) , engendré par un élément
tf de 8(G) , est contenu dans S(G) .

Remarque. —= Q commute avec tout élément de M@,swa. B

un é1ément £ de A(G) si, et seulement si, f(e) = e .

commute avec

Lt'application identique de G dans lui-m@me (que nous noterons v ) commute avec
tout élément de A(G) .



14-00

Notations. — Soit un élément f de S(G) différent de Q , B et vy . Soit n

un entier strictement positif, et soit e {f) . Nous désignerons par :

(F, » &
Z, 1'ensemble (xeG; £(x) =0},

D 1'ensemble G ~Z_ .
n n

In) le Ge-systime associé 2 ' dans le théordme 2.2,

Enfin 1'é1ément courant de I, sera noté i, et, aucasou F <D , 1'élément

de In contenu dans Fn sera noté jn . Nous n'écrirons pas 1l'index 1.

LEMME 2.3. = Q€ {(f) => (£)=1{f, q} .
Supposons que 2 =0 avec n > 2 . Evidemment, =0 pour tout m >n .
si 2 =0, (£)y={f,0}.

si £2 40, soit k le plus petit entier positif tel que £5 = O i
k= K1,
{0} = £5(C) = £(£(®)) .

Donec F__, = fkﬂl(a) \ {0} est contenu dans Z . Réciproquement, si F €7 et

gt ZQ , i1l est clair que & =0 . Hais

2
c — e c = =
Fn_l_Z—_ e € 2 > F Z > T Q
contrairement 3 1'hypothése. Donc
2 n
940 = f #£Q, pour tout n =2 .

Dans le théordme suivant, nous supposerons (f) # {f , Q} .

TIROREME 2. 3.

(i) Z, =2 , pour fout n 31 ;
(ii) Fn = F , pour tout n > 1 ;

(iii) 81 i et i sont congrus & gauche modulo F , on a

n+1

. . <X
i = 1]

wo

(iv) Si J est d'ordre fini n , (f) est un groupe cyclique d'ordre n , et

réciproquement.

Prouvons (i)

n n+1 .
X € Zn ==> T (X) =0 => T (X) = O ==> X € Zn+1 9

1
donc Zn c Zn+1 « Dt'autre part,
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xez o= @) 20 = (@) =0 = ) ez

= fn(X) (S Zn => fn(x) =

(@]

= X € 2
> n

P —_ M . 4 . N .
donc Zn+1 c Zn et Zn+l Zn « Ceci équivaut & D =D

Prouvons (ii) par récurrence sur n :

°

it
Il

F, = fz(D)

£(£(D))

™o _ _ _ en+ly
Supposons F=TF,=...=F , F . =f7 (D)

f(F) =F .

Il

£2(D)) = £7(P)

: 81 x € 12 F=1iF , on a

Il
|

Prouvons (iii) par récurrence sur n

£2(x) = it x = £(2(x) = (it x) = 57T g

donc i2 =13 . Supposons alors que 1i_ = ijn—l , et soit x € in+1 F =iF

n+1 .~-1 ~1 ~1 .-1
f (x) =1 ., %= f(fn(x)) = f(ln x) = J )

donc 1 =1 Jj= i‘n
ntl = p 45

. . .n .m

Pour montrer (iv), remarquons que, si l1<mgn-1,ona j =e et j #e.
. . : n

Donec 1 =1 opour tout 1 €1 +1 =

el , donc £

f.

Ko

Réciproquement, fk =f ==> i, =1 pour tout i de I . Donc J L e , et

K =

n divise k - 1 . Donc n + 1 est le plus petit entier tel que f = fn+l

et, par
(f) est un groupe d'ordre n , engendré par f , et ayant % comme
élément neutre.

congéquent,

La réciproque est évidente.

3. Solution générale de 1'équation (2) dans le cas d'un groupe.

THREOREME 3.1. - Soit G wn groupe. Alors f € S(G) si, et soulement si, il

existe un G-systime plein (F , I) vérifiant :

f(x) = i-l X , pour i €1 et x €1iF

Considérons d'abord un &1ément f de S(G) . Adjoignons & G un zéro pour en

faire un groupe avec zéro G , et étendoms f & G par

£(0)

i
(@]

f(x) i

il

=
—

>
g
.

pour tout x de G .

I1 est évident que f € S(C) . Donc il existe un G-systime (P, I) vérifiant :

.
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(x)

it
(@)
-

pour x € U iF
iel

’

?(x) = i—l X pour 1 €1 et x € iF

Comme f(x) =0 => x=0

, (P, I) est plein. Par conséquent, F(x) =i © x

pour i €I , et x € iF se réduit a f(x) = i~ Xx pour i €l et x €1iF .

Réciproquement, soit f € A(G) , et soit un G-systdme plein (F , I) vérifiant
On considdre de nouveau G et f qui vérifient les con-

ditions du théortme 2.1. Donc f € S(E) , et donc f e s(a) .

la condition du théorénme.

Remarquons que le G—systéme correspcondant & 1l'application identique de G sur

lui-méme est (G, {e}) . Celui correspondant & 1'application E est ({e} , G) .

Nous allons maintenant montrer une proposition qui sera utilisée au paragraphe
suivant.

PROPOSITION 3.1. = Soient & wun groupe, et {au}ueU une famille d'éléments de

A(G) . Cette famille vérifie la relation

au(gav(h)) = au(g) av(h) ¢ pour tout u , ve€U et tout g, h €G ,

si, et seulement si, chaque o est dans S(G) , et au(G) = av(G) pour tout
u, velU.

Montrons d'abord que la condition est suffisante. A chaque oy e correspond un

G-systéme plein que nous noterons (F s Iu) « Scient u et v dans U , g et
dans G ¢

h

les av(h) étent dans F, g et gav(h) sont congrus a gauche modulo
F . Donc, pour un certain élément i de I

u ’

o (g) = il g et a, (g (b)) = it go () =« (&) o () .

Réciproquement, supposons la condition satisfaite. Evidemment chague « est

dans S(@) , et correspond & un G-systéme plein (Fu : Iu) « Soient alors u , Vv

dans U , et g , h dans G . Il existe, dans I

a? deux éléments i et J con-
grus respectivement a

g et guv(h) ;, a gauche modulo Fu . Donec

-1 -1
%ﬁg)=l g et %ngﬂﬁ)—a g@@ﬂ R

. . —~1 =k Coos

mais au(gav(h)) = au(g) av(h) , donc J gav(h) =i guv(h) , et i =3 . Par
conséquent, g et gav(h) sont congrus & gauche modulo Fu pour tout g et h
de G . Donc av(h) et e sont congrus 2 gauche modulo Fu pour tout h de G

et, par suite, Fv < Fu . Ceci étant vrai pour tout u et v de U , le résultat
est établi.
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4. Solution générale de 1l'équation (2) dans le cas d'un groupe gauche.

L'étude des groupes gauches se trouve dans [3]. Nous allons cependant rappeler la

définition, quelques propriétés, et préciser quelques notations.

DEFINITION 4.1. — Un demi-groupe L est appelé groupe-gauche, s'il est simple &

gauche, et vérifie la rdgle de simplification & droite.

Un tel demi-groupe a, entre autres, les propriétés suivantes 3

(a) L'ensemble E de ses idempotents n'est pas vide, et est un zéro-demi~-groupe
N 2
a gauche ( ) 3

() Pour un éiément dormé x de L , il existe un unique idempotent, noté X ,
vérifiant Xx = x 3

(¢) Chaque é1ément de B est é1ément neutre & droite dans L 3

(4) Si e est un élément de E , l'ensemble el est un groupe d'élément neutre

e , et 1'application o 3 (e ’ g) € Exel, —> eg € L , est un isomorphisme de ExeL
-] —
sur L avec o (x) = (x , ex) .

LEMME 4.1. = vy € S(L) si, et seulement si, m-l oy o E S(BxeL) .

Clest immédiat.
Nous allons maintenant considérer un groupe G , un zéro-demi-groupe a gauche E,
et le produit direct L = BxG . Soit f e A(BxG) .
Pour tout 4lément e de E , on définit un élément o, de A(G) par
(e y o (&) = (e, g) .
Pour chaque 4lément g de G , on définit un 41lément Bg de A(E) par

(Bg(e) y @ (g)) =1f(e, g) .

Réciproquement, si nous prenons une famille {ae}eeE d'é1éments de A(G) et une
famille {Bg}geG d'éléments de A(E) , nous pouvons définir un élément £ de
A(EXG) par

(e, &) = (B,(e) , o (g)) -
La famille {cze}eeW sera appelée composante « de f , et la famille {Bg}

geG
sera la -composante B de f .

(2) C'est~a=-dire que, pour tout couple (el ’ e2) d'éléments de E , on a

e. = e .

€1 % 1

1
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Supposons maintenant que f € S(ExG) . Pour tout e, , e, €B et tout g, ,8,€0C,
on peut écrire :

£((e, , &) £ley 5 g,)) = t(e, g,) fley , 85)
£((e, gl)(BgZ(eZ) , aez(ge))) = (Bgl(el) , ael(gl))(ggz(eg) , aez(gz)) ’

f(e, Bg2(e2) , 8 a62(g2)) = (Bgl(el> Bgz(ee) , ael(gl) aez(gz)) ,

£le, , &, aez(gg)) = (Bgl(el) , ael(gl) aeg(g2)) ,

(Bglaez(gZ)(el) ’ ael(gl Gez(gz))) = (Bgl(el) , ael(gl) aez(gz)) .

Par conséquent, nous avons :

(a) ae1(g1 aee(gZ)) = ael(gl) aeg(gz) , pour tout e, , e, dans E , et tout

gl ? g2 dans G ;

(b) Bg1ae (gg) = Bgl s pour tout 92 dans E , et tout gl ’ g2 dans G .

Réciproquement, si les composantes o et B de f vérifient les conditions (a)

et (b) ci-dessus, il est évident que f € S(BExG) .

PROPOSITION 4.1. - Soit {ae}eeE vérifiant la condition (a) ci-dessus. D'apris

la proposition 3.1, on a, pour tout e € B , ae(G) =7, F étant un certain

sous-groupe de G . Alors {B vérifie la condition (b) ci-dessus si, et seu-
—_— g’ gei

lement si, g et h congrus & gauche modulo F dimplique Bg = Bh .

Supposons d'abord que g € hF ==> Bg = Bh . 83 e ek, alors ae(h) € F et
ae(h)F = F . Donc

e P = =
g €glh ==> gE€ gae(h)¢ > Bg Bg&e(h)

Réciproquement, supposons que la condition (b) soit satisfeite ¢ Si g € hF et

-1
e €B, il existe g' dans G tel que «_(g') =h " g . Donc g = ha (g') , et

par conséquent,
= = B .
B Bhae(g’) g
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 4.2, - f € S(ExG) si, et seulement si, il existe :
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1° Une famille {(7, Ie)}eeE de G-systémes pleins ;

9

20 Une famille {BX}Xeﬁ dté1éments de A(B) (indexée par 1l'ensemble A des
. 1Y
classes & gauche modulo F ) vérifiant

fle, &) = (g,(e) , 220 e)

oh M est 1'élément de A contenant g , et Xe est l'unique élément de I
contenu dans A\ .

Combinant le lemme 4.1 et la proposition 4.2, nous obtenons finalement le théore-
me suivant.

THﬁORﬁME 4.1. = Soient L un groupe gauche, et E 1'ensemble des idempotents de

L . Alors vy € 3(L) si, et seulement si, il existe :

1° Une famille {(7 , Ie)}eeE de G-systémes pleins, avec G = el , ¢

certain élément de E ;

étant un

20 Une famille {Bh}Xep d'é1léments de A(B) (indexée par l'ensemble A des
classes & gauche modulo F dans G ) vérifiant

v(x) = g (@ =,

X est l'unique élément de E tel que Xx = X

’

A est 1'élément de A contenant ex ,

Xi est 1'unique élément de IE contenu dans A .

Remarque. -~ Dans le groupe gauche L , les eL (e € B)

sont des groupes dis-
joints, et leur union est L . De plus, chaque eL

est un idéal A droite de L .
Si nous regardons 1'égalité précédente wv(x) = Bk(i) X%l X , nous voyons que
8, () A" eppartient & 5 (I)L .

Ceci suggdre la proposition suivante.

PROPOSITION 4.3. — Soit U wun demi-groupe, union disjointe d'idéaux & droite.

Dans chacun de ces idéaux, nous choisissons un €lément, et nous notons
ble de ces é1léments.

I 1'ensem-—

Soit B € A(I) ; définissons un élément f de A(TU)

par f(x) = 8(X)x , ou X
est 1'41ément de I contenu dans 1'idéal contenant x . Alors f e S(L) .

En effet, soit x , y deux 4léments de L . llous avons immédiatement X = xf(y) 3
done

£(xt(y)) = 8(%) xt(y) = #(x) £(y)
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5. Solution générale de 1'équation (2) dans le cas d'un demi-treillis.
P o W W W NP A0 i A R S Y A A as A g o o B i

Soit T un inf-demi-treillis, dont nous noterons la loi par A . Soit F un
sous—demi-treillis de T .

Considérons une famille {Ea}aEF de sous—ensembles non vides de T . Posons

E= U Ea . Pour tout x de T , nous noterons par IX 1'ensemble des é1léments
a&l

i de E , vérifiant x Aa=1 pour i €B

.

[4
DEFINITION 5.1. = Une telle famille sera appelée anc8tre de F , si elle vérifies

i i e Ea => 1< a3

2 a,belf et afb => B niE = @ s

3¢ Pour tout x de T , 1l'ensemble IX possede un élément maximum, noté i_ .

X

DEFINITION 5.2. — Nous appellerons associde de 1'anc8tre (B}, » la fonction

f de T dans F définie de la fagon suivante @

°

Dlaprés 2° et 3°, pour tout x de T , il existe un unique élément de F , noté

Pl

, vérifiant x A X = i, - On définit alors f par f(x) =7%.

Remarquons que f est surjective. Ln effet, soient a €F et x € Ea .

xXga => XAa=XxX .
Donc x € IX . D'autre part, si J € IX avec J € Eb sousi xAab=j, j<£x
et x = ix « Done
X = a et f(Ea) =a .
THROREME 5.1. ~ £ € S(T) si, ot seulement si, il existe un sous~demi-treillis

F de T et un anc8tre {Ea}aEF de F , ayant f comme associée, et vérifiant la

condition

(¢) (1 xem) (¥ ae?) € € B_ et i_Ae ek )

AL xAL x T TxAa

o

Soient, en effet, x et y dans T . Nous avons, par (¢) et 1a remarque Ci=-

dessus,

f(iXAﬁ) = f(iX AT) =T AT =f(x) Afly)

2
mais f(ixN?) = f(x A ?) = f(x A f(y)) , donc f € s(m) .

Pour démontrer la réciproque, considérons un &lément f de S(T) , et 1a loi =
définie sur T par

Xﬁy:XAf(y) .



(P, 1) étant un demi-groupe, on montre, comme dans le théordme 2.1, gque

fes(r) == [(7, %) est un demi-groupe]
Par suite, f(T) = F est un sous-demi-treillis de T .

Dans (T , %) , chague carré est un idempotent,

(x = X) w (x % x)

Il

(x A f(x)) A f(x A f(x))

X A f(x) =X WX

Donc i est un idempotent si, et seulement si, i < f£(i) . Notons R

des idempotents de (T , %) .

1'ensemble

Soit H; = fxeT; xwx=41} . Evidemment,

dans H, ,
i

ie Hi « De plus, soient x et ¥

h
~~
>
p3
el

~—
I

f(i) = f(x) A f(x) = f(x)

’

et
X %y =X A f(y) =X A f(x) =1 .

Donc Hi est, pour la loi % , un demi-groupe tel que tout produit est égal & i .
I1 est clair que les Hi sont deux & deux disjoints, et que
= U H, .
ieg *
Soit maintenant a un é1lément de F , et soit Ea 1l'ensemble des éléments de B
dont 1'image par f est a . Puisque T = U Hi , B n'est pas vide. Si i € Ea’
i€k

iwi=1Af(i) =1 Aa=1i ., Donc i < a . Bvidemment, si a et b sont deux
’ z d- 3 nl - .
é1éments distincts de F , B, N Eb i

Considérons enfin un élément x de T , et soit IX 1'ensemble défini au début
du paragraphe. Puisque x est dans un certain Hi , on a évidemment i € Ix . Soit

alors J un élément de I_ ,

xA£(3) =3 => f(x) Af(3) =1(3)
=> 7(j) < £(x) .
De plus,
xaf(3) =3 == xaf(§) af(x) =3 rc(x)=3 .

Donc i Af(j) =3, et j<i.Donc i est maximum dans I_ . La femille

{8} est donc un anc8tre de F , et il est évident que son associée est f
a’ ael

I1 reste & montrer que la condition (C) est vérifide. Soient x dans T
dans P

, et =a

4

x xx =1 et (x A a) =« (x Aa)= ira
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Aors

iXAa =x Aanaf(xaAa)

X AaA f(x) A a = iX Aa .

I

Mais nous avons

(iX A a) ¥ (ix Aa) = ix A a A f(ix) Aa = iX Aa .

P

Donc i, A a €5 . Enfin f(lX A a) = f(lx) A a 1impligue que i, ra e Ef(iX)Aa ’

et par conséquent, la condition (C) est vérifide.

Remargque. - Pour un sous-demi~treillis ¥ de T donné, il n'existe pas forcé-

ment un ancétre.

Prenons, par exemple, un inf-demi-treillis T ayant un élément minimum O et un
. 3 . 7
ensemble non vide d'atomes (). Le sous-ensemble de T , constitué du zéro et de

tous les atomes, est un sous~demi-treillis de T

Evidemment, si p e F, Ep = {p} est le seul anc8tre possible.

Supposons alors qu'il existe un x de T supérieur 2 deux atomes distincts p
et ¢ (on suppose ici que F contient au moins trois é1éments). Alors IX con-—

tient au moins p et q , et il n'existe pas d'élément de E plus grand que p

et q a la fois.
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