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ALGÈBRES DE HADAMARD

par Benali BENZAGHOU

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n° 13 17 mars 1969

Cet exposé comportera peu de démonstrations ; on trouvera les démonstrations dans

[2J, ~3~, ou dans les exposés faits au Séminaire de Théorie des nombres ([4J,
C~~~ C~~~.

1. Définitions.

Soit A un anneau commutatif unitaire ; nous munissons le A-module des séries

formelles du produit (de Hadamard) :

Nous obtenons une A-algèbre, notée H(A) , commutative, non intègre, à élément
00

unité 6 == Z Xn .
n==0 -

Nous associons à la catégorie A des anneaux commutatifs unitaires, la catégorie

de Hadamard H(A) définie par ;

- Ses objets sont les A-algèbres ~(A) ~ où A est un objet de A ;
- Un morphisme ~((p) de ~(A) dans 3~(A~ ) est définie (p étant un morphisme

de A dans A’ , par

H peut être considéré comme un fondeur de A dans H(A) , covariant, exacte
J. ~~ ~s~

représent able.

Un fondeur de Hadamard F est un fondeur de A dans une sous-catégorie de
~~

H(A) : (A) est une sous-algèbre 

Si B est une partie de A y nous notons :



Exemples de f oncteurs de Hadanard :
00 co

~.° ~~(A~ ~ ~ ~ P(n) P{X~ E A~X~~ . Notons 6 == 1 alors 0(A) = A[e] 3
n=0 n---0

si A est intègre, @(A) est intègre.
00

2° Soit Xn , 03B1 ~ A ; R1(A) est la sous-algèbre de H(A) engen-

drée p ar les h03B1 , 03B1 E A .

30 R’ (A) est la sous-algèbre de H(A) engendrée par 
CO

4° .- ~ ~ a ~n , (a ) ne prend qu ’un nombre fini de valeurs distinctes) .
n

5~ Soient ~ la catégorie des corps commutatifs, la catégorie de Hadamard

associée. .

Pour un corps commutatif K y soit

où les OE, sont les zéros de
1

les P des polynômes de K~[X] , où K~ est l’ extension de K par les tx. ~ 1 le

degré de P, i étant égal à la multiplicité de a. 1 moins 1 .

est une sous-algèbre de qui sera étudiée en détail dans la suite,

~, est un foncteur de Hadamard.

~° Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, et E l’anneau des

fonctions! définies sur N et qui soient restrictions de fractions rationnelles de

K~X~ . Considérons



est une sous-algèbre contenant R(K) .

7° A tout anneau de fonctions E de N dans K, on peut associer une sous-

algèbre en considérant les suites a 
n 
= cp(n), . cp E E (mais de manière

non nécessairement fonctorielle).

8° Sur j~ ~ nous pouvons considérer par exemple les sous-algèbres de ?(0) :

où S est un ensemble de points isolés, 0 ~ S ) (théorème de Hadamard (Ell D))*

2. Propriétés générales des foncteurs .

( 2.1. PROPOSITION.

(a) Soient k un corps commutatif, K une extension galoisienne de degré d de

k , et supposons que ~~k ~ est ent~ière 3
libre de type fini, de rang d .

(b) Soient A un anneau principal, k son corps des quotients, K une exten-

sion galoisienne de degré d de k, At la fermeture intégrale de A dans K ;

alors K) est F(A, K)-algèbre entière, libre de type fini, de rang
d .

00

Si ~t~ ? ... , ~ ~ est une base de K sur k , soit 2( == ][ a ~n E ~~K~ , et
1 d n=0 

n

posons

1 .(u.+...+~ 1 n~d .-,~,, d *
G = ~6~ ~ ... , étant le groupe de Galois de K sur k ,

De même, soit P 
n 
(Y) le polynôme caractéristique de l’endomorphisme de K dé-

fini par x a n x :



’ 

2.2. PROPOSITION. - Pour le foncteur R , nous avons R(k, K) = et la

proposition 2a 1, peut être complétée, lorsque k est de caractéristique zéro, par :

Soit G = (o* = (03C3n) , 03C3n E G , périodique) . Alors toutes les solutions
ie P(Y) == 0 dans R(K) sont de la forme :

C’est une conséquence du corollaire suivant d’un théorème de Mailler ([12]) :

" 

2.3. PROPOSITION. - Soient K un corps de caractéristique zéro, E un ensemble
00

fini d’endomorphismes de K ; soit ~ ==: Z a X e (R.(K) . Considérons
n==0 ~

" 

2.4. PROPOSITION. - Soient K une extension séparable de degré fini de k, N

l’application norme de K dans k , ~ ~(N) l’application associée de ~(K) dans

~~k~ , alors

" ~ ~ ~(K) est inversible dans ~(K) "

,~-~ ~t ~’~i est inversible dans ~(k ~ K) " 
.

" 

COROLLAIRE. - Soient K un corps de nombres algébriques, t~ son anneau d’en-

tiers, U son groupe des unités. Alors K) est un groupe multiplicatif,

c’est le groupe des unités de K) .

En effet, a X9 E F(U , K) , alors B == Z Xn E F(Q , K) et

B2 = 03B4 .



3. Anneaux de Fatou.

Nous avons défini 0? pour un corps commutatif ; soient A un anneau commutatif

unitaire intègre, K son corps des quotients. Définissons l’ensemble ~.~A~ par :

Lorsque A est intégralement clos, R(A) est une A-algèbre de Hadamard.

F 3.1. A est un anneau de Fatou, si R(A) = ~~A ! K) . -

Une fraction rationnelle P(X) Q(X) de est normalisée, si deg P  deg Q ,

Q) = 1 et == 1 . Soit alors 03A3 a 
n 
Xn E K[[X]] sa série de Taylor à

l ’origine.

" A est un anneau de Fatou" ==> "Pour toute fraction rationnelle normalisée

P(X) Q(X) de de série de Taylor à i origine 03A3 a Xn , la condition an E A ,

pour tout n, implique Q(X) E ".

Exemples : Z est un anneau de Fatou (lemme de un anneau de

Dedekind ~~14~~ ~ un anneau factoriel ~~~~~ t sont des anneaux de Fatou.

F 3.2. PROPRIETES.

(a) Soient L un corps commutatif. (A03B1)03B1~I une famille de sous-anneaux de L !

A = Si chaque A est un anneau de Fatou, alors A est un anneau de
" 

~

Fatou.

COROLLAIRE. - Tout anneau commutatif unitaire intègre possède une enveloppe de

Fatou (plus petit anneau de Fatou le contenant).

! (b) Un anneau de Fatou est complètement intégralement clos.

En effet, soit a E K , tel qu’il existe d E A , d ~ 0 , et E A pour tout

n p , alors Z r == d 1 - 03B1X est normalisée, d ou Q’ E A .
’ 

n=ü 
1 - aX



(c) Soient K un corps commutatif, v une valuation non triviale de K, A

1 ’ anne aa de la valuation. Alors

" A est un anneau de Fatou" ====> " v est de hauteur 1 "

En effet :

" A de Fatou" ====> " .A complètement intégralement clos" => " v est de hau-

teur 1 "([7], § 4, prop. 9).
" v de hauteur 1 ". Soit P(X) Q(X) == Z a Xn , normalisée, et e A , ~ n  0 .

En nous plaçant dans une extension convenable de K , " |an|  1 , ~ n  0 "

====> rayon de convergence de la série est % 1 ", d’où les zéros du polynôme

réciproque Q *~ (x) sont des entiers pour la valuation, et par suite Q(X) ~= A[,X~ .

(d) Soient K un corps commutatif, et A une intersection d’anneaux de valua-

tion de K de hauteur 1. Alors A est un anneau de Fatou.

En particulier, un anneau de Krull est un anneau de Fatou. Pour un anneau noethé-

rien, être de Fatou équivaut à être intégralement clos.

(e) Soient A un anneau de FatoUy de corps des quotients K. Soient K ’ une

Î extension algébrique de K ~ A’ la fermeture intégrale de A dans K~ . Alors

A’ est un anneau de Fatou.

4. Groupe des unités de R(K) .

" 4.1. Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, et soit

le groupe des unités de ~,(K~ . Alors :

4.2. Considérons

fonction entière de type exponentiel minimal) ,
1



Jk est une sous-algèbre contenant ~~ Ç ~ ,

est une sous-algèbre de 

PROPOSITION. - Si un élément de P(C) se factorise dans ?. , alors cette facto-

risation est dans P(C) .
De cette proposition résulte le théorème ; sa démonstration est basée sur certai-

nes propriétés des fonctions entières de type exponentiel (~4~~ . Signalons les ap-

plications suivantes :

~,~K~ est une partie multiplicativement stable de ~(K) .

Si un élément de se factorise dans ~~~. ~ ~ alors cette factorisation est dans

(b) ~:~ et ~.~Ç~ ont même groupe d’unités.

(c) Soit K de caractéristique zéro et algébriquement clos. L’é-

quation

T~ = P~B~

a des solutions dans ’R(K) si, et seulement si, P est la puissance s-ième d’un

polynôme Q de Ces solutions sont alors de la forme où I" == ~L C X9,
n

((, ) suite périodique de racines s-ième de l’unité.

(d) Soit X E (j~) $ 1’ endomorphisme ‘1 !2014-> de ~~’~C~ est une convolution:

où r est une courbe simple convenablement choisie.

Pour qu’une telle convolution soit un automorphisme de à noyaux 1 et

A-1 dans (c’est-à-dire tels que A(z) et soient des fonctions holo-

morphes dans C privé d’un nombre fini de points autres que l’origine) y il faut et

il suffit que S soit de la forme



5. Quotient dans 

Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro. Il s’agit d’étudier dans

~,~K~ l’équation ~. T ~ ~ .

Pour 1 == Z b n posons (ri , b n = ()) ; nous supposerons I (~~ - ~ ~
n

cas auquel nous pouvons toujours nous ramener par un théorème de Mahler. Nous po-

sons alors a = b c .
n n n

1° THÉORÈME de Pólya-Cantor ([8]). - Si B E et e entïer algébrique
n

pour tout n p alors C = ~ c 
n 
~ E ~(K~ .

n

r v 
.. 

S 
11 .

2° THÉORÈME de Plsot ([13]) - Soient B E R(C) , b 
n 

-. Pi(n) a, . 1 Si

|03B1i|  |03B10| pour i = i , ... , s 3 et c E Z pour t out n , al o rs C ~ R(C) .

r

3° DEFINITION.

(a) Une suite de Q sera dite de Pólya, si presque toutes les valuations

de  sont triviales sur la suite.

S((a)) désignera l’ensemble fini des valuations exceptionnelles.
n

Une suite de nombres algébriques (ap) est de Pólya, si la suite (N(ap)) , où
n n

N(a) est la norme absolue de a 9 est de P6lya dans Q .
00

(b) Une série I a a OE K , sera dite une fonction de Pólya, s’il existe

un p des éléments 03B10 , ... , Of m’**! , de K tels que

pour = 0 ~ 1 ~ ... , m - 1 , 9 = pour tout t e 1~ .

" 

4° Soit K un corps commutatif, extension Soient ~ ~ ~.~K~ ~ ~ E ~.(K~ ,
== ~ et a =b c .

n n n

Si (c ) est une suite de P6lya alors C == Z c Xn est une fonction de

Pólya.

Pour D = 6 , nous retrouvons un résultat de Pólya (E 15 H).



COROLLAIRE. - Soit ( a ) une suite de Polya de Q . Alors :

La démonstration du ’ théorème 4 se fait par récurrence sur card §( (c )) ([j5 ~) ~
et s appuie sur les deux 

7 5~ LEMME (a). - Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro. Soient

A , B e (R.(K) . et a = b c . Si ((3 ) ne prend qu’un nombre fini de valeurs

distinctes, alors elle est périodique.

" 

LEMME (b). - Soit 1 = Z a X9 6: R( û) . et soit p un nombre premier. Alors il
n

existe deux entiers m~ et m , m ~ 1 ~ tels que la fonction t )2014-> 

soit affine.

" 

6° THÉORÈME. - Soient k un corps de nombres algébriques, et (a ) une suite de

Pólya de k. Alors:

C’ est l’extension à un corps de nombres d’un théorème de Pélya ( ~ ~5 ~~ .

Démonstration. - Supposons a 
n 

e k* pour tout n , et soit N 1’application

norme de k dans Q. Comme !8 = 03A3 N(an) Xn -- 11 B OE et

n==0 
~ 

c test une fonction de Pólya, donc inversible dans (R(j§) . Il en résulte que A est

inversible dans ~~ (k~ , ~ est donc une fonction de P6lya par le théorème 4. ~.

‘ 7° Signalons les applications suivantes :



11 11

sont des fonctions de 

(d) Soit ( a ~ une suite d’entiers algébriques non nuls. Alors :
n

6. Suites de S-unités.

Soient k un corps de nombres algébriques, ~ l’ensemble de ses valuations,

l’ensemble de ses valuations archimédiennes, S une partie finie de I~ con-

tenant S

Soient J le groupe des idèles de k , JS = 03A0 k*v. 03A0 Uv le groupe des S-

idèles de k ; k se plonge canoniquement dans J , soit ks l’image réciproque

de ls; kS est le groupe des S-unités de k .

Toute suite de S-unités de k est une suite de Pôlya.

" 1° Soient k un corps de nombres, ~. son anneau d’entiers, tl son

groupe d’unités. Alors : t

( a) est une ~~(~~~algèbre entière y libre de type fini, de rang d == [k:J~] .
(b) est une entière, libre de type fini 9 de rang d .

k) est le groupe des unités de ~~(~~ , et

R(U , k) ~ S’0 x Sr 1. ’
est un groupe commutatif dont tous les éléments sont d’ordre  s ( s ne

dépendant que de k ) , ~~ un groupe abélien, r le nombre de Dirichlet de k .



(a) et (b) résultent de la proposition 2.1; k) est le groupe des unités

de ~(C(.) ~ par le corollaire de la proposition 2.4.

Soient E une unité fondamentale de k , ~c~~n~ ~ une suite de Z, alors :

Pour un corps commutatif k , définissons :

est un sous-groupe additif de ~.~h~ ~ ~ ~~~ est une sous-algèbre de K(K) .

Soit e une unité fondamentale de alors le groupe multiplicatif

est isomorphe au groupe par l ~ application

Si G est un sous-groupe multiplicatif fini de k ~ d’ordre s y R(G- , k) est

isomorphe à un sous-groupe S’0 de S0(K) dont tous les éléments satisfont à

T~ = § .

les E . étant des unités fondamentales de k, y C une raaine de l’unité, par le
~ 

~ 

°n

théorème 4.1~ pour chaque j , ~ ~ ~ .~ X~ e 
n 

J n 
n

Signalons que lorsque 
K est algébriquement fermé, S0(K) est intégralement

~fermée dans 



" 

2° COROLLAIRES.

(a) Soient Q la clôture algébrique a la fermeture intégrale 

dans § , ~, son groupe d’unités. Alors j~) est le groupe des unités (le

r étant le groupe des racines de l’unité, R(r y j~) est le groupe de tor-

sion de ~,~~, , ~~ .

(b) Soit (an) une suite d’unités algébriques vérifiant une relation de récuroooo

rence linéaire à coefficients constants. Alors il existe un entier m  1 , des

unités ... , 03B1m-1 tels que y pour == 0 , 1 , ... i m - 1 ,

"’ 

a .a  , V t C N s

" 3° TIIEOREME. - Soient S une partie finie contenant le nombre

des S-unités fondamentales de kS . Alors §- == k) est un sous-groupe mul-

tiplicatif du groupe des unités § de R(k) , isomorphe à S’0 x et 9 == 
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