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Séminaire DUBREIL-PISOT
(A1gtbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n° 13

13-01

17 mars 1969

ALCEBRES DE HADAMARD

par Benali BENZAGHOU

Cet exposé comportera peu de démonstrations j; on trouvera les démonstrations dans

(1], [2], [3], ou dans les exposés faits au Séminaire de Théorie des nombres ([ 4],

(53, [6D).
1. Définitions.

Soit A un anneau commutatif unitaire ; nous munissons le A-module des séries
formelles A[[X]] du produit (de Hadamard) :

@ ? [e o]
> oa 2. b =Y a b XP
n=0 n=0 n n=0 2 n

Nous obtenons une A-algdbre, notée #%(A) , commutative, non intdgre, & élément

ee]
n=0 '
Nous associons & la catégorie A des anneaux commutatifs unitaires, la catégorie
de Hadamard R(A) définie par :

- Ses objets sont les A-algdbres #(A) , o A est un objet de A ;

-~ Un morphisme #(ow) de #(A) dans ®(A') est défini, o étant un morphisme
de A dans A' , par

w0

(oo}
%®(e0). > a, ) Gl co(an) y Gl
n=0 n=0

¥ opeut &tre considéré comme un foncteur de A dans }@(A) , covariant, exact,

représentable.

Un foncteur de Hademard & est un foncteur de A dans une sous-catégorie de
#(4) : &(A) est une sous—algdbre de #(4) .

Si B est une partie de A , nous notons :

fes]
(B, 4 ={2 a X" es(s), a €B, Vne n} .
n=0
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Exemples de foncteurs de Hadamard :

1° @(4) = {E P(n) b ’ P(X) € A[X]} . Notons @6 = E nx? , alors @(A) = Af6];
n=0 n=0

si A est integre, @(4) est intdgre.

[oo]
2° Soit h, = y & x y @€ A Rl(A) est la sous-algtbre de #(4) engen~
n=0

drée par les ha s €A,

30 R'(A) est la sous—algdbre de ®(A) engendrée par O(4) et Rl(A) .
[oo]

4o s(4) =2 a x*

’ (ah) ne prend qu'un nombre fini de valeurs distinctes}.
n=0

50 Soient ¥ 1la catégorie des corps commutatifs, H®(X) 1la catégorie de Hadamard
associée.

Pour un corps commubtatif ¥ , soit

(R(K) = {%O a, == EQ)'(;) ' P(X) € K[X] ’ Q(X) € K[X] , deg P <deg Q, Q(O) 40} .
n== ( )
: 5 P(X
Si ?Iﬂnio aan_—_..QT.:(X);ER(K) ’ Q(X)=qo+q1X+...+qhxh, alors
qO a'n+h + ql ah*h_k + oeee + qh ah =0, ¥n>0 ,
et
g n
an = .Z Pi(n) ai ’
i=1

ou les ai sont les zéros de

¥* h ~1
Q (%) = ay X+ qy b aal QY s
les P, des polyndmes de Kl[X] , Ou K' est 1l'extension de K par les a,

s le
i
degré de Pi dtant égal 3 la multiplicité de oy moins 1 .

R(K) est une sous—algtbre de #(K) qui sera étudide en détail dens la suite,

R est un foncteur de Hadamard.

6° Soient K un corps commutatif de caractéristique zéro, et E 1'anneau des
fonctions, définies sur N et qui soient restrictions de fractions rationnelles de
K(X) . Considérons

o]

g(K)={Z_Oaan, aIlEK, Hml,...,cpheE, coh;fO,et
n=

8, =0 (n) a5 o+ e ©,(n) a , ¥2n30} ,
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J(K) est une sous-algébre de #(K) , contenant ®R(K) .
7° A tout anneau de fonctions E de N dans K , on peut associer une sous-
algdbre de #(K) en considérant les suites a, = @(n) y ®EE (meis de manidére

non nécessairement fonctorielle).

8° Sur C , nous pouvons considérer par exemple les sous—algibres de %(Q) H

oo}
ml(g) ={Y a x*, 1im |a !1/n <+ )},
n n

[+

=3
%1(0) = { 2 a = ’ f(a) = 2 a zn est une fonction holomorphe dans C = S, ,
~ n n ~ f
n=0 n=0

oh S, est un ensemble de points isolés, O ¢ 8.} (théoréme de Hadamard ([117])).

2. Propriétés générales des foncteurs & .,

2.1. PROPOSITION.

(a) Soient k wun corps commutatif, K une extension galoisienne de degré 4 de
k , et supposons que 5(k , K) = 5(k) . Alors %(K) est une %(k)-algdbre entidre,
libre de type fini, de rang 4 .

(b) Soient A un anneau principal, k son corps des quotients, K une exten—
sion galoisienne de degré 4 de k , A!' 1la fermeture intégrale de A dans K ;
slors S(A' , K) est wne %(4 , K)-algdbre entidre, libre de type fini, de rang

ﬁ; .

o]

&.(wl,.u ,qﬁ est une base de K sur k , soit L= X %lflesm),et
n=0
posons

an-'-')\n,lwl'"coo"‘)\n’d (,Ud 0

G = {01 s cee Gd} étant le groupe de Galois de K sur k ,

Gl(ah) I, 1
Po=m| g
?d(an) Majaf
dtou
3 =
Ay = 2 N . e 5(k , K) =5(k) .
3 n=o n’J

De mBme, soit Pn(Y) le polyn8me caractéristique de 1l'endomorphisme de K dé-

fini par x f—> a, X3
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d d=1
Pn(Y) =Y +a Y + eee + A g

alors

d A=1
P(Y) = Y + A0 Y +oeee + Ay

o Ay = > % 5 P esk, K), aveec P(X) =0 .
n=0

2.2. PROPOSITION. = Pour le foncteur R , nous avons ®R(k , X) = R(kx) , et la

proposition 2.1 peut 8tre complétée, lorsque k est de caractéristique zéro, par :

Soit G = {7 = (O’n) y Oy € G, (O'n) périodique} . Alors toutes les solutions
de P(Y) =0 dans ®R(K) sont de la forme :

[eo]
- - LN — -
o4 = n%o crn(an) I, o = (cn) e G .

C'est une conséquence du corollaire suivant d'un théoréme de Mahler ([12]) :

e

2+3. PROPOSITION. - Soient K wun corps de caractéristique zéro, E un ensemble

oo}
fini d'endomorphismes de K 3 soit ¥ = 2 a e ®(K) . Considérons
n=0

B o= 2 cpn(an)Xn ,

n=0
ou o € E pour chague n . Alors

Be REK) <=> &= ((pn) est périodique .

[~ 2.4. PROPOSITION, = Soient K une extension séparable de degré fini de k , N
1'application norme de K dans k , S(N) 1'application associée de &(K) dans

5(kx) , alors
"4 e $(K) est inversible dans F(K) "

<=> " §(N)(Y) est inversible dans G(k , K) " .

COROLLAIRE. — Soient K un corps de nombres algébriques, ¢ son anneau d'en—

tiers, U son groupe des unités. Alors 5(U , K) est un groupe multiplicatif,

| c’est le groupe des unités de $(d , K) .

En effet, si ?I=Zanxne$(°u,K) , alors B:ZN(an)XnES(Q,K) et
n n

582--6.
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3. Anneaux de Fatou.

Nous avons défini (& pour un corps commutatif ; soient A wun anneau commutatif
unitaire intégre, K son corps des quotients. Définissons 1'ensemble R(A) par :

©

RLA) = {2 a X , a €A, Hq 4 seey q, € & tels que
n=0 o 1

a a

o = 31 Bpgne1 T ocer t Qg 8, T 20,

8.0 XX ah""l
et A= |. 7'£ 0} .

"h-1 *** %oh-
Lorsque A est intégralement clos, R(A) est une A-algdbre de Hadsamard.

[ 3.1 DEFINITION., -~ A est un anneau de Fatou, si R(4) = R(4 , K) .

Une fraction rationnelle %é%% de K(X) est normalisée, si deg P < deg Q,

0

(P, Q =1 et QO0) =1. Soit alors X a, ™ e K[[X]] sa série de Taylor &
n=0

ltorigine.

" A est un anneau de Fatou!" <==> "Pour toute fraction rationnelle normalisée

x
E%é% de K(X) , de série de Taylor & l'origine 2 a ™, 1a condition a_€ A ’
QL n=0 = ’ n

pour tout n , implique Q(X) € A[X] ™

Exemples : 2Z est un enneau de Fatou (lemme de Fatou ([107])) ; un anneau de

Dedekind ([14]), un anneau factoriel ([9]), sont des anneaux de Fatou.

3.2. PROPRIETES.

(a) Soient L un corps commutatif, (Ad)ael une famille de sous—anneaux de L ,

A= N Ad . Si chaque Ad est un anneau de Fatou, alors A est un anneaun de
o€l
Fatou.

COROLLAIRB. = Tout anneau commutatif unitaire intégre posséde une enveloppe de

Fatou (plus petit anneau de Fatou le contenant).
l (b) Un anneau de Fatou est compldtement intégralement clos.
En effet, soit o € K , tel qu'il existe de€ A, d+# 0, et do™ € A pour tout

S d
n ; alors Soa” Xt = T—a%

est normalisée, d'oh o € A,
aX
n=0
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(c) Soient X un corps commutatif, v une valuation non triviale de K , 4

l'anneau de la valuation. Alors

" A est un anneau de Patou" <=> " v est de hauteur 1 "

En effet @

" A de Fatou" ==> " A complétement intégralement clos" => " v est de hau-
teur 1 "([7]; § 4, prop. 9).

v BB _ S
" v de hautzur 1 ". Soit =23 a X" s normalisée;, et a € A, ¥ n=>=0.
Q{X; =0 n n
En nous plagant dans une extension convenable de K , " lahl-$ 1, 9nz>0"

==> "Le rayon de convergence de la série est =1 ", d'ou les zéros du polynbme

*
réciproque Q (X) sont des entiers pour la valuation, et par suite Q(X) € A[X].

(d) Soient K wun corps commutatif, et A une intersection d'anneaux de valua~

tion de ¥ de hauteur 1 . Alors A est un anneau de Fatou.

En particulier, un anneau de Krull est un anneam de Fatou. Pour un anneau noethé-

rien, 8&tre de Fatou équivaut & 8tre intégralement clos.

(e) Soient A un amneau de Fatou, de corps des gquotients K . Soient XK' une

extension algébrique de K , A' la fermeture intégrale de A dans K' . Alors

A' est un anneau de Fatou.

4. Groupe des unitds de R(K) .

~ 4.1. THEOREME. - Soit K un corps commutatif de caractéristique zéro, et soit &
le groupe des unités de R(K) . Alors :

e

*
"y = 2 a P esg" <=> "Ime N, m>1, Boy, ooy ;€ K "
n=0

tels que, pour u =0, 1 , eee , m =1,

3*
a €K ,
b

t
::a.d’ijte

=

4.2. Considérons

@ S

. n

=1{2 a b y & € C a = > @i(n) op, a; € c
n=0 ° i=1

wi(z) fonction entidre de type exponentiel minimal}
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. est une sous-algdbre de ¥%(C) , contenant R(C) .

[ee]
e(g) =1 X aan, BPy s Py eee y B €C[X], m31,
n=0

tels que awtm:Pu(t), VteEN, =0, 1, ¢,m=1} ,

@(g) est une sous-algtbre de R(g) .

[ PROPOSITION. ~ Si un é1ément de @(C) se factorise dans ¥, alors cette facto-

risation est dans ®(C) .

De cette proposition résulte le théordtme ; sa démonstration est basée sur certai-

nes propriétés des fonctions entidres de type exponentiel ([4]). Signalons les ap—
plicaticns suiventes @

(a) Soit

2K) = {Za X, APy, eeo 3 P eXK[X], Fag, een, 0

-1 ne1 €K s

t
= N
tels que 8+t Ph(t) o vt eN} ,
£(K) est une partie multiplicativement stable de R(K) .

Si un élément de E(g) se factorise dans ¥, alors cette factorisation est dans
®(c) .

(b) W et R(g) ont méme groupe d'unités.

(e) Soit P(x) e k[X],

quation

K de caractéristique zéro et algébriquement clos. L'é-

™ = p(p)

a des solutions dans ®(K) si, et seulement si, P est le puissance s—idme d'un

polyndme Q de X[X] . Ces solutions sont alors de la forme r.q(e) ou F==§:gn_Xn,

n
(Qn) suite périodique de racines s—idme de 1'unité.

(d) soit L e %l(g) ; 1'endomorphisme T > AT de %1(§) est une convolution:

B(z) = AeT(z) = —2% fl" %(x) T(%) %}'{' ’

ou T est une courbe simple convenablement choisie.

.1 .
Pour qu'une telle convolution soit un automorphisme de (g) a4 noyaux «A et
1! dens ® (ctest-a~dire tels que U(z) et ﬂfl(z) soient des fonctions holo-
morphes dans C privé d'un nombre fini de points autres gque l'origine), il faut et

il suffit que U soit de la forme
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m=1 a X“‘ % s
p=0 1 = ap' M .

5. Quotient dans R(K) .

Soit X wun corps commutatif, de caractéristique zéro. Il s'agit d'étudier dans
R(K) 1'équation B.T = U.
Pour B =2 b x* , posons I(B) = {n, b = 0} ; nous supposerons I(B) =¢ ,
n
cas auquel nous pouvons toujours nous ramener par un théoréme de Mahler. Nous po-

sons alors a =Db_c_ .
n n n
- 10 THEOREME de Pblya~Cantor ([8]). - Si B e £(K) , et c ~entier algébrique
| (sur 2 ) pour tout =n , alors C =2 c e R(x) .
n
’ \ S n
- 2° THEOREME de Pisot ([13]). - Soient 3B e ®(C) , b = > Pi(n) o o Si

i=0
|ai| < lozol pour i=1, +oo 5 8, et cneg pour tout =n , alors C € G{(Q) .

~ 30 DEFINITION.

(8.) Une suite (a ) de sera dite de Pélya si resque toutes les valuations
n ! p
de Q sont triviales sur la suite.

8((an)) désignera 1'ensemble fini des valuations exceptionnelles.

Une suilte de nombres algébriques (an) est de Pdlya, si la suite (N(an)) , OUu

N(a) est la norme absolue de a , est de Pbélya dans Q

@
(v) Une série X a, x* y & € K , sera dite une fonction de Pdlya, s'il existe

n=0
un entier m > 1 , des éléments Uy 9 see 5 @, de K tels que
pour 4 =0 1 m=-1 a =a.ozt pour tout t €N .
R ? 3 % 9 ? p‘_‘_tm u 0 ~—~

49 Soit K wun corps commutatif, extension de Q . Soient ¥ € R(K) , B e ®(X) ,

I(B) =@ et a =b c .

Si (cn) est une suite de Pélya de Q , alors C = > c, X est une fonction de
n

[__Pblya.

Pour B = § , nous retrouvons un résultat de P(')lya ([15]).
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o

COROLLAIRE, - Soit (an) une suite de Pélya de @ . Alors :

I
M
o

0 lp b = R(Q) , pour tout p premier,
LIS QDY a, e RQ) " <=>
n=0

i

> sgn(ah) ™ e SKED .
n

La démonstration du théoréme 4 se fait par récurrence sur card S((cn)) (5D,
et s'appuie sur les deux lemmas :.
- 5¢ LEMME (a). = Soit XK un corps commutatif de caractéristique zéro. Soient
2, B e RK), et 8, =b c . 8i (cn) ne prend qu'un nombre fini de valeurs
|distinctes, alors elle est pdériodique.

- LEMME (b). - Soit ¥ =2 2, e R(Q) , et soit p un nombre premier. Alors il
n

existe deux entiers m, et m, m>1, tels que la fonction t jf—-> .Vp(amo+tm)

| soit affine.

\
— 60 THEOREME. — Soient k wun corps de nombres algébriques, et (an) une suite de
Pdlya de k . Alors

o0
"Y = ) a, e RK) " <==> " U est une fonction de Pélya" .
- n=0

Ctest 1'extension & un corps de nombres d'un théordme de Pélya ([15]).

3
Démonstration. -~ Supposons a € k  pour tout n , et soit N 1'application
o0
norme de k dans Q. Comme B = J 1(a) o= M o , Be RQ , et
n=0 oetal (k/Q)
c'est une fonction de Pdlya, donc inversible dans ﬂ(Q) . I1 en résulte que A est

inversible dans ®(k) , % est donc une fonction de Pélya par le théoréme 4.1.

fou

7° Signalons les applications suivantes :
* k3
(a) Soit 2ae€eg , a#+ 1, soit (o{n)) une suite de Z . Alors

@© o«
" Z a-:o(n) X1‘1 e (R(Q) M e, M Z a—@(n) Xn e Q(,@z) " s "I e E , m > "
n=0 n=0

tel que, pour =0, 1, a0 ym=1,

t +—> oy + tm) est affine .



) -\ (a
R n n
(b) Soit 4= ;zo a, X" e R(gp) y Ay #0 pour tout =n , & =D P .bn .

Alors

i ]anlp e R(g) <=> %bn y all= a(gp) .

De méme, soit % e R(R) . Alors :

2 lani e R <w== I sgn(an) ™ e R(R) .
- i i3

(4
(C) Soit ?I:'IZI.B'?I;XIIER(Q)’ O"ne.z‘._{o}a Bneﬁ—{o}7 (o{n!en)=1
si 8((e)) est fini, et 3((ey)) ns((8)) =¢ , alors Y o et X B, b
n n

.

sont des fonctions de Pélya.

(a) Soit (ah) une suite d'entiers algébriques non nuls. Alors

_.n
>E ¢ R(§ ==> 2 a te ®R(g) .
n %n n "

6. Suites de S-unités.

Soient k wun corps de nombres algébriques, Mk 1l'ensemble de ses valuations,

S, 1l'ensemble de ses valuations archimédiennes, S une partie finie de Mk con-
tenant S_ .
[os]

*
Soient J 1le groupe des iddles de k , J. = Il k_. T U_ 1le groupe des S-
-~ ~5 v v
% ves  vES
ideles de Xk ; k  se plonge canoniquement dans J , soit L 1l'image réciproque

de QS s ks est le groupe des S—-unités de k .

Toute suite de S-unités de k est une suite de Pdlya.
- 10 THEORMME. - Soient X un corps de nombres, « son anneau d'entiers, U son
groupe d'unités. Alors :

(a) ®&(k) est une R(g)-algébre entitre, libre de type fini, de rang d = [k:g]
(b) R(A) est une R(Z)-algtbre entidre, libre de type fini, de rang 4 .
(e) ®(U, k) est le groupe des unités de R(%) , et

~f a I
(U, x) =8l x 8

ol 86 est un groupe commutatif dont tous les éléments sont d'ordre < s (s ne

N
| dépendant que de k ), S, un groupe abélien, r le nombre de Dirichlet de k .
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b

(a) et (b) résultent de la proposition 2.1 3 R(U ’ k) est le groupe des unités

de ®(%) , par le corollaire de la proposition 2.4,

Soient € wune unité fondamentale de k , (co(n)) une suite de Z , alors 3

o]
ny sm(n>Xn€R(k) " s "Hme‘li, m>/l",
n=0

tel que, pour P =0, 1 , eeso ,m =1,
t = tp(u + tm) est une fonction affine .

Pour un corps commutatif K , définissons s

.

o«

8j(K)={Z aan, APy, ees , P

tels que deg Pp‘ <j et a = Pu(t) pour tout t € N} .
Si BCK,

n
gj(E,K)={Zanx esj(K), a_ € B

Y 9 Vne}i} Y

SJ(K) est un sous—-groupe additif de R(K) , 8O(K) est une sous-algébre de R(K) .

Soit e une unité fondamentale de k , alors le groupe multiplicatif

w,= 13 &2 X e a))

n=0

est isomorphe au groupe additif %l('g ’ Q) , par llapplication

> e@(n) Xn > > Qo(n) Xn .

n n

Si G est un sous-groupe multiplicatif fini de k , d'ordre s , R(G , k) est

isomorphe & un sous=groupe Sé de SO(K) dont tous les éléments satisfont a
s
T" =5 .

Si Zaane(R(‘u,k) ,
’ 0 m) o ()

= { £ se £
8, = 5 1 °*t Cr ’

les Ej étant des unités fondamental?s)de k , C’n une racine de 1'unité, par le
o.(n
s . < n 7
théordme 4.1, pour chaque Jj , 2 eja X" e ®R(x) et 2 ¢ e ’(k) .
n n

Signalons que lorsque K est algébriquement fermé, SO(K) est intégralement
fermée dans ®R(K) .
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[~ 2° COROLLAIRES.

(a) Soient § 1la clBture algdbrique de Q , O 1la fermeture intégrale de 2

dans § , U son groupe d'unités. Alors R(U, §) est le groupe des unités de
®R(X) . I étant le groupe des racines de l'unité, ®(T' , §) est le groupe de tor-
sion de R(U, Q) .

(b) Soit (ah) une suite d'unités algébriques vérifiant une relation de récur—
rence linéaire & coefficients constants. Alors il existe un entier m > 1 , des

unités Co 9 wee 9 ¢ tels que, pour @ =0, 1, eea ym =1,

3=

t c
au+tm = au.aw ’ v+t e

.

- 3° THEORMME. — Soient S une partie finie de 1 , contenant S_, £ Ile nombre

des S-unités fondamentales de kS . Alors QS = ﬁ(ks , k) est un sous-groupe mul=
| tiplicatif du groupe des unités & de ®R(k) , isomorphe & gy x Sﬁ sy ot &= lim Sy »
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