JEAN CELEYRETTE
Dualisation dans les algebres abstraites

Séminaire Dubreil. Algeébre et théorie des nombres, tome 22, 1n° 1 (1968-1969), exp. n° 12,
p-1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1968-1969__ 22 1_A7_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1968-1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1968-1969__22_1_A7_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Sémineire DUBPEITL-PISOT
(Algébre et Théorie des nombres)
22¢ ennde, 1968/6G, n° 12

i2-G1

10 mars 1969
DUALISATION DANS LES ALGﬁBRES ABSTRAITES
par Jean CELEYRETTE

1. Généralités sur les algébres shstraites.

Une algdbre abstraite U est vn couple noté (A, 5)

oi A, support de U

?
est une famille d'opérations sur A portant sur

un nombre fini de variables. Une sous—algébre B = (B, &) de 1l'algébre U= (A, S)

est un ensemble non vide, et &

est un couple pour lequel B est une partie non vide de A , stable pour tout £
de § .

Une congruence C de U= (A, €) est une équivalence définie sur A , telle

que pour tout f de 5§ (supposée & n variables) et tout systime
{Xl y cve g X9 Ty g ooy yn}

de 2n éléments de A , 1'hypotheése X, =V, () pour i =1, oo , n entrafne

f(x1 y ese xn) = f(y1 y eee yn) (e) .

. . n
On appellera opérations composées & n variables, les applications de A~ dans

A définies comme suit :

(i) Les projections ei () =1, 2, esa 4 n) , définies par

1 g o o Xn) =Xj ?

ed(x
n
sont des opérations composdes & n variables.

(i) si Pp s sen s Py sont des opérations composées & n variables, et f une

opération de & & q variables, f(p

L7 e s pq) , définie par

f(Pl 9 cee pq)(xl 7 *re xn) = f(Pl(Xl y v 5 xn) ) s Pq(xl » *%c y xn)) ’

est une opération composée & n variables.
(1ii) On obtient, par (i) et (ii), toutes les opérations composées & n varia-
bles. Leur ensemble est noté gn .

Une opération & O variable consiste & désigner un élément.

Si S est une partie de A , il existe une sous—algébre minimum contenant S .
Son support est ncté S . Ctest l'ensemble des gn(xl y see xn) oux n décrit

L Scri t 518 ie S congues
i, 8, décrit Qn s, et Xy y eee 5 X, SO des éldments de S , quelcong .
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On montre que la famille des sous-algdbres d'une algébre U forme une famille de
Moore algébrigue, donc uU-inductive.

On appellera translation, une application de A dans A obtenue & partir d'une

opération (composée ou non) de % , en fixant toutes les variables sauf une. Etant
donnée 1'algébre U = (A, &) , nous noterons &

sées, ¥ celle des translations, *

la famille des opérations compc-

i le demi-groupe unitaire engendré par & .

Une équivalence sur A est une congruence sur (A , §) si, et seulement si, c'est

une congruence sur (4 , Rl) . (Remarquons que toutes les opérations de (4, Rl)
sont & une variable. On dit que l'algébre est unaire.)

S'il existe une bijection entre les familles d'opérations § et %' de deux al-
gébres A = (A, ) et A = (A, &)

rations, A et A!

conservant le nombre de variables des opé-

sont dites de m&me type. Nous utiliserons la m@me notation

pour désigner deux opérations homologues dans la bijection précédente. Une applica=-

tion © de A dans A' est alors un homomorphisme de U= (A, ) dans

At = (A' , 5) si, pour tout f de & (supposée & n variables) et tout
X, 9 X5y see y X dans A ,
(Df(xl g eee Xn) = f((DXl y ecee (DXn) .

Les classes d'algdbres dont nous parlerons sont des classes d'algébres de méme type

qui, lorsqu'elles contiennent une algébre, contiennent toutes ses images isomorphes.

Pour toutes ces notions, voir [3] par exemple.

A toute image homomorphe d'une algtbre A nous ferons correspondre, dualement,

le noyau de 1'homomorphisme, c'est-&-dire sa congruence nucléaire. C'est pourquoi,
3 la fermeture de Moore 1 X —> X (de @(4)

sur $(%) , ensemble des sous—algd-
bres de % ), nous pouvons faire correspondre 1'application R => R (de 1'ensemble

T(A) des équivalences de A sur 1l'ensemble C(A) des congruences de U ) qui 2

une équivalence R associe la plus grande congruence ‘R contenue dans R . Cla)
étant un sous=treillis complet de r(a) , R existe pour tout & j; c'lest le pro-

duit transitif des congruences contenues dans R . On dit que R est analysée par

R (ef. [5]).

Si Kl est le demi~groupe unitaire, précédemment défini, on montre aisément que
R est définie par

x=y () «— (vhe Rl) , hx=hy (8 .

D'avtre part, les relations RcRr , RS 85, entrafne Rcs ’ R=FK , montrent

que 1l'application précédente est une fermeture de Moore inversée. On a évidemment
N—
~ T~

NR =na. et PR <t a .
. 1 . R . h i . 1
1 1 1 1
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Si S, partie de A , est telle que S =%, on dit que S engendre A . Duale-
ment, nous dirons que 1l'équivalence R analyse A si R est 1'6galité dans U .

Toute algébre U a au moins une partie génératrice (4) et une équivalence analy-
sante (1'égalité dans A ).

2. Produit direct. Produit libre.

(a) Btant donnée une famille (ﬂi)ieI dtalgdbres de m&me type, on peut définir

sur le produit cartésien 'TE Ai une structure d'algeébres de méme type, en défi-
nissant les opérations com%iiante par composante de fagon habituelle.

L'algebre ainsi construite, notée .ﬁ ﬂi , est appelée produit direct (complet)
des ﬂi . 5i une classe K contient izIproduit direct de toute famille d'algébres

de K , nous dirons qu'elle "admet les produits directs", et nous noterons P(K) K.

I1 est clair que, dans une classe K contenant le produit direct d'une famille

(?Ii)ieI d'algébres de K , M ﬂi a la propriété universelle habituelle. La ré-
iel

ciproque n'est pas vraie : La classe T des groupes de torsion contient un groupe

ayant la propriété universelle pour toute famille (Gi)ieI de T , mais n'admet
pas les produits directs ([1] et [4]).

(b) On définit également le produit libre d'une famille d'algdbres. U est pro-

duit libre dans K des algdbres (%,). de K , si s
i7iel
(i) L ex;

(11) I1 existe pour tout i un homomorphisme injectif gi : %i ->q 3

(iii) % est engendrée par U ¥y ﬁi 3
i€l
(iv) Si B est une algdbre de K et si, pour tout i y O T ﬂi —> B est un

homomorphisme, il existe alors un homomorphisme o : U —>8 tel que

0., =0 o L,

i i
[Pour des propriétés et des conditions suffisantes d'existence du produit libre,

voir [1] et [4]. Si K contient le produit libre de toute famille d'algdbres de

K , nous dirons que K '"admet les produits libres", et nous noterons g&ﬂK) S K .]
3. Algdbres libres (voir [2] et [4]).

(a) I, partie du support A de «A, est une partie libre de UA relativement &
une classe X (contenant I« ), si toute application de I dans une glgébre quel-
ccnque B de K peut 8tre prolongée par un homomorphisme de la sous—algébre I

je A dans B . On montre gue cet homomorphisme est unique.
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La famille des parties libres de U est u-inductive. I1 existe donc des parties

libres maximales. De plus, toute partie d'une partie libre est libre.

(b) Une algétbre U est dite libre de base X sur une classe K , si :
(i) % ek ;
(1) T=17;

(iii) X est une partie libre de U relativement & K .

(¢) On montre ([4]) qu'il y a équivalence entre :

(i) I1 existe une classe K sur laquelle A est libre de base X j

(ii) I1 existe une classe K telle que §(K) K (X contient toutes les sous-
algdbres de ses algdbres), gﬂK) €K ( X contient toutes les images homomorphes
de ses algébres), g(K) S K, sur lagquelle U est libre de base X ;

(iii) % est libre, de base X , sur la classe réduite & {Z} .

(d) BIRKHOFF a établi 1'existence (et donné une construction) d'algdbres libres
sur toute classe K telle que : S(K) <K, H(K) €K, P(K) €K . De plus, deux
algébres libres sur une méme classe de bases X et X' équipotentes, sont isomor—

phes.

(e) On montre que toute base d'une algdbre libre est une partie libre maximale et
un systime générateur minimal. Les réciproques sont évidemment fausses (voir la

classe des A-modules & gauche).
(f) BEnfin, si dans la classe K existe une algdbre finie, deux bases d'une méme
algeébre ont méme cardinal.

Pour résoudre le probléme général des cardinaux des bases d'une algdbre libre, on
P g ’

a recours & un théordme d'échange :

-

»
TEEOREME. —~ 81 I =1I,uJ (10 NnJ =f) est une base de A , et si I, est une
partie libre telle que TI =-fg y I' = I1 uJ est une autre base de U .

La plupart de ces propriétés peuvent 8tre dualisées. Malheureusement les raiscnne-
ments seront faits sur des algébres dont les opérations sont & une variable, ou

"algebres unaires'.

4., Définition et existence des universels avec N-analyse.
e e o o et et e e ol oV N N e e e oV I~ Y s Pt e ava ara ad

(a) Une congruence C de U = (A, 3) est "universellement analysde" sur une

classe K , par l'équivalence Nt de A, si @
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(i) % ex;
(i) " =cC
(iii) Pour toute algetbre T de K et toute application f de 8 dans ﬂ/ﬁ ’
il existe un homomorphisme ©» de B dans %/C tel que f=moe (o m estla

surjection canonique %/C —>¥/n ).

L'algebre U est un "universel avec MN=analyse" sur K , si :

(i) L eK s
(ii) T analyse A (ou T = Tdy ) 3

(iii) Idy est universellement analysée par T .

(b) L'existence peut se montrer en adaptant un raisonnement de Green ([5]). Il
est clair que les congruences d'une algdébre unaire %A = (A, &) et que les homo-
morphismes de U dans B = (B, §) sont les congruences de %' = (A, Rl) et les
homomorphismes de «A!' dans 3B' = B, Kl) (voir § 1). Nous supposerons donc dans

la suite que la famille d'opérations est un demi-groupe unitaire Y .

Soit N un ensemble. Posons

(avec NS =N pour tout s ). On munit U d'une structure de T—algtbre par
(v ue U) ’ (¢ VA= ) ’ (ﬁ G €eY) ’ (u.u)o = ucu .

On pose U= (U , %) ( (uu)c est la o-idme composante de pu , ucp est la

ou-iéme composante de u ).

1° ¥ est alors un demi-groupe unitaire d'opérations pour U . Zn effet, pour

tout ¢ de £, tout w de T, tout v de T, tout u de U,

[w(wa) ] = [lv)ul .

Si i est l'unité de T, [i(u)]c =u_ .

20 L'équivalence nucléaire Qi de la i-idme projection analyse U . Si Cc
est une Y—~congruences contenue dans Di
ou=ov (€), soit ou = ov (Qi) . Donc (cu)i

lement, pour tout o de % U=V, soit u
o

R 4

, et si u=v (€, pour tout o de ¥,

i

\ 1 = V. . Fina"’
(cv,i , soit uic ig

v .
Dloh ¢ C =14, .

30 Tout diagramme
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(1) /

ol S est la surjection canonique, et B une algtbre d'une classe contenant U,

peut &tre rendu commutatif par un homomorphisme o : B ~» U . Il existe une bijec-

tion canonique entre ﬂ/Qi et Ni . Soit oy l'application de B dans Ni
respondant & f .

cor-—

Pour tout s de ¥ , on définit oy * 3 -9»Ns par os(b)

= @l(sb) . Ceci défi~
nit une application unique © ¢ B => U qui rend commutatif le diagreamme (1), et

qui est tel que
(vsex), (FveD), (o()) = o (b) .
I1 reste & montrer que © est un ¥~homomorphisme.

(tvex), (1sew), (fbed),
[m(vb)]s = ms(vb) = ml(va) = msv(b) = [m(b)]sv = [vw(b)]S .
Dloh ¢ (Y v es), co(vb)=vtp(b)-

(¢) La méme démonstration peut se faire & partir de 0

o ? ou a est un élément
inversible & droite de % .

I1 suffit donc de raisomner dans le cas d'un demi-groupe unitaire ¥ ayant plu-

sieurs éléments inversibles & droite, pour obtenir un universel, universellement
analysé par plusieurs équivalences.

5 Progriétés des universels sur des classes d'algébres unaires.

PROPOSITION 1. = Il y a équivalence entre :

.

(i) u=@ , ¥) est universel avec N—analyse sur une classe K j

(ii) U= (U, ©) est universel avec TN-analyse sur la classe réduite 3 {U} ;

(iii) U=, £) est universel avec MN—analyse sur une classe K , telle gue

s(K) £ ¥, Z2(X) €K , PL(XK) €K .

I1 suffit de montrer que (i) ==> (iii) . On voit immédjiatement qu'on peut se
ramener au cas ou S(K) €K, PL(K) €K .

Si ¢(B) est image homomorphe d'une algébre B de K , et si g est une appli-
cation de ¥(B) dans UM , il existe ( homomorphisme de B dans U, tel que
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Ty © C=g0°¢ .5 b et b1 de B ont méme image par ¥ , on a, pour tout o
de %,

T Q(ob) = Ty g(cbl) = T cg(b) = T cg(bl) .
Comme T = I8, , ¢(®) =¢(v) .

{ se factorise par ¢ , et il existe (! (qui et évidemment un homomorphisme)
tel que L =C"'o { .

Nous parlerons donc d'universel sans préciser sur quelle classe.
PROPOSITION 2 cgnicité).—g§£ U et U' sont deux universels sur une méme classe

K, avec Q- (resg. N'- ) analyse, tels que ‘U/ﬂl = |ur/n'| y U et U' sont
isomorphes.

Le diagramme

n
Y — UM

Al

' .___Jﬂ_q, 1u/m|

ou J et j-l sont deux bijections réciproques, montre 1l'existence de deux homo-

morphismes 6 et ¢ tels que T B = T et T 00 = Ty * On en déduit,

(Voegw , (Fueur), T abo(ut) = Tpy ou' .

D'od 6o = Idu, , et, de méme, wh = Idﬁ .

PROPOSITION 3 (Unicité de 1'homomorphisme ¢ associé 3 une application f don-

née de 8 dans UM ). -Si © et ¢ sont deux homomorphismes de B dans U,
tels que T oo =Tp o =1, comme précédemment, o = { .

PROPOSITION 4. - Si U est un universel avec N-analyse, et si N' est une

équivalence contenant N, M' analyse universellement une congruence C .

Utilisant la surjection canonique ™ ¢ U/Mm —> U/n' , on associe & toute applica-
tion f d'une algtbre B dans U/M' , une application g de B dans UN  teile
que o g=7f, et 1'homomorphisme { de B dans U tel que Ty o L =g .

Posant C =T , on montre aisément que, si m, est l'homomorphisme surjectif
canonique de U sur U/C, Mo © ¢ est l'homcmorphisme qui rend commutatif le

diagramme suivant :
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?J/C‘Z __l'_.., ‘U/‘.Tl'

//4{;' ( m* surjection canonique) .

8

PROPOSITION 5. - Si 1l!'équivalence T analyse universellement U, T est maxi-

male parmi les équivalences qui analysent U .

Si une équivalence M contient T , soient N1 et N2 deux MN=-classes conte-

nues dans une WM-classe. Soit f : B —> UM une application telle que si b de
8 est fixé, £(b) = N, et f(x) = N

qui rend commutatif le diagramme

5 (pour x # b ). L'homomorphisme v T —> U

est tel que, pour tout o de %,

c@(x) = G(D(X) (m) ’

soit o(x) = o(b) et N, =1, .

PROPOSITION 6. ~ Si M analyse universellement U, TN est minimale parmi les

équivalences de U qui analysent universellement des congruences de U .

Si W cqn, alors N = Ia, . Il existe alors une spplication f : O ->U/n!

.
A

a laquelle on ne peut associer d'homomorphisme de B dans U . Il suffit de consi-
dérer f qui envoie un élément de B sur une N'-classe, et les autres sur une

autre MN'-clagse, contenue dans la m8me MN-classe. La démonstration précédente

s'applique alors.

6. Diverses équivalences analysant universellement un universel (les algdbres scrt
P W W W N s e e o e e e e e e L e d e o e e e e e e e W e A A e e e e o d
unaires).

Une remarque précédente a montré qu'un universel pouvait admettre plusieurs équi-
valences l'analysant universellement.

PROPOSITION 1. = Si une algdébre U= (U , ©) est un universel sur une classe

contenant une algébre finie, deux équivalences Tt et Tt analysant universellement
1 sont telles que |WT| = |wné .
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Soit B une algdbre finie de K . On a IBI =7p . I1 est clair que 1l'ensemble
des homomorphismes de B dans U est équipotent & l'ensemble des applications de
8 dans U/M (cardinal : I"u/snip ), ou & celui des applications de B dans U/n

(cardinal : |u/R|P ). prou |W/M| = |Wnm| .

THEOREME DE L'ECHANGE, - U = (U , T)
classe K , telle que P(K) =K, %

étant un universel avec Peanalyse sur une

et M deux équivalences telles que

W"B-"—‘WR x U/m ’

~

N une équivalence analysant universellement R=0=c¢C y alors
universellement U et U/(R n®) ~ UWn x Wx .

~

Rn#% enalyse

(La démonstration est 1la méme avec "ﬁ # Idu .)

LEMME. - Si B  analyse universellement U (sur K telle que R(K) & K ), et si
¥ et Tt sont deux équivalences, telles gue UP ~ Uk x Um' ,

WE x Ui

U est isomorphe

{oo-

Puisque g(K) S K, i1 suffit de montrer qu'a tout couple d'homomorphismes

0 : B ->» U/}z et © ¢ B -» W s on peut associer un homomorphisme unique
rendant commutatif le diagramme

méa——--u-———»‘u/”

Soient Mo 2 U/ﬁ‘t — UM et Ty 3 ‘U/T‘: -» /% les surjections canoniques habi-

tuelles. Posons f = T © © 4 :f'l =T © O . Elles définissent une application

g: B —>UD . Soit ¢ 1'homomorphisme correspondant de B dans U . Montrons

que ¢ 7répond a la question. On a . The g(b) =, ©o(b) pour tout b de O
Mors (Voexn), (fbed), M, Ot g(b) =, mo(b)

Dloh : Ty g(b) = o(b) et, de méme, gy C(b) = o, (b)

L'unicité de C est évidente, car s'il existe (' ayant la m@me propriété,

(v v ed), g ¢(b) = 1 5'(B) = 0,(¥)

e (b) = mr £'(b) = o(v) .

proa ¢(d) =¢'(®) @nH) .or Ta¥=Rnw=T=14 .20 ¢
ment ( =

Il

C' « Finale-
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Démonstration du théordme de 1l'échange. — X et M analysent universellement ¥
et & (prop. 4, §5).

ST — N N———

ﬂn%:ﬁnﬁ:ﬁnEE:mnﬁa:Q:Idu .

Le lemme montre que U o ‘U/é:’: bS ‘U/ﬁ = ‘U/JE x U/ﬁ « Dol Tk 2 F‘.ﬁ.ﬁ: = congruence uni-
verselle. Finalement ‘U/(ER nK) = u/in X ‘U/‘k .

by

I1 reste 3 montrer que N N ® eanalyse universellement U . Soient ¢ une appli-~
cation de B dans ‘U/(‘R nw) y Ty la surjection canonique de ’U/(f]”c n k) sur
‘U/ﬂ . 0r C=7 est universellement analysée par N , il existe donc un homomor—

phisme h1 ¢+ B —>U/C rendant commutatif la partie droite du diagramme :

i 1
‘U/‘m (___g&—. U/@ _____Cfl_'l_é ‘U/fn
A
n
o! hl u/(n n ®)

v

Soit o' 1'application rendant commutative la partie gauche. Les applications :

M”03 8-> /%, o': B ->UM , permettent de définir
st B ->Up (=WrxUm .
Soit h 1'homomorphisme de B dans U , associé & s .

(a) Les définitions de s et de h montrent que le diagramme ci-dessous est

commutatif ¢

Y > YR ———— U/2

(b) La partie droite du disgramme ci-dessous est commutative, d'aprés la défini-

tion de o' .

i i

9 —_—t e Ch_ u/am




i2=-il
On montre aisément que T, _h. =7 __7_h . L'unicité de 1'homomorphisme de 3
Ch™1 Ch C

w
dans U/C associé 3 o' montre que h mee h .

l =

(c) Soit “Rd& la surjection canonique U —> U/(ﬂ N %) . Utilisant la commuta-
tivité des diagrammes précédents, on montre que o et T © h ont mémes compo-
santes sur UM et WA , donc sont égales.

Remarque. - On peut alors établir que, si un universel U est universellement
analysé par M et P telles que Iv/ml divise lU/Ql , 11 existe une équivalence
P' 2B telle que |U/$'| = |Uﬁm‘ , et une équivalence ¥ telles que

WP~ W x U/pr .

On peut alors montrer que, si M et P vérifient les conditions précédentes, et
si N eanalyse universellement U , les cardinaux des ensembles-quotients, corres—

pondant aux Zquivalences analysant universellement U , forment des progressions

géométriques.,
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