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8-01

REMARQUES SUR LES ORDRES MAXIMAUX RÉGULIERS NOETHÉRIENS

SANS DIVISEURS DE ZÉRO

par Guy MAURY

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres:
22e 1968/69, n° 8 3 février 1969

1. Introduction : Rappels et notations.

Dans cet article, R désigne un anneau non nécessairement commutatif à élément

unité noethérien (c’est-à-dire satisfaisant à la condition de chaîne ascendante

pour les idéaux à gauche et pour les idéaux à droite) , sans diviseurs de zéro. On
sait qu’un tel anneau admet un corps des fractions 

Nous allons supposer de plus que R est un ordre maximal régulier dans K au

sens de Les définitions sont données dans l’article de ou dans

ma thèse [7] (chapitre III, partie II, p. 84 à 87). Dans la suite, nous dirons "or-
dre maxi.mal’’ pour "ordre maximal dans K ".

Dans le chapitre III, partie II, de ma thèse [7], j’ai établi comme application
de la théorie des 0-algèbres de LESIEUR et CROISOT ~6 ~, un théorème qui s’énonce
dans le cas particulier considéré ici t

THEOREME 0. - Soit R un ordre maximal y régulier, noethérien, sans diviseurs de

zéro. Soit a, a ~ 0, a E R 9 Ra ( respectivement aR ) est intersection d’i-

déaux à gauche (respectivement à droite) primaires (au sens de LESIEUR et CROISOT

[6J) dont les radicaux sont des idéaux premiers bilatères minimaux de R .

Cet article a pour but de donner des propriétés des ordres maximaux ncethériens,

réguliers, sans diviseurs de zéro, vérifiant la condition (C) supplémentaire sui-
vante :

(c) Pour tout idéal premier bilatère minimal P de R, y tout idéal d’un côté P-

primaire est compris dans P .

La condition (C) est vérifiée en particulier si tout idéal d’un c8té P-

primaire, est bilatère.

Ces propriétés découlent principalement du théorème 0. On démontre, après une
étude assez longue, que R a ses idéaux à gauche et à droite tous bilatères. D’où

résulte l’existence, pour tout idéal premier bilatère P , de R , non obligatoire-

ment minimal, d’un anneau de fractions à droite et à gauche selon 5 = R - P .



Lorsque @ est un idéal premier bilatère minimale la structure de RS est par-

ticulièrement simple. Toujours dans le cas où f est un idéal premier bilatère mi-

nimal, nous étudions les puissances n = 1 , 2 , ... , de P ,
définies de façon générale par 

Cet article laisse ouvertes bon nombre de questions dont quelques-unes sont ci-

tées à la fin.

Je remercie L. LESIEUR pour ses précieuses remarques au cours d’une discussion

orale.

2. Anneaux de fractions selon un idéal premier non nécessairement minimal de l 

ne au R .

Dans toute la suite, y nous dirons idéal pour idéal bil atère.

Soient @ un idéal premier de R y et S = R - ~ . Rappelons que si I désigne
un idéal à gauche ~--primaire, ~ désignant un idéal premier, il existe un entier

naturel p tel que I (voir LESIEUR-CROISOT ~~ ~f propriétés 5.5 et 5.6, et

théorème 5.1~, et si à est premier minimal, la condition (C) entraîne 

THÉORÈME 1. - S est un sous-demi-groupe multiplicatif de R, R vérifie la

condition de Ore des deux côtés par rapport à S .

Démonstration. - Soient s et s’ t deux éléments de S ; nous allons établir que

ss’ appartient à S. Appliquons le théorème (0) :

Il existe des entiers p’ et i == 1 y ... , r y J == 1 y ... y r’ , tels que

P~pii c: x. et X’ , i == 1 , ... , r , j == 1 , .. ’ , r’ " On peut alors écri-

re :

Si ss’ 1 appartient â ~ , on a et par suite :



On déduit de là que l’un des P’j ou l’un des P. est compris dans P . Mais ceci

entraîne que s ou s’ t appartient à P , contrairement à l’hypothèse.

Ceci étant, montrons que, pour tout s appartenant à S, il existe un s’ ap-

partenant à S 9 tel que Rs ? s’R. On a établi plus haut 03A0 Ppii ~ Rs . Suppo-

sons que P.1 appartienne à P , on en déduirait que l’un au moins des P.
~.~ . 1 1 

serait contenu dans P , donc aussi Rs contenu dans X.. donc dans P..
On démontrerait de même que, y pour tout s appartenant à S, il existe s" ap-

partenant à S tel que sR ~ Rs" .

Il est facile de démontrer, pour terminer, que R vérifie la condition de Ore

des deux c8tés par rapport à S : 1 démontrons, par exemple, qu’étant donnés a non

nul appartenant à R et s appartenant à S, il existe a’ appartenant à R et

s’ t appartenant à S tel que as’ T = sa’ : en effet il existe, d’après ce qui pré-

cède? y S tel que sR ~ Rs’ , et as’ s’écrit aussi sa’ pour un certain a’

appartenant à R 9 a et a’ étant non nuls.

COROLLAIRE 1. - Si M est un idé al à gauche de R, on a

et M~ est un idéal à gauche de l’ anneau R~ .
Si M est un idéal à droite de R r on a

et ~i~ es t Un idéal à droite de l’anneau R~ = ~R = RS .

Démonstration. - Démontrons d’abord que R~ est un sous-anneau de K ~ soient x

et y appartenant à il existe s et s’ t appartenant à S tels que 

s ’Ry cR. Comme il existe T de R tel que sTs’ n’appartient pas à

~’ . On peut écrire alors

et x + y appartient à RP .
Considérons maintenant xy. On a, y" désignant un élément de R tel que

s ’y"s e S y

En s’ inspirant de cette démonstration, le lecteur établira de même que est un

idéal à gauche i~~ désignant un idéal à gauche de ~~ . de



sRx C M nous déduisons sx E puisque R possède un élément unité. Réciproque-

ment, de ax E SES, nous déduisons successivement Rsx ~ M et s’Rx E M ,

s’ e S tel que Rs ~ s’R .

Il est bien connu que la condition de Ore des deux côtés par rapport à S entraî-

ne l’existence d’un anneau de fractions au sens ordinaire de R selon S , noté

RS : Rn est l’ensemble des éléments de K de la forme as y 
on a donc RS = on a de même RS = Rp . Remarquons que si M est un idéal à

gauche de R 9 on peut écrire RS M .

3. Anneau de fractions à droite et à gauche S = R -- ~ , ~’ idéal premier
bilatère minimal de R .

Dans toute la suite de l article, P désigne un idéal premier bilatère minimal

de R .

PROPOSITION 1 [2]). - R, est un ordre maximal régulier.

Démonstration. - Le lecteur est prié de se reporter à l’article de ASANO [2], p.

25, théorème 5.4 (la démonstration de ce théorème, donnée dans le cas où R est un

demi-groupe, se recopie lorsque R est un anneau). Dans le cas particulier où R

est un anneau dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, ce résultat se

trouve aussi dans l’article de (théorème 3. 13).
r

1. - Soit ~~ = fi x. , X. , i = 1 , ... sn, et I~i désignant des idéau
i=l ~ ~ -

n

à gauche, on a M = ~ (X. ) 1::) . Si de plus X. est @ .-primaire avec Pi ~ P , on

a (Xi)P = RP .

Démonstration. -- De M c= Xi résulte (Xi)(P pour i = 1 , ... , n , donc
n n

~X. ) ~, . Soit maintenant x e fi ~X. ) ‘~, ; pour chaque 1 = 1, t ... , n , il

1=1 ~, ~. 
1 "

existe s. E S tel que si x e X.. Il est facile d’établir par récurrence sur n

grâce à la condition de Ore y l’existence d’éléments 03B1i appartenant à S tels que

tl

fln en déduit Yx E Xi , i = l , ... t n a donc 03B3x ~ ~ Xi et x E MP . Ainsi

Mp est égal à (Xi)P .
3= . ~. 

1

deuxième partie du lemme est démontrée au lemme II . 2, p. 98 de ma thèse [7].



2. - Si 03B1 est un idéal maximal dans sa classe module 1 ’équivalence
d’Artin R , on a

en particulier on a (F~ == ~,~ .

Démonstration. - De sRx on déduit RsR.RxR c; v ~ en désignant aussi par
RsR l’idéal engendré par RsR dans R . En passant aux classes des idéaux module

l’équivalence d’Artin R dans R (on pourra se reporter, y pour les définitions et

les propriétés relatives à l’équivalence R , au livre de JACOBSON [5] ou à ma thè-
se [7]) y on obtient : donc et Y
et RxR.RsR c: puisque 03B1 est maximum dans sa classe modulo R : par suite x

appartient à et réciproquement : on a donc ~, 
P _ ~~~. , Comme ? ° est maximal

dans sa classe modulo R ([7], chapitre III, théorème II.5 et lemme II.l), on peut

appliquer au cas particulier P = ûf..

LEMME 3.

Démonstration. - Démontrons par soient -- @~
mn -1’ -1

pour i = 1 , ... , n , et considérons x, p on a x. = s-1i pi = p’j s’ -1i , 
avec

~.~ . 1 
1 ~. ~.. pi pl 1 

’

pl et p’i appartenant à P , et sl 9 si appartenant à S . 4n peut écrire

Or P2 appartient à (f~ == et on peut éc r ir e ~ ~ ~’ p2 == P2 T ’~ ~ f T’ E S

pj~ 6 (P y et x x2 = p P2 ~’’w~’ . On peut appliquer ce raisonnement à

On obtient finalement

p1 , p‘’ , ... , p"n appartenant à P . On a donc x 
1 

... x 
r 

y ~ Pn , donc

L’inclusion ~’ (~’~~ ~ ~ y ~~~ est immédiate.

~.a " .~ (Ra)., .



Démonstration.

PROPOSITION 2. - RS est un anneau noethérien ; est son plus grand idéal à

gauche et aussi son plus grand idéal à droite. ~~, et (0~ sont les seuls idéaux

premiers de RS . Il y a une correspondance entre les idéaux à gauche propres (à
droite propres) de R et les idéaux à gauche (à droite) ne rencontrant pas S :

1 idé al à gauche de R~ -~ I t = I n R y

l’ t idéal à gauche de R ~.~. I = R~ If;

de plus, I désignant un idéal à gauche de R~ , on a

Démonstration. - Soit I un idéal à gauche propre de l’ = R n I est un

idéal à gauche de R.Ona I’ . Soit i~s ~ 
peut écrire si = a E I n R = l’ et i E RS I’ . D’ailleurs l’ ne rencontre pas

S , 9 sinon on aurait l’ = RS . Si l’ est maintenant un idéal à gauche de R ne

rencontrant pas S , RS l’est un idéal à gauche de RS propre car, si 1 ap-

partient à RS I’ , on peut écrire

On a vu au lemme 1, au cours de la démonstration, l’existence e S , tel

que

Dès lors 03B3 =  03B3s-1j a. i’j E I’ , ? ce qui entraîne une contradiction.

Le fait que RS est noethérien se démontre comme dans le cas commutatif. Cher--

chons les idéaux premiers de Démontrons d’ abord que G~~, est le plus grand

idé al â gauche de R S ô soit I un idéal â gauche de i ~ l’ = I r~ R

ne rencontre pas S , donc est inclus dans P , et on e I = RS I’ ~ RS P = PP .

Comme PP = PP (lemme 2), PP est aussi le plus grand idéal â droite de RS .
Soit 2 un idéal premier non nul de RS , donc compris PP . On veut démon-
trer l’égalité 2 = PP . Soit 2’ = 2 ~ R , 0 ~ 2’ ~ P . Démontrons que 2’ est

r 1

complètement premier, donc premier d ans R ( a , b ~ 2’ , ab ~ 2 ’ entraîne a

ou b appartient à 2’ ). On peut supposer d’ entrée que a et b n’appartiennent



pas à S , car si l’un d’eux, par exemple a , appartient à S y de ab ~ S’ on

déduit b = ~ y donc b e ~’ . Supposons donc que a et 1b appartiennent à ~ et

qu’ils n’appartiennent pas à Z’ : (le ab ~ Z’ , on déduit (R a) .b ~ S y donc
(Ra)~.b ~ a (lemme 4). le théorème Oy on peut écrire

v~

et, y d’après le lemme 1,

puisque l’on suppose que a appartient à des Q. , par exemple P1 , est

égal à D’après le lemme 1, on a

P~ 
.. p1Comme ~’ -- ~~ pour un certain entier naturel on a (~’ ~~, ~ (~ 1 ~~, et,

d’après le lemme 3,

Si l’on avait ((P ) 
P 1 

~ Z , on déduirait Z == PP , c’est-à-dire ce que nous voulons

établir. Supposons donc (PP)
p 

1 ~ 2, il existe alors a’ y Ë y a’ e (PP)p1,
p.

donc a’R ~ ((? ) ~ c (x ) . On a donc a’R b c; ~= S avec a’ et b

n’appartenant pas à à : il y a une contradiction. Finalement ~’ est bien premier
dans R . Il est donc égal à ? y et a = ~ .

LEMME 5. - Soit R un ordre maximal régulier noethérien, sans diviseurs de zéro;

soit ~ un idéal premier minimal de R y on a D == 0 .

n=l

Démonstration. - Soit K === FI Pn . Si K est non nul, en désignant comme plus
- 

n=l 
- 2014 -~ 2014

haut par QL la classe de 3L y idéal de R y modulo R , on a K ~ R , car K == R

entraînerait P == R" y ce qui est impossible (cf. [_7L lemme II.1, p. 97). On pour-
rai t écrire alors :

par exemple, ~’ é tant un élément premier dans 1’ensemble des classes (théorème

II.5, p. °3 de ma Comme on a K ~ Pn pour tout r. entier naturel, on

p eut écrire P
p 1
+ 1 

~ P
p 1 zp22 ... Zprr , d’où P ~ Zp22 ... Zprr 

et P - 2 . J pour un



j compris entre 2 et r . Or ceci est impossible, car on a supposé S.

pour i , j = 1 , ... , r ). Il y a une contradiction, et K = 0 .

LEMME 6 Soit A un anneau à élément unité, admettant un idéal M

qui soit à la fois le plus grand idéal à gauche propre de A et le plus grand
idéal à droite propre de A .

1° Si E est un A-module à gauche (respectivement à droite) de type fini,
E = entraîne E = 0 (respectivement E = entraîne E = 0 ).

2° Si F est un sous~A~module à gauche (respectivement à droite) du A-module à

gauche (respectivement à droite) E’, tel que E’/F soit un A-module à gauche

(respectivement à droite) de type fini, alors E’ f = F + ME’ (respectivement
E’ = F + entraîne E’ = F .

Démonstration. - Elle est bien connue. Le lecteur la retrouvera sans peine de

toutes façons.

LEMME 7. - Soit X un idéal à gauche p-primaire de R , P désignant, rappe-
lons-le, un idéal premier minimal de R ~ on a X = (R, X) n R .

Démonstration. - Elle a été faite, y sous des hypothèses plus générales, au lemme

II.2, p. 98, de ma thèse C7 ~.

PROPOSITION 3. - Soit T un idéal non nul de RJT est un anneau à idéaux

à gauche tous principaux et à idéaux à droite tous principaux.

Démonstration. - JACOBSON a démontré (cf. ~~~, f-- théorème 24y p. 128 et 129) que si

L est un ordre maximal régulier noethérien vérifiant la condition de chaîne des-

cendante affaiblie pour les idéaux (c’est-à-dire que toute chaîne descendante d’i-

déaux de L contenant un idéal donné s’arrête au bout d’un nombre fini d’idéaux),
pour tout idéal non nul T de L, y L/T a tous ses idéaux à gauche principaux et

tous ses idéaux à droite principaux. Or RS est un ordre maximal régulier noethé-

rien sans diviseurs de zéro ne possédant qu’un seul idéal premier non nul ~~, , qui

est d’ailleurs le plus grand idéal à gauche et le plus grand idéal à droite de RS .
On sait alors qu’il vérifie la condition de chaîne descendante affaiblie pour les

idéaux (cf. théorème 2.1~ ~ , et on peut appliquer le théorème de Jacobson

à RS .

2. - Les seuls idéaux à gauche (respectivement à droite) de RS sont

les PnP , n = 0 , 1 , 2 , ... f ainsi tout idéal d’un côté de RS est bilatère.

Enfin il existe un élément a a e > b>i qum RS an = an RS = PnP , n = 1 , 2



_ ~
Démonstration. - D’ après la proposition 3, RS = RS/P2P est un anneau à idéaux à

gauche (respectivement à droite) tous principaux, et PP/P2P = RS 5°° , a OE On

a donc Rs a + ’$ = PP et, d’après le lemme 6, PP = *s a .

Soi t I Un idéal à gauche propre non nUi de Rs , I contient Q) Pour un Cer-

tain n Puisque, pour 1 é I , 1 / o , RS 1 est pp-primaire (théorème o) . On a

donc I/Pn+1P = RS lil’ , en posant RS = et a’ e I . On peut écrire succes-

sivement :

donc I = RS a’ + PP I et, d ’après le lemme 6, 1 = RS a’ . Hais appartenant

à a 1 a == a’ , et il est alors facile de prouver que 1 == R S a’ y

pour un entier naturel r . En particulier y on a ~’~ .~ R~ ~’p ~ : si l’on avait
c s 

00 
c~

p > r , on en déduirait PpP = PrP , mais cela entraînerait ~ pnp ~ o , contrairement

au lemme 5. On a donc p q r . Or ceci entraîne p = r (démonstration par récur-
rence sur p pour p = 1 , on a évidemment r = 1 ).

Le théorème s’en déduit alors facilement.

THÉORÈME 3. - Tout idéal à gauche (respectivement à droite) de R est bilatère.

Démonstration. - Nous considérons un idéal à gauche p-primaire, p premier mi-

nimal, X . D’après le lemme 7, X = (R S X) n R . D’après le théorème 2, R S X est

, , , 
n

un idéal bilatère de donc X est un idéal de R . Soit alors Ra = n X. ,
1= . 1 

J.

a ~ 0 , y une représentation de Ra comme intersection d’idéaux à gauche

Pi-primaires (théorème 0), P. premier minimal, y i = 1 , ... , n . Chaque X. est

bilatère y et par suite Ra est bilatère. On démontrerait de même que aR est bi-

latère, y et par suite tout idéal d’un côté de R est bilatère.

4. Puissance symbolique n-ième d’un idéal premier minimal P de R .

Dans son article ~4~, GOLDTE définit la puissance symbolique n-ième d’un idéal

bilatère premier ~~ , notée d un anneau non commutatif noethérien. En trans-

posant dans le cas particulier considéré ici, la définition par récur-

rence sur n , prend la forme simple suivante : . on pose pour n = 1 , P(
1) = P .

supposons P(n-1) définie, P(n) n) est définie ainsi :

~~ désignant la famille des idéaux de R qui coupent S = R - f .



~ ~ fn)THEOREME 4. - Pour n == 1 , 2 , ... , P(n) est le plus grand idéal (le la classe
module l ’ équivalence d’Artin (R. ; de plus, on a

Démonstration. - Partageons la démonstration en plusieurs points :

Premier point : n = 1 , 2 , ... , sont tous distincts. En effet,
si l’on avait ~"~ ~ = P~~ , cela signifierait ( cf. [ 4]y proposition 3.3) :

pour un certain F et un certain G appartenant à S . Passons aux classes module

R , compte tenu de ~~ = (P~~ ’ ~ il vient :

et

et

puisque P est maximal dans sa classe. Soient s; = F y s’ e G y s et SI ap-

partenant à S . On en déduit ss’ ~ P . ce qui est impossible d’après le théorème
1. On lie peut donc avoir 1~ égalité ~ = (~ n) avec n ~ n’ .

Deuxième point: (? est le plus grand idéal de la classe de Pn modulo R .

En effet, on sait, (1 ’ après GOLDIE ([4], théorème 4.3), que P(n) est P-primaire
des deux côtés, n = 1 , 2 y .... Les idéaux P(k) sont donc les plus grands

idéaux de l eur classe ~" ’ module ~- y k = 1 y 2 y .... Les classes ~’ 
,

k == 1 y ... , n , sont des classes P-primaires contenant Pn (cf. [7], théorème

II.6, p. 94y et lemme II. l) : ce sont donc des classes parmi les Pk , k = 1 , -.. y ri.

Connue les classes P(k) , le = 1 y 2 , ... y n y sont distinctes d’après le premier

pointa on a l’égalité (P~ y et ~~’ est élément maximum de la classe ’? y
i~~~i.....n

Troisième point: On montre alors, comme au lemme ’5 y en remplaçant Pn par

/ B / B~~ , que H ~~ = 0 .
n=l

Quatrième point: L’anneau local associé par GOLDIE à P y dans son article L4Jy
est RS (grâce au troisième point). En appliquant les résultats de GOLDIE ([4],
théorème 4.6), on peut écrire P(n) = (PP)n n R , P(n) RS = RS P(n) = (PP)n
On a vu, au lemme 3;, l’égalité (PP)n = (Pn)P .



THÉORÈME 5. - Pour tout idéal premier associé à Ra = aR y 0 , a ~ R

il n ’y a pas d’idéal ~-primaire entre et @ . De façon générale, les seuls

idéaux P-primaires entre Pn et P sont P(n) , P(n-1) , ... , P .

Démonstration. - Rappelons que les idéaux ?-primaires sont maximaux dans leurs

classes module R y et celles-ci sont distinctes de la classe de R. La classe

(l’un idéal @-primaire contenant ~ est donc de la forme ~ avec k = lj_*.. y n.
Un idéal ~-primaire contenant P est donc élément maximal de la classe ~ pour

un certain k , 1 ~ le ~ n : c’est donc (? " .

Problèmes ouverts :

Premier problème : Dans le cas commutatif, la réciproque du théorème 5 est exacte

( cf. [8] et [9 ]). Est-elle exacte dans le cas non commutatif ?

Deuxième problème : P(n) est-elle composante @-primaire de (? bien détermi-

née dans toute décomposition réduite de (P en idéaux tertiaires ?

Troisième problème : Comment se modifie cette étude lorsque R est un anneau

premier ou semi-premier ?
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