GUY MAURY

Remarques sur les ordres maximaux réguliers noethériens
sans diviseurs de zéro

Séminaire Dubreil. Algébre et théorie des nombres, tome 22, n° 1 (1968-1969), exp. n° 8,
p. 1-12

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1968-1969__ 22 1_A5 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1968-1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1968-1969__22_1_A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL-PISOT 8-01
(M1gtbre et Théorie des nombres) o
22e année, 1968/69, n° 8 3 février 1969

REMARGQUES SUR LES ORDRES MAXIMAUX REGULIERS NOETHERIETS
SANS DIVISEURS DE ZARO

par Guy MAURY

1. Introduction

Rappels et notations.

Dans cet article, R désigne un anneau non nécessairement commutatif & élément

unité noethérien (c'lest~3-dire satisfaisant 3 la condition de chafne ascendante

pour les idéaux & gauche et pour les idéaux a droite), sans diviseurs de zéro. On

sait qu'un tel anneau admet un corps des fractions X [3].

Nous allons supposer de plus que R est un ordre maximal régulier dans K au

sens de ASANO [1]. Les définitions sont domnées dans 1'article de ASANO [1] ou dans

ma thése [7] (chapitre III, partie II, p. 84 & 87). Dans la suite, nous dirons "or—

dre maximal" pour "ordre maximal dans X Y,

Dans le chapitre III, partie II, de ma thdse [7], j'al 4tabli comme application
de la théorie des G-algdbres de LESIEUR et CROISOT [6], un théoréme qui s'énonce

dans le cas particulier considéré ici s

THEOREME O. - Soit R un ordre maximal, régulier, noethérien, sans diviseurs de

zéro. Soit a , a # 0 s, 38€ R, Ra (respectivement ar ) est intersection d'i-

a

déaux 3

gauche (respectivement & droite) primaires (au sens de LESIEUR et CROISOT

[6]) dont les radicaux sont des idéaux premiers bilatdres minimeaux de R

Cet article a pour but de donner des prooriétés des ordres maximaux ncethériens,

réguliers, sans diviseurs de zéro, vérifiant la condition (¢) supplémentaire sui-
vante ¢

(C) Pour tout idéal premier bilatire minimal @ de R, tout idéal d'un c8té ©-

primaire est compris dans # ,

La condition (C) est vérifide en particulier si tout idéal d'un c8té X, -
Primaire, est bilatere.

Ces propriétés décculent principalement du théordme 0. On démontre, aprds une

’ ’ “ N . . . N,
ctude assez longue, que R a ses idéaux 3 zauche et & droite tous bilatdres. D'od

résulte 1'existence, pour tout idéal premier bilatére ¢ , de R , non obligatoire—

ment minimal, d4'un anneau de fracticns & droite et 2 gauche selon S =R - @ .

e
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Lorsque @ est un idéal premier bilatére minimal, la structure de RS est par—
est un idéal premier bilatere mi-
rnimal, nous étudions les puissances symboliques @(n) y D=1,2, ¢s0 o de €,

définies de fagon générale par GOLDIE [4].

ticuliérement simple. Toujours dans le cas ou @

Cet article laisse ouvertes bon nombre de questions dont quelques-unes sont ci-

by

tées & la fin.

Je remercie L. LESIEUR pour ses précieuses remarques au cours d'une discussion
orale.

2. Anneaux de fractions selon un idéal premier, non nécessairement minimal de 1'an-
neau R . '

AL

Dans toute la suite, nous dirons idéal pour idéal bilatére.

Soient ® un idéal premier de R, et S =R - ® . Rappelons que si I désigne

un idéal & gauche 2-primaire, 92 désignant un idéal premier, il existe un entier
naturel p tel que 9P ¢ 1 (voir LESIEUR-CROISOT [6], propriétés 5.5 et 5.6, et

théoréme 5.1), et si 2 est premier minimal, la condition (C) entrafne 1 <2 .

THEOREME 1. - S est un sous-demi=-groupe multiplicatif de R, R vérifie la

condition de Ore des deux c8tés par rapport & S .

Démonstration. — Soient 8 et s' deux éléments de S ; nous allons établir que

ss' appartient & S . Appliquons le théordme (0) :

n
Rs = N Xi’ Xl idéal & gauche @{Tﬁmare, i=1, vee T
i=1
n'
s'tR= N X!, Xi idéal & droite @{-primaire s, 1=1, «eo 1" .
i=1
I1 existe des entiers pi et p3 , i=1, eee 3y, J=1, ees, ', tels que
. p! ,
pil CX, et P1JdcX', i=1, 400, r, J=1, «., " . On peut alors écri-
1 J J
Te :
r p, i=r j=rt p! '
I ©*<c n % =k&s ; i @Jzasnx3=s'a.
i=1 *  di=1 % =1 3=1

Si ss! appartient &4 ® , on a Rss'R S @ , et par suite :

i=r p, j=r'
(1) (e < (i

1
@?j) c
i=1 j=1 J

idéal engendré par Rss'R < ¢ .



On déduit de 14 gque l'un des @3 ou 1'un des @i est compris dans € . Mais ceci

entrafne que s ou s' appartient a4 € , contrairement & 1'hypothdse.

Ceci étant, montrons que, pour tout s appartenant & S , il existe un s' ap-

i=r p.

partenant & S , tel que Rs 2 s'R . On a établi plus haut N @il € Rs . Suppo-
i=r op, i=1

sons que i @il appartiemme & @ , on en déduirait que 1l'un au moins des G&
i=1

serait contenu dems ® , donc aussi Rs contenu dans Xi , donc dans (Pi .

On démontrerait de méme que, pour tout s appartenant & S, il existe s" ap-
partenant & S +tel que sR o Rs" .

I1 est facile de démontrer, pour terminer, que R vérifie la condition de Ore

des deux c8tés par rapport & S : démontrons, par exemple, qu'étant donnés a non

nul appartenant & R et s appartenant & S , il existe a' appartenant & R et

s' appartenant & S tel que as' = sa!

en effet il existe, d'aprés ce qui pré-

cede, s' € S tel que sR2Rs!' , et as' s'éerit aussi sa' pour un certain a'

appartenant & R, a et a' étant non nuls.

COROLLATRE 1. = Si M est un idéal & gauche de R, on a

Hp={xekK| Ises, skxcM}=(xek| Bs'es, s'xeM} ,

et M60 est un idéal & gauche de 1l'anneau R

@ L]
Si M est un idéal & droite de R, on a

Ji={xek| Zses, xRseM}=xek| Zs'es, xs'el} ,

et @M est un idéal 3 droite de ltanneau R R =R, »

(o S

Démonstration. - Démentrons d'abord que R

® est un sous—anneau de K : soient x

et y appartenant & Ry, il existe s et s' appartenant & S tels que sRxSR,

s'Ry S R . Comme sRs! ¢ @ , i1 existe T de R tel que sTs' n'appartient pas a

® . On peut écrire alors

sTs'R(x + y) € sTs'Rx + sTR € sRx + sTR S R ,

et x4+ y appartient & R@ .

Corsidérons maintenant xv . On a, y" désignant un élément de R tel que
s'y"s € S,

st'y"sRxy € s'y"Ry € s'Ry &€ R .

En s'inspirant de cette démonstration, le lecteur établira de mlme que M, est un

idéal & gauche de R@ , M désignant un idéal & gauche de 3 . Finalement, de
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sRx € M nous déduisons sx € M , puisque R possdde un é1ément unité. Réciproque-
ment, de sx €M, s € S, nous déduisons successivement Rsx €M et s'Bx eM ,
s' € S tel que Rs 2 s'R .

I1 est bien connu que la condition de Ore des deux c8tés par rapport &2 S entraf-

ne 1'existence d'un anneau de fractions au sens ordinaire de R selon S , noté

RS . RS est l'ensemble des éléments de K de la forme as_l , a€R, 8 €3

on a donc RS = pR ; on a de méme Rs = Rgo . Remarquons que si M est un idéal a
gauche de R , on peut écrire M@ =Rg M .

3. Annean de fractions & droite et & gauche RS y S=R-p, F idéal premier

bilatére minimal de R .

Dans toute la suite de 1l'article, ® désigne un idéal premier bilatére minimal
de R .

PROPOSITION 1 (ASANO [2]). = Rp, est un ordre maximal régulier.

Démonstration. — Le lecteur est prié de se reporter & 1'article de ASANO [2], p.
25, théordme 5.4 (la démonstration de ce théordme, donnée dans le cas oi R est un
demi-groupe, se recopie lorsque R est un anneau). Dans le cas particulier ou R
est un anneau dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, ce résultat se
trouve aussi dans l'article de ASANO [ 1] (théordme 3.13).

T
LEME 1, - Soit M= N Xi R Xi y 1=1, eeo yn, et M désignant des idéaux
i=1
n
\ Y — . . S - . . i - P
a4 gauche, on a M60 .21 (Xi)@ Si de plus Xi est @i primaire avec @l ¢ y ON

Démogstration. - De M <X résulte n#@ < (Xi)@ pour i =1, ... , n, donc
g & .ml (Xi)63 . Soit maintenant x € .nl (xi)@ : pour chaque 1 = 1 4 ees , B , il
1= 1=

existe s; € S tel que s; X € Xi « I1 est facile 4'établir par récurrence sur n,

grace & la condition de Ore, 1l'existence d'éléments a, appartenant 3 S tels que

Y =08, = eee =08, avec y €35 .
n - . -
On en déduit wvx € Xi s, i=1, ... ,n, donc yxe N Xi et x € Mg . Ainsi
Mo est égal 2 igl (xi)@ .
La deuxi®me partie du lemme est démontrée au lemme II.2, p. 98 de ma thése (73



&=05

LEDE 2, = Si O est un idéal de R maximal dans sa classe modulo 1'équivalence
d'Artin R, on a

?

en particulier on a @@ = @@ .

Démonstration. — De sRx € , on déduit RsR.RxR S 9 , en désignant aussi par
RsR 1'idéal engendré par RsR dans

R . En passant aux classes des idéaux modulo

1'équivalence d'Artin ® dans R (on pourra se reporter, pour les définitions et

les propriétés relatives & l'équivalence R , au livre de JACOBSON [5] ou & ma the-

se [7]), on obtient : RsR.RxR = 4 , donc RxR € RsR 1.0 = LLRsR™' ot WRA.RSE € X

et RxR.RsR € & , puisque @ est maximum dans sa classe modulo R : par suite x

appartient & @d s et réciproquement : on a donc ﬂ@ = @& « Comme & est maximal
dans sa classe modulo ®& ([7], chapitre III, théoréme II.5 et lemme 1I.1), on peut

appliquer au cas particulier € =d .,

LEMME 3. = Pour n =1, 2, .cu , (@n)oﬁ (@@)n = @(@n) .

Démonstration. — Démontrons par exemple (@@)n = @(@n) + soient X, € @@ = @@
: o i=n -1 _
pour i =1, 4. 4 n , et considérons igl Xi 3 on a xi = Si p:.L = pi si s avec

Ps et p{ appartenant a ® , et 85 si appartenant &4 S . On peut écrire

-1 =1 . -1
= t 1 IS = S .
xl x2 pl s1 q2 p2 pl T p2 y avec T 52 S1 €

-
3

Or T Py appartient & @@ = @@ sy et on peut écrire T-l P, = pg T'-l , T €5,

-1

pg eEP, et X, X, =Py pg T! . On peut appliquer ce raisonnement &
X) Xy Xy eee y Xy Xy oeee X
On obtient finalement
X| X5 ee0 X =D, pg ces pg y—l y avec ¥y € 5

P s pg s eoe pg appartenant a ® . On a denc X, ves X VY € & s donc

1

n n_ .0
X| eee X € @(ﬁ ) et (@@) = P(@ ) .

Ltinclusion 62,(tian) c (@@)n est immédiate.

LEMME 4. - ¥ a.€R, Rya-= (Ra), .
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-1
Démonstration. — Si x appartient & Rga, ona x =38 Aa, A€eR, donc

sx € Ra et Ry ac (Ra)p « Soit x € (Ra)p , il existe s € 3 tel que sX € Ra,

donc x =8 ' Aa pour A €R et x €R5a, (Ra)CD SRy a.

PROPOSITION 2. - Ry est un anneau noethérien ; ®, est son plus grand idéal &

gauche et aussi son plus grand idéal & droite. @, et (0) sont les seuls idéaux

premiers de RS . I1 y a une correspondance entre les idéaux 3 gauche propres (&

dreoite pr0pres) de Rs et les idéaux & gauche (2 droite) ne rencontrent pas S :

I idéal & gauche de RS -> I'=InR

’

I' idéal 2 gauchs de R =» I = Ry It
de plus, I désignant un idéal & gauche de RS y ON 8
I=RMINR) .
Démonstration. — Soit I wun idéal & gauche propre de RS sy I'"=RnNnI estun
idéal & gawche de R .Ona I 2R I'.Soit i=8'acl, a€R, seS.on

peut écrire si =a€ I nNnR=1I' et ice€ Rs I' . D'ailleurs I1' mne rencontre pas
3 , sinon on aurait I' = RS « Si I' est maintenant un idéal & gauche de R ne

rencontrant pas S , RS I' est un idéal & gauche de R, propre car, si 1

S ap=

partient & RS I' , on peut écrire

r
1= 2 sTl a, 15 ’ avec is e L', aj € R et sj €S pour J =1, vee , T &

On a vu au lemme 1, au cours de la déunonstration, l'existence de vy , v € S, tel
que

'Y=C( S, = ecee =0 3

r
Dés lors vy = 2 ysjl aj ij e I' , ce gqui entralne une contradiction.
J=1

Le fait que RS est noethérien se démontre comme dans le cas commutatif. Cher-

chons les idéaux premiers de RS . Démontrons d'abord que €5 est le plus grand

®
idéal & gauche de Ry 1 soit I un idéal 2 gauche de Ry , I#RS, I'=InR
ne rencontre pas S , donc est inclus dans € , et ona I = RS I'c RS £ = @? .
Comme Gb = @@ (Lemme 2), F@ est aussi le plus grand idéal & droite de RS .
Scit @ wun idéal premier non nul de RS , donc compris dans @@ « On veut démon-

trer 1'8galité 9 = @€ . Soit 9'=9 NnR, C G 92' < € . Démontrons que 2' est
P >

complétement premier, donc premier dans R (a , begt, ab e 2' entraine =

A

ou b appartient & 9? ). On peut supposer d'entrée que a et b n'appartiennent
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pas 2 S, car si 1'un d'eux, par exemple a , appartient 2 S , de ab €2' on
déduit b €2 , donc b € 2' . Supposons donc que a et b appartiemnent 3 © et
qu'ils n'appartiennent pas &2 2' : de ab € 2' , on déduit (Rs a).b =2 , donc
(Ra)®.b €9 (lemme 4). D'aprds le théordme O, on peut écrire

’ X, @i-primaire y 1=1

i i t] L 1 1] n 9

et, d'aprés le lemme 1,

n
i=1

puisque l'on suppose que a appartient & ® , 1l'un des @i , par exemple @1 y est
égal 3 ® . D'aprds le lemme 1, on a

1 b
Comme ® * & X, pour un certain entier naturel p, » on a (e 1)@ c (Xl)60 et,
d'aprés le lemme 3,

(@pl)@ = (@@)pl = (Xl)@ .

p
Si 1'on avait (@@) lcg , on déduirait 2 = @@ y c'est-a-dire ce que nous voulons

7 . p p
établir. Supposons donc (@@) 1 £9 , il existe alors a', a'g92, a'e (@@) 1,

P
done a'RS € (@@) 1 c (Xl)CD . On a donc a'RS b & (Ra)@.b €9 avec a' et b
n'appartenant pas & 9 : il y a une contradiction. Finalement 92!

dans R . I1 est donc égal & @, et 2 = Co

LEMME 5. = Soit R un ordre maximal régulier noethérien, sans diviseurs de zéro

Ti—t<o
soit ® wun idéal premier minimal de R, ona N " =0 .
n=1
n=+w®
Démonstration. — Soit K= N ®° . Si K est non nul, en désignant comme plus
n=1

haut par & 1la classe de O , idéal de R , modulo & , on a K£R, car K=R

entrafnerait @ = §7, ce qui est impossible (cf. [7], lemme II.1, p. ¢7). On pour-
rait écrire alors :

— 1Y P —
{ = 1 9 T cp
K = Ql ses gr = U et

1= F

[N}

per exemple, ® é&tant un éldment premier dans 1'ensemble des classes (théoréme

II.5, p. 93 de ma these [7]). Conme cn a X c pour tout n entier naturel, cn
P+l P, D p — P, P
peut écrire ¢ 1spet 322 ces er , dlch #2232 2

A T = _a
5 eee 2. et £ = ﬂj pour un

est bien premier

o



[n]
i
(g9
(A8}

—

j compris entre 2 et T . Or ceci est impossible, car on a supposé 9. 4 Qj

i
pour i #j, i, J=1, eeo, T ). I1 y a une contradiction, et K =0 .

LEMME 6 (NAKAYAMA). - Soit A un anneau 2 é1ément unité, admettant un idéal M

qui soit & la fois le plus grand idéal & gauche propre de A et le plus grand
idéal & droite propre de A .

1° §1 E est un A-module & gauche (respectivement 3 droite) de type fini,

E=HME entratne B =0 (requctivement E = B! entratne E =0 ).

2° 31 F est un sous—=A-module & gauche (respectivement 3 droite) du A-module &
gauche (resPectivement a droite) E' , tel que E'/F soit un A-module & gauche

(respectivement & droite) de type fini, alors RB' = F + ME!
E' = F + E'™ ) entraine E!' =F .,

(respectivement

Démonstration. — Elle est bien connue. Le lecteur la retrouvera sans peine de

toutes fagons.

LEMME 7. - Soit X wun idéal & gauche ®-primaire de R, ® désignant, rappe-

lons—le, un idéal premier minimal de R 3 on a X = (RS X) nR.

Démonstration. — Elle a été faite, sous des hypothéses plus générales, au lemme
11.2, p. 98, de ma thdse [7].

PROPOSITION 3. = Soit T wun idéal non nul de Ry RS/T est un anneau & idéaux

4 gauche tous principaux et & idéaux & droite tous principaux.

Démonstration. - JACOBSON a démontré (ef. [57], théordme 24, p. 128 et 129) que si
L est un ordre maximal régulier noethérien vérifiant la condition de chafne des-
cendante affaiblie pour les iddaux (ctest-3=~dire que toute chafne descendante d'i-
déaux de L contenant un idéal donné s'arr8te au bout d'un nombre fini d'idéaux),
pour tout idéal non nul T de L , L/T a tous ses idéaux & gauche principaux et
tous ses idéaux & droite principaux. Or Ry est un ordre maximal régulier noethé-
rien sans diviseurs de zéro ne possédant qu'un seul idéal premier non nul @@ , qui
est d'ailleurs le plus grand idéal & gauche et le plus grand idéal & droite de RS.
On sait alors qu'il vérifie la condition de chafne descendante affaiblie pour les

idéaux (cf. ASANO [1], théordme 2.16), et on peut appliquer le théordme de Jacobson

a Ry .

S

v, -\‘ ’ - 5

THECREME 2. = Les seuls idésaux & gauche (respectivement 2 droite) de RS sont
n . . > 3 r z s Y

les ©,, n=0,1, 2, ... ; ainsi tout idéal d'un c8té de Ry est tilatdre.
Enfi s <3 24 & + = + e 2 52 S p 2B =1,2

in il existe un elément a , a €5, tel gue Iy 8 =2a Ry =PFp , n=1,2...
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[V

Démonstration. — D'aprés la proposition 3, ﬁ; = RS/@; est un anneau a idéaux
gauche (respectivement & droite) tous principaux, et @@/@,2 ='§;‘§ , a € RS + On

2 s o -
a donc RS a + @@ = @@ et, d'aprés le lemme 6, Po = RS a .

Soit I un idéal & gauche propre ncn nul de Ry , I contient @g pour un cer—
tain n puisque, pour i €I , 1 #0, RS i est Cg-primaire (théortme 0). On a
donc I/@g+l = RS'E' , en posant ﬁé = RS/@2+1 et a' eI . Or peut écrire succes-
sivement ¢

n+1

= t = 1 n ' v
I =Rya'+ Po = Ry a' + @@.@@ S Ry a' + Forl &1

donc I = Ry a' + @@ I et, d'apres le lemme 6, I = RS a' . Mais a' , appartenant

a @@ s, s'éerit a; a= a' , et 11 est alors facile de prouvsr que I = RS ar®
pour un entier naturel r . In particulier, on a @; = RS af < Pg :+ si 1'on avait

@™
PO T . . .
p>r , on en déduirait @5 = P , mais cela entrafnerait N @2 # 0 , contrairement
1 v
au lemme 5. On a donc p < r . Or ceci entraine p=r (démonstration par récur—

rence sur p pour p =1, on a évidemment r = 1 ).

Le théordme s'en déduit alors facilement.

THEORMIE 3. - Tout idéal 3 gauche (respectivement & droite) de R est bilatdre.

Démonstration. - Nous considérons un idéal & gauche (-primaire, ¢ premier mi-

nimal, X . D'aprés le lemme 7, X = (RS X) N R . D'aprds le théoréme 2, RS X est
n X

n A
i=1 1
a€e R, a#0, une représentation de Ra comme intersection d'idéaux & gauche

Il

un idéal bilatdre de RS , donc X est un idéal de R . Soit alors Ra

P, -primaires (théoreme 0), ®, premier minimal, i =1, ... , n . Chaque X est
bilatére, et par suite Ra est bilatdre. On démontrerait de m8me que aR est bi-

latére, et par suite tout idéal d'un c6té de R est bilatére.

4. Puissance symbolique n-idme d'un idéal premier minimal € de R .
(e A T e S Y e dndi i e e o o P P e e S e o e S o o

Dans son article [ 4], GOLDIE définit la puissance symbolique n-idéme d'un idédal
bilatdre premier ¢ , notée @ o , d'un anneau non commutatif noethérien. En trans~

. . SN PP n p
posant dans le cas particulier considéré ici, la définition de @( ) , par recur—

. . . 1
rence sur n , prend la forme simple suivante : on pose pour n=1, & =§ .
a n—-1 Lo n P R

Supposons @( ) définie, @( ) est définie ainsi :

@(n) ={x| x€eR, 3FPes, 2Ged, tel que GXF & ?(n—l).@}

¢ désignant la famille des idéaux de R qui coupent S =R -7 .
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THEOREME 4. — Pour n =1 , 2 , ees , o) oot 10 plus grand idéal de la classe

de © modulo 1'équivalence d'Artin R ; de plus, on a

—

() = o) = () = (60)) ~ng @) L 6m) 5 (o )n

Dénonstration. - Partageons la démonstration en plusieurs points :

o(n)

s f y POUr n=1, 2, ... , sont tous distincts. En effet,
) = @(n) , cela signifierait (cf. [4], proposition 3.3) :

Premier point s L

s Le
(npl

si 1ton avait @

G{P(n) pe et p

H
pour un certain F et un certain G appartenant & & . Passons aux classes modulo
R, compte tenu de @(n) = @(n—l) y il vient :

.o Fe el 5
et

G.FS@®

n

et

G.Pcf

puisque ® est maximal dans sa classe. Soient s € F, s'eG, s et s' ap-

partenant & S . On en déduit ss' e ® , ce %ui est impossible d'aprés le théoreme
®

. oz (ns n')
l. On ne peut donc avoir 1'égalité @ = avec n # n'
Deuxieme point ¢ @(n) est le plus grand idéal de la classe de ™ modulo R .

Bn effet, on sait, d'aprés GOLDIE ([4], théordme 4.3), que @(n) est P-primaire
des deux c8téds, n =1, 2, «.s o Les idéaux P k sont donc les plus grands

c o k
idéaux de leur classe @CE7 modulo ® , k=1, 2, «os « Les classes F ’

k=1, «eo y n, sont des classes 5;primaires contenant Eﬁ (Cf:_L7]’ théoréme

I1.6, pe. 94, et 1em§g_zl.1) : ce sont donc des classes parmi les P y k=1, «ae,n.
Comme les classes @(k)_
point, cn a 1'égalité
k=1

‘q 2 . k
est é1ément maximum de la classe #

,o-o,n.

RN . HI
Troisidme point : On montre alors, comme au lemme 5, en remplagant ° par

( n=two
?\n) , que N @(n)
n=1

fuetridme point : L'anneau local associé par GOLDIE & € , dans son article (47,

=0.

st Ry (grice au troisi®me point). En appliquant les résultats de GOLDIE ([4],

théorime 4.6), on peut éerire ©) = (°,)" n R, d'oh résulte #{n) Rg = Rg o) 6"

On a vu, au lemme 3, 1'égalité (@@)n = (@n)? .
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THEOREME 5. - Pour tout idéal premier @ associé 3 Ra=akR, a#£0, a€R,

il n'y a pas d'idéal C-primaire entre P(g) et ® . De facon générale, les seuls

(E)- y @(n-l)

03 ’ " 3 3 n
idéaux @P-primaires entre @ et ® sont ¢ , @ .

gy oo

Démonstration. - Rappelons que les idéaux F-primaires sont maximaux dans leurs

classes modulo & , et celles—ci sont distinctes de la classe de R . La classe
d'un idéal P-primaire contenant ®° est donc de la forme & avec k = lyeca,n,
Un idéal F-primaire contenant ©" est donc élément maximal de la classe o pour

k
un certain k , 1<k <nz: clest done @ ) .

Problémes ouverts =

Premier probléme : Dans le cas commutatif, la réciproque du théordme 5 est exacte

(cf. [8] et [9]). Bst-elle exacte dans le cas non commutatif ?

Deuxidme probléme @(n) est—elle composante FP~primaire de ™ bien détermi-

’ . 3 . n . ’ . 3
née dans toute décomposition réduite de ® en idéaux tertiaires ?

Troisiéme probldme : Comment se modifie cette étude lorsque R est un anneau

premier ou semi-premier ?
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