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16 décembre 1968

QUELQUES RELATIONS ENTRE
LES ALGRBRES DE JORDAN BT LBS ALGEBRES DE LIE

par Barl J. TAFT

1. Introduction.

Soient A une algébre de Jordan unitaire, et M un bimodule unitaire pour A .
Nous allons utiliser une construction de Koecher ([5]), pour décrire le groupe de
cohomologie Hl(A , M) , en termes de certaines algébres de Lie et leurs modules.
Nous donnons aussi quelques observations sur les idéaux et les sous—algdébres des
algébres de Lie construites par KOBCHER, qui servent & faciliter la démonstration
du théortme principal de Wedderburn, pour les algébres de Jordan sur un corps com—

mutatif de caractéristique zéro (voir [1] ou [3] pour des renseignements généraux
sur les algtbres de Jordan).

2. L'algébre 2(A) de Koecher.

Soit A une algebre de Jordan sur un corps commutatif F , c'est-&~dire : A
est commutatif et satisfait & 1!'identité a?(ba) = (a° b)a pour tout a , b € A .
Nous supposons aussi que A posséde une unité

1, et que la caractéristique de F
n'est pas égale & 2 . Pour

a € A, nous désignons par L(a) 1la multiplication
déterminée par a dans A , alors

L(a)z = ax , X €A .
Nous notons par H(A) , 1'algdbre de Lie engendrée par L(a) = {L(a) | aeA}.

Le produit dans H(A) est noté par des crochets carrés [X¥] = XY = YX . A cause

de 1t'identité

([L(a) , L(b)], L(e)] = L((bc)a - b(ca))

qmui est valable pour tout a, b, ce A, on a

’

H(4) = L(4) + [L(a) L(a)] ,

ot [L(4) L(4)] est le F-sous—espace de A engendré par les produits [L(a) L)1,
a, be A. Comme 1€ A, cette scmme est directe, u(a) = L(4) @f[L(A) L(A)] ,
et on remarque que L(1) = I , application identique de A , appartient & L(2) .

Nous rerarquons aussi que les éléments de [L(A) L(A)] sont des dérivations dans
4.
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Soit A une copie de A en tant qu'espace vectoriel j nous formons 1l'espace
vectoriel

2(a) =E(A) @A @ & .

Nous allons utiliser les triples ordonnés (T , a, b) pour dénoter les éléments

de £(A) . On définit une application bilindaire A de A x A dans H(A) :
aAb=L(ab) + [L(a) , L(b)] .

*
Ensuite, nous remarquons qu'il y a un anti-automorphisme T —> T dans H(A) ,

. * 33
donné par (L(a) + D)" =L(A) =D, pour ae€ A, De [L(4) L(A)], et que T =T,

3*
T € H(A) . L'application T =» = T est alors un automorphisme d'ordre 2 dans

H(A) . Maintenant, on munit 2(4) d'une structure d'algébre, de la manidre suivan—
te

[(Tlra]_’f;)y(T21329€;)]=(T:3yb),

pour TiEH(A), ai’biEA’ i=1,2

ou $
T=[T1T2]+alAbZ-a2AbleH(A),
a=T1(a2)—T2(a1)€A,

b T b+ T b e A

DR S B S T

Dans [5], on a vu que 9£(A) est une algdbre de Lie sur F , et qu'il y a un au~
tomorphisme d'ordre 2 de £(A) domné par

- — 3 —
X=(r,a,b) => X=(=T ,b, 8 .

Nous appelons X —> X 1'automorphisme principal de £(4) , et G 1le groupe d'ordre
2 engendré par X —> X .

3. Le groupe Hl(A , M) .

Soit M wun bimodule unitaire pcur A , c'est-&-dire : il y a des applications
bilindaires de M x A et A x M dans 1, et si cn forme la somme semi~directe
B=AGEM, alors le produit (a1 ’ ml)(a2 ’ mz) = (a1 ay a, m, +omy a2) munit
B de 1la structure d'une algebre de Jordan (commutative unitaire) sur ¥, A est

une sous—algdbre de B , et M un idéal tel que H° =0

Seit Zl(A , M) 1'espace vectoriel sur F formé des dérivations f de A dans

M, c'est->dire, des applications F-linéaires f : A —>M +telles gque

f(ab) = af(b) + £(a)v , a,bel .
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Si 8, 9 see sy B € A et x

L1 ves s X € M , l'application

a § a.(x, a) - x.(a, a ’
> 2 (eylx @) - x ey @)

n
qui est la restriction & A de la dérivation 2 [L(ai) L(xi)} dans 3B , appar-
. Y l 4 . i=l
tient 3 Z (A, M) , et nous désignons par Bl(A , 1) 1l'ensemble des $1léments de
z'(4 , M) qui se trouvent sous cette forme ( n n'est pas fixe). B(4 , M) est
l r rd . ’
un sous—espace de 2 (A , M) s composé des dérivations intérieures de A dans M ,

et nous désignons par Hl(a , M) 1'espace quotient Zl(A , M) / Bl(a , M) .

Maintenant, nous considérons 1'algébre de Lie £(B) décrite dans 1e § 2. £(B)
a une sous—algébre

s(4) = (n(a) + [L(a) L(A)], &4, B)

(qui n'est pas, en général, isomorphe & £(4) , le L

indiquant ici la multiplica—
tion dans B ), et $£2(B) a un idéal

M) = (M) + [(L(a) v)], M, M) .

I1 est évident que 2(B) = s(a) + I(M) , parce que [L(M) L(M)] =0, et la somme
est directe, parce que si D € [L(A) L(A)] n [L(A) L(M)], alors D(A) S A nM =0

et D(M) = 0 entratne que D=0 . Or I(M) est un bimodule pour 1l'algsébre de Lie

s(a) ( 2(B) est une algeébre de Lie). Soit Zl(s(A) ' I(11)) 1'espace vectoriel

sur F des dérivations f de s(4) dans I(1) , clest-i—dire :

f([sl s2]) = [f(sl) 52] + [sl f(sz)] , s s. € s(a) .

1?72
Si i eI(M), l'application (6i) : s(4) ->I(d) , définie par (&i)(s) = [is],

s € s(A) , est une dérivation de s(A) dans (1) , et nous posons
Bl(s(a) , T(M)) = 81 | i e1()} ,

les dérivations intérieures de s(A) dans I(il) . Enfin, comme d'habitude,
al(s(n) , 1)) = 2h(s() , 1(0) / 37(s(8) , ICGN)) .

Nous avons 1'intention de démontrer que E' (A , 11) est isomorphe i HIG%A),I(M»,
mais il convient d'introduire encore un autre groupe de cohomologie. lous remar—
quons que le grcupe G agit comme groupe d'automorphismes sur les algtbres de Lie
s(L) et I() , et qu'il respecte aussi 1la structure de I(¥) comme s(A)~bimodule
(rappelens que G est le groupe engendré par 1'automorphisme principal de 2(B) ).
Si f est une application lindaire de s(A) dans I(#) , on définit une applice-

* 3* — . ‘s .
tion £ de s(A) dans I(M) par f (s) = f£(8) . Klers f =°f , ot si

= L 3
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3
£ ezl(s(a) , (M) , on voit que £ € 2 (4, M) . Bn ovtre, si £ = 5i € B

s On
%*
voit facilement que f = 5(i) . Alors, il y a une action du groupe G sur

Zl(s(A) , I(M)) , sur Bl(s(A) , I(M)) , et donc sur Hl(s(A) , I(M)) . Nous posons

Zh(s(a) , 1) = (£ e 2X(s(a) , 1)) | £=£9)

?

Be(s(8) , T(M)) = z5(s(8) , I(m)) n BY(s(8) , TG1)) ,

et
5L (s(8) , 1(11))

Il

zp(s(8) , 1(M)) / BL(s(n) , TGN)) .

1 . s 0 2
On remarque que H*(S(A) , I(M)) est isomorphe & 1'espace des éléments de

Hl(s(A) , I(M)) qui sont stabilisés par le groupe G . En effet, 1l'application
1
£+ By(s(4) , (1)) - £+ BY(s(a), 101)) , £ e zi(s(a) , 100) ,

est un tel isomorphisme. Tout est évident, sauf peut-8tre la surjectivité. Si

fe Zl(s(A) , I(M)) est tel que f + Bl(s(A) , I(M)) soit stabilisé par G , nous
avons

£ -1 erl(s(a) , T(M) .

Alors,
f_'_"z_ﬁie za(s(a) , 1(0))
et
£ pl(a(a) , 100) - TEE 4 sle(a) , 1)) = £+ BUa(a) , 10D

parce que T -

f + f* f - f* 1
(—5—) = =—5—e B (s(4) , 1(1)) .

LEMME 1. = Si ie1I(M), [s(a),i]=0 => i=0.
Posons i=(L@m)+D,y, N, n,y,zeM, Del[L(a) L(M)].
[(1,0,0),1i]=0 => y=2=0 ,
et [(0, a,0),i]=0 pour tout ae A ==> L(m) +D=0.
LEMME 2. - BL(s(a) , T(1)) = {61 | ie1I(n), i=1}.

* —_— - . =
On a i = (6i) =61 , et (i -=1i) =0 . Alors [s(4) , 1 -1]=0, et le lem~

me 2 résulte du lemme 1.

Maintenant, nous pouvons énoncer le théoréme principal :
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THROREME. ~ H (4 , M) ~HL(s(a) , T(%)) ~ 8 (s(a) , 1G1)) .

Nous donnons, d'abord, un isomcrphisme T de Hl(A , ) sur Hi(s(A) , I(M)) .
1
Soit £ e 2 (A, M) . On prolonge f en une dérivation f' de B par

f'(a, m) = f(a)

et alors T =-» [f' , T] est une dérivation de H(B) . Enfin, on définit une ap-

plication f de s(A) dans I(M) , par

£f(r, a, b = (£, 1], £(a) , £(v)) .
Utilisent le fait que [D , L(a)] = L(Da) , qui est valable pour une dérivation D
quelconque d'une algébre, on voit spécifiquement que

F(L(o) + X [1(8,) 1(e)], a , B)

= (u(e(e)) + 2 [1(£(a,)) 1le) T+ 2 [1(a,) ulele,)], 2(a) , £(6))
i i

pour ¢, d; , e , &, b€ A . On peut montrer directement que f € Zl(s(A) , I(M))
(nous omettons le calculj voir [8]), et nous r marquons que la forme spécifique de

T montre que f € Z;(S(A) , IM)) .81 f e Bl(A , M) , disons f = Z;[L(mi) L(ai)]
i

restreint & A, m, € M , a, € A . ANors, on voit tout de suite que f = §i , ou

i
i=([1m) 1(a)), 0,0) et), et Te BY(s(a) , T(1)) . A cause de i =1,
i
on a, en plus, que f € Bi(s(A) , I(1)) . Donc, il existe une application linéaire
T de Hl(A ’ M) dans Hi(s(A) ’ 1(14)) , donnée par
w(r + BY(A, M) = T+ B.(s(a) , I(W)) .

T est évidemment injective. En effet, si f e Bi(s(A) , (1)) , grice au lemme 2,

T est de laforme T =8(DD, vy ,5) , o8 yeM, Del L) L(A)).si aecs,
(0 ’ f(a) ’ 0) = E(O y €& 0) = [(D » ¥ ?)(O y 8 O)} ’

et de la deuxidme coordonnde, on a que f(a) = D(a) . Alors f est la restriction
de D & 4, et feBNa,n .

La démonstration que T est surjective est plus compliquée, et nous esquissons
. 1 .
le procédé sans donner les détails des calculs. Scit F € Z*(S(A) , 1(s1)) . Poscns
o, 1, 0)= (L(xl) +D,, Vs zl) , X 5 ¥y By eM, D, e (L) L(4)] .
Alors

F:F =5 F(0,0,D-:(‘-L(Kl)*'D,Zl,.:ﬂ) A4
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(I,O,b.)=[(0,1,6.)(0,0,‘1')] ==> F(I,O,S):(L(ayl),xl,-i:) .

[(I,O,B)(O,l,6)]=(0,l,6) => D1=0 et yl.—.zl=0 .

Alors on a

0, 1,0) =((x),0,0 ,
.L‘(O,l,a)=("'L(xl)yo;6) ’
F(I,O,’O‘):(o,xl,-i‘l).

Si a € A, posons

F(O,a,O):(L(xa)+Da,ya,Z;) ,

ou X 9 T, z, eM et Da € [L(M) L(A)] sont des fonctions sur A .

[(0, 1,6)(0, a,6)]=0 => za=0 et xa=xla

[(,0,0)(0,a,0]=((,a,0) = Da=[L(a) L(xl)] .

’

Alors on a )

F(o, a, 0) = (L(x; a) + [L(a) L(x)], v, ,0) ,
et

F0, 0,3 = (-L(x &) +[8(a) L(x)], 0,7) »

[(0,1,0)(0,0, 8]=((a),0,0)
=> F(L(a) ,0,6)=(L(ya) , X a,-ira) .
Pour démontrer que f : A ->M , donné par f(a) = ¥, » appartient & zi(a, m),
on regarde la deuxi®me coordonnée de 1'équation
[(x(a) ,0, 00, b,0)]=(0, a, 0, pour a, bed ,

en appliquant F . Enfin, on utilise

[(L(a) ,0,0) , (Lb) ,0,0]=(La) L(®)1,0,0) ,

pour calculer gque
F([L(a) L(v)], 0, O)
= ([1(a) L)1 + [L(y,) L(®)], [L(a) L) Xx)) , [L(a) L(O)I(x))) -

Maintenant, on définit f comme dans la définition de T , et posons g = F-T.

Alors, pour a , b € A, on a



g(O,a,O)

(L(xl a) + [L(a) L(xl)} ,» G, 0) ,
g(O sy Oy E) = (- L(Xl a) + [L(a) L(Xl)] s O, 6) ’

g(L(a),O,a=(0,Xla,-Xla),

g([L(a) (®)], 0, 0) = (0, [L(a) L(¥) Nx,) , [L(a) L(v) Ax,)) .
On peut vérifier que g = 6(0 , - X, g - :{1) € Bi_(s(A) , I(:1)) . Alors,

F + BL(s(a) , T(M)) = T + Ba(s(a) , T(W)) = +(r + B} (4, M) ,

et nous avons démontré que T est un isomorphisme de H(A , M) sur Hi(s(A) , I(M)) .

Maintenant, nous allons définir un isomorphisme o« de Hl(s(a) , 1(i1)) sur

Hi(s(A) ’ I(M)) . Dés maintenant, nous posons

gt - wl(s(a) , 1(n)) et Hy =Hi(s(a) , 1(M) ,

et pareillement pour Z1 , Zi ’ B1 s By (il n'y a pas de danger, parce qu'on ne
considdre plus nl(a , 1) ).

3¢ 3
Rappelons gue, si f € Zl , nous avons défini f € z! par f (s8) = £(3) ,
s %
ses(h) .5 f£ezl, il est évident que z (£ +£) e Zy . Si £ e B!, disons
f=6i, i€eI(M), ona

1 * 1 . -
—é(f+f)-.—-2-(61+61)

Il

1 /. - 1
8(5 (i +1)) € By .
Donc, il existe une application linéaire o de g dans H,]; , donnée par
(£+BY) =L (£41) + 2} £ezl
alf + =3 + + By, pour € .

I1 est évident que « est surjective, parce que si f € Zi , on a aussi f € Zl ’
et

a8
o~

alf +BY) =2 (£ +£) + Bl =1 +3; .

Encore une fois, nous esquissons le procédé qui montre que « est injective,

sans donner tous les calculs. Soit f € Zl , tel gue a(f + Bl) =0 , Alors, on a
(%) Ls4+£) =6iesl i e (M)
> = 8i I ie .

Grace au lemme 2, i est sous la forme i = (D, vy ,¥) , o0 y €K, et
D e [L(A) L(1)] est une dérivation de 3 .
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]

1°osi f(1,0,0) =@ +U,w,q , m,w,qeM, Ue[Ls) L],

() = n

s £(0,1,0=(0n +v,x,-%, n,x,zeM, Ve [LHM) L],

(#) = f(0,0,1)=((ey+n) -V, -2, =% .

3% Si on applique f a [(0, 1,0) (0,0, 1)]=(, 0, 0), on trouve que
U=0, w=-2y—n-

4° En appliquant f a [(I ,0,0)(0,1,0)]=(0, 1, 0), on trouve que
V=0 et z=0.

I1 suit de 1° & 4° qu'il existe n , x, y € M tels que
f(I,O,6)=(O,—23r—n,—ﬁ)
f(o, 1, 0) = (), x, 0)

£f(o0, 0, 1)

?

?

(Ln+2y) ,0, =% .

Maintenant, pour a € A , posons

£(0, a,0)=(0,, W, ,x ,7) ,

ou TaeL(M) , Wae[L(A) (M) ], X,y 2, €M, et T_, W ,x

y Z sont des
a
fonctions de a .

a

s

50 Bn appliquant f & [(L ,0,0)(0, a, 0)]= (0, a, 0) , on trouve que
? = L(an) , W, = [L(a) L(n)] , et Z,=0 . Aors, on a

£(0, a, 0) = (L(an) + [L(a) L(n)], X, , 0) .

69 Si on applique (%) au 5°, on trouve que

£(0, 0, 3 = (L(alzy + n)) - [L(a) L(2y +n)], O, 2b(a) - %) -

7° En appliquant £ & (L(a) ,0,0) =(0, a, 0)(0, 1, 0) , on trouve que

£(r(a) , 0, 0) = (L(x, - xa) + [L(x) L(a)], - al2y + n) , -~ an) .

8° Si on applique (%) au 7°, on a que x_ = D(a) + ax .
On peut conclure de 5° a &°, que
£(0, a, 0) = (L(an) + [L(a) , L(n)], D(a) + ax , O) ,
£(0, 0, 5 = (L(a(2y + n)) + [L(2y + 1) , L(a)], O, D(a) - &

£(L(a) , 0, 0) = (L(D(2)) + [L(x) L(a)], - a(2zy +n) , - &@) .



9° Si a, be A, nous appliquons f &

(((a) L(®)], 0, 0) = [((a) , 0, O)(L(b) , O, O)]

pour déterminer que

£f([v(a) L(®)], 0, 0)

?

= ([L(x) , [L(a) , L(® 1]+ [D, [L(a) L(®)]], - [L(a) L(b)J(2y + n) ,
[L(a) L(b))(n)) ,

et nous remarquons gque

[L(x) , [L(a) L(p)]] = L((ax)b - a(xb)) e L(1)

?
et

[D, [L(a) L(pv)]] = [L(D(a)) D(b)] + [L(a) L(D(b))] e [L(4) L(H)]

10° A partir des formules précédentes, on peut vérifier directement que

£=6(L(x) +D, 2y +n, —7) € BL

1

nous avons montré ainsi que o est injective, « est un isomorphisme de H sur

Hi y et le théoréme est démontré.

Nous remarquons encore que 1l'application B de Hi dans H1 , définie par _
8(f + By) = £ + B, f ezl , est évidemment injective, et on a : B est 1'ap-
plication identique dans H& . Comme nous avons montré que « est un isomorphisme,
il en résulte que 8 1test aussi, et que § = a—l
ment que B

+ Si on voulait prouver directe~

est surjective, on pourrait prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Tout dlément g de 2z (s(4) , I(i1)) , qui est anti-symétrique,
3*
clest-i~dire g ==~ g , appartient & B (s(4) , 1(11)) .

Si on suppose vraie la proposition, et f € Z1 , On a

f

li

LM ale-
et g = é—(f - f*) est anti-symétrique. Alors,
%-(f + f*) € Zi y
et
8@5 (f + f*) + Bi) = %-(f + f*) + 38l = £ 4+ 38
et B est surjective.

Cependant, & ce pcint, nous pouvons utiliser 1l'injectivité de o pour démontrer
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la vérité de cette propositicn. Si g € 7l est anti-symétrique, on a
1 1 ul 1 1
a(g + BY) =73 (g+g )+ By =B, ,
. 1
ce qui entratne g € B .

Le théorsdme implique aussi le corollaire suivant, déjia connu ([3]).

COROLLAIRE. - Soit A wune algdébre de Jordan semi-simple, de dimension finie, sur

un corps commutatif de caractéristique zéro, et soit M un A-bimodule. Alors,
(A, M) =0 .

Si on forme la somme semi~directe B = A& 11, on a vu que
2(B) = s(4) @1(M) .

Dans [4], on a montré que I(M) est le radical de $£(B) . Donc, s(A) ~ £(B)/I(M)
est semi-simple, et il est bien connu que Hl(s(A) , I(M)) = 0 (voir [4]). Gréce
au théoreme, Hl(A , M) = 0 . Nous remarquons qu'une démonstration directe de ce

corollaire, qui utilise l'algébre £(B) , B= A®M la somme semi-directe, est
donnée dans [8].

4. Remarques sur les idéaux et les sous—algdbres de 2(a) .

Maintenant, A est une algdbre de Jordan unitaire. Vous remarquons que si M
est un idéal dans A , alors

(M) = (M) + [(L(a) ()], M, M)

est un idéal dans £(A) , qui est stable pour 1'automorphisme principal de 2(a) .
I1(M) est aussi homogeéne, dans le sens suivant. Soient P1 ’ P2 , et P3 les pro-
jections de $£(A) sur ses trois coordonnées H(A) , A, et A respectivement.

Un sous—espace 6 de £(A) est appelé homogéne si 61 = (SP1 sy O, 0) ’

6,= (0, 6P2 , 0) , et 63 =, o0, 6P3) sont tous les trois contenus dans 6 ,

N —- @ o ' -3 i & i = (
et 6 = 61 F‘SZ C>63 , c'est—&-dire, © est homogeéne si © ‘SPL , 5P2 , GPB) .

PROPOSITION 2. = Tout idéal de 2(4) est homogéne. En plus, T est stable

pour 1'automorphisme principal de £(4) , et R, =0, estun idéal dans A .

Soit (7, a, ) e, TE€ ﬁl y a€ll,, be mB . Alors,

[(I;O,O)(T,a,-g)]=(0,a,—~‘5)em,
et

(r,a,b)+(0,a,-0) =(r, 22,0 & .
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De plus, [(L ,0,0)(T,2a,0)]=(0, 22a,0)enr, etona (0, a,0)em.

Pareillement,

(r,a,b)-(0,a,=-3)=(r,0, 2b)ed

?

et
[T,o0,0(r,0,%)]=(0,0,-2b)em ,

etona (0,0, b)eh, et donc aussi (T, 0, 0) e M. Alors %

Si a€A, mem2,

(0, am, 0)=[((a) ,0,0(00,n,0)]er

est homogene.

14

ce gqui montre que YRZ est un idéal dans A . Pour m € sm2 , On a

[0, mn, 00,0, 1]

(L(m),0,6)€‘m ’

et done [(0, 0, T)(L(m) ,0,0)]=(0, 0, ) €M, ce qui montre que m29'm3.
Si m€ m,3 , On a

[(O,1,5)(0,0,7!1)]:(L(m),0,5)€m

et donc [(L(m) , 0, 0)(0 , 1,07]1=(0,mn,0) en, et My €M, . Done,
bild _—.‘IRB o Enfin, soit

4

2
(L(a) +D, 0, 0) em , ae A, De[L(a)n(a)] .
Alors
[(L(a) +D,0,0)(0,1,0)]=(0,a,0)en ,
et aussi

[(0,&,6)(0,0,T)]=(L(a),0,6)€m .

Donc, (D, 0 ,0) e, et (1(a) +D,0, 6) =(-1L(a) +D, 0, 0) e, ce qui
prouve que It = @t , et achdve la démonstration de la proposition. On remarque que

si M=1,, on amontré que T < (L(1) + [L(4) L(a)], M, M) . Si
(L) + D, x,¥F) e, De [L(A) LA, ona (D,0,0)en ,
et si
ae A, (0o, nfa) ,0)=[(D,0,0)(0, a,0]en ,

ce qui montre que D entratne A dans M . Cependant, on ne peut conclure que

D e [L(a) L(11)] , autrement dit, nous ne sommes pas arrivés & montrer que W= 1().

Si on examine la démonstration de la propcsiticn 2, on trouve qu'on peut démon-

trer, de la méme manidre, la propcsition suivante.
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PROPOSITION 3. - Toute sous—algdbre S de £(4) qui contient (I, ¢, 0)

est
nomogéne. Si, en plus, (0, 1, 0) et (0, O, T) appartiennent &3 6, alors

6 est stable pour 1l'automorphisme principal de 2(a) , et 62 est une sous=-algé-
bre de A .

Nous remarquons que les propositions 2 et 3 rendent plus fortes, dans le cas
d'une algdbre de Jordan, les remarques de [5] au sujet des idéaux et des sous=-
algtbres de l'algtbre 2(a) , O0 A est une algébre "admissible" (voir [5]). En

particulier, c'est Nathan JACOBSON qui nous a suggéré que 6 = & dans 1a proposi-
tion 3.

5. Le théoréme Erincigal de Wedderburm.

A est encore une algdbre de Jordan unitaire. Soient H = (I , 0, Q) ,

X=(0,1,0), Y=(,0, 17 . &ors [HX]=X, [I¥]=-Y, [X¥]=4H,
ce qui montre que R = FH ©® FX & FY est une algébre de Lie simple de dimension 3.
Si la caractéristique de F est O , et A de dimension finie sur F , on a mon-
tré dans [5] que le radical de $£(4) est I(R) = (L(R) + [L(4) L(R)], R, R) , ob

R est le radical de A . Maintenant, on peut faire appel au théoréme de Mal'cev et

Harish-Chandra pour les algtbres de Lie (voir [4]), pour conclure que Q& est con-
tenue dans une sous-algdébre 6 de $£(4) telle que £2(A) = 6 + I(R) soit une som-
me directe. Gréce & la proposition 3, S est homogdne, et 62 est une sous-alge-
bre de A . BEn regardant la deuxiéme coordonnée, on trouve que A = 62 + R et

6 = .
5 N R=20

Alors, nous avons donné une démonstration du théoréme principal de Wedderburn
pour les algébres de Jordan de dimension finie sur un corps commutatif F de ce~-
ractéristique zéro, d'une maniére un peu plus facile que la démonstration analogue
dans [5]. Le théoréme est originalement dd & PENICO (voir [6]). Il est aussi vala—
ble si la caractéristique p est positive (on suppose A/R séparable; voir [71),
mais en ne peut utiliser £(A) dans ce cas, parce qu'il n'y a pas une telle théo-
rie pour les algdébres de Lie sur un corps commutatif de caractéristique # 0 . On
remarque enfin que le théoreme d'unicité, qui accompagne celui de Wedderburn, peut

aussi se démontrer en utilisant 2(A) , et on peut trouver cette démcnstration dans
(a2l
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