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2 et 9 décembre 1968

THRORIE DES CATRGORIES SEMI-ABELIENIES

par Jacques RIGUET
lre partie
Semi-abélianité et quasi-exactitude

Appelons (YY) un couple (¢, +) catégorie demi-additive (MITCHELL dit "semi-
additive"), lorsque C est une catégorie, et + = (+

A,B)(A,B)Eob Cxob ¢ UNe Ta-
mille indexée par les couples d'objets de C , telle que (C(a , B) , +y B) est un
b
demi-groupe abélien & élément neutre satisfaisant 3 la distributivité par rapport a
la composition des fl&ches :

yf, f'ec(A, B), g(f 4B f1)

e, e ec(®, ), (g +5 o g")8
’

!
gf +A,C gf H

!
gf +A,C gt .
Si on désigne par mau 1la catégorie des demi-groupes & élément neutre, on obtient
une définition équivalente en appelant catégorie demi-additive un couple (c ’ H) ’
constitué par une catégorie C et un foncteur H de CO x C vers mau , rendant
commutatif le diagremme

//E///;” \\\\ffi
N
Co x C > ens ,
el ) ~

ou ens désigne le foncteur d'oubli ensembliste de mau .

De m&me, on appellera catégorie additive, une catégorie demi-additive (¢, +)
telle que, V A, Be ob C, (c(a, B) , +

A B) est un groupe abélien.
’

Si on désigne par ab 1la catégorie des groupes abdéliens, on obtient une défini-
tion équivalente en appelant catégorie additive un couple (¢, H) , constitué par
une catégorie ¢ et un foncteur H de CO

x C vers 32 , rendant commutatif le
diagramme

(1) Nous utilisons les notations et la terminologie de J. RIGUET : Algeébre caté-
gorique. Applications, Cours & la Faculté des scisnces de Limoges, 196¢/70.
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ou ens désigne le foncteur d'oubli ensembliste de ab .
. L

Certains auteurs (BRINKMANN, PUPPE, MACLANE, EILENBERG, MOORE, ...) appellent

préadditive, une catégorie additive au sens précédent. La terminologie que nous

adoptons ici suit celle de GODEMENT, MITCHELL, NORTHCOTT, MARANDA, ...

Nous dirons

L lorsque
L lorsque
Lf lorsque
Le* lorsque
lorsque

P lorsque
Pf lorsque
Pf lorsque
Pa lorsque
Pa# lorsque
Paf lorsque
Paf* 1lorsque
gans,

I lorsque

1* lorsque
If lorsque
1f*  lorsque
K lorsque
K* lorsque

Lorsque la catégorie est pointée, nous désignerons par :
KO la propriét
Kg la propriét

D la propriété ¢+ Si m emon C et e € épi C

Nous dirons

B lorsque

qu'une catégorie a la propriété :

tout diagramme admet une limite,

tout diagramme admet une colimite,

tout diagramme fini admet une limite,

tout diagramme fini admet une colimite,

toute famille d'objets admet un produit,

toute famille d'objets admet un coproduit,
toute famille finie d'objets admet un produit,

toute famille finie d'objets admet un coproduit,

tout éventail de fléches de m&me but admet un produit fibré,

tout éventail de fléches de méme source admet un coproduit amalgamé,

tout éventail fini de fldches de m8me but admet un produit fibré,

tout éventail fini de fldches de méme source admet un coproduit amal-

tout éventail de monofléches de méme but admet une intersection,

tout éventail d'épifléches de méme source admet une cointersection,

tout éventail fini de monofléches de m8me but admet une intersection,

tout éventail fini d'épifléches de mBme source admet une intersection,

tout couple de fliches de méme source et méme but admet un noyau,

tout couple de fitches de méme source et méme but admet un conoyau.

. 7

[0

: Tocute fléche admet un noyau,

e

O~

:+ Toute fléche admet un concyau,

C, alors me kxer e <2 eccokern

qu'une catégorie a la propriété :

toute famille d'cbjets admet un produit et un coproduit, reliés entre

eux par une fl&che invertible,
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lorsque toute famille finie d'objets admet un preduit et un coproduit, reliés
entre eux par une fléche invertible,

bal lorsqu'elle est balancée, c'est-a-dire lorsque toute fldche mon et épi
est invertible,

nul lorsqu'elle admet un objet nul (ctest-2-dire un objet & 1la fois initial et
terminal).

Etant donnée une catégorie C , nous désignerons par < 1la relation de préordre

sur les fléches de C , constituée par la divisibilité & droite, et nous désigne-

rons par 2 1la relation de préordre sur les fldches de C , constituée par la di-

by

visibilité & gauche. En d'autres termes, on écrira

h
>
f<g lorsque 3h, f=gh, cl'est-a-dire lorsque f g est commutatif , °
= v
g2f lorsque 3k, f=kg, clest-i~dire lorsque g f est commutatif .
R
>

Pour exprimer que f g (resp. g 2f ), on dira aussi que f gse factorise &

ayant méme but (resp. méme source).

=
travers g, f et g

Remarquons que les préordres < , < sont inclus dans un préordre plus faible,

que nous noterons < , exprimant 1'immersibilité dans un carré commutatif :

——

f <g lorsque 3 h,k, gh=kf, c'est-adire lorsque fL Lg est commutatif .

Remarquons que

fecX, Y -= Ly

All

H
A

e

fu < f Jvr o,
et que
f<f!
- - vfu < vfh!,
. =
u<u lorsque sources et buts de uu'vv'ff' sont
£2f disposés pcur donner un sens aux seconds membres .

— vfu 2 v'f'u ,
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Si f est une fléche de C , nous désignerons par f  (respectivement f ,

£ ’ £° ) 1a classe des fldches pour lesquelles x > a (respectivement x<f,

X
x=2f , X Sf ) Les relations < et $ se traduisent donc par

f<g «< gef <= feg |,
5 - 2 - =
g<f &< feg 3 g € f> .
Il est utile de considérer des préordres <« et 2, plus faibles que les préordres
< et X, définis de la manidre suivante :
fda¢g lorsque ug =vg => uf = vf |,
f3g lorsque fu =fv -» gu=gv .
I1 est clair que
fzg - f2g ,
fg =-> f3g .
I 5 3
On introduira les notations £ , £ , g , £ pour des concepts semblables & ceux

définis ci-dessus pour < et <.

Soit € une catégorie. Une monofléche m de C sera dite normale (GROTHENDIECK

dit "stricte"), et on écrira m e monn C , lorsque f An ~> £ <m ; en d'autres

v

= >
termmes, lorsque m =m .

Une épifléche e de C sera dite normale (GROTHENDIECK dit "stricte”), et on

écrira e € épin C, lorsque e J4f - e < f ; en d'autres termes, lorsque

=

2=
e =€ .

Lorsque la catégorie C est pointée, on peut considérer les préordres 4, et

'230 , définis de la maniére suivante :

fgog lorsque ug =0 =» uf =0 ,
filog lorsque fu =0 =->» gu=0 .
I1 est clair que
fég-&fgg—éfﬁ)g,
f?g—a’fig-éfzog.

On écrira m € monno C , lorsque f 3o - f <m 3 en d'autres temes, lorsque



On écrira e € épino C , lorsque e ='<-10 f —> e Xf ; en d'autres termes, lorsque

I

)

3i 1'on pose, peur une catégorie printée C

I

monkn C

tl

frefl1Cc; 2f, me ker f} ,

I

Iy

(@]

Yoy !
épiko C = ‘e e fl i 2 f, ee coker f} ,

st si 1'on irntrecduit les n~tations suiveantes, rour une catédgorie C juzlconque,

monk C 1 5

feeflC| if o, £, eeooker(fl,fz)] ,

fnefic]| 3f, ,f,, meker(fl,fz)'} ,

épik C

on peut montrer la validité du diagramme d'inclusions :

> sect € ~—————> monk ¢ ————-> monn ¢ ———> mon C

/7
moris C— monno C \

=

inv C
épikn C
ﬁ\“épino c
Aretr C —————> épik C ———=> épin C ——m——> épi C

On démontrera aussi que

m € monno €, ee€ cokerm -=->» me€ ker e |,

e € épino C, mekere -> e € cokerm .

On désignera par :

N la propriété pour une catégorie d'8tre nommale (MITCHELL), c'est-&-dire pointée
telle que mon C = monno C ,
N 1a propriété pour une catégorie d'8tre conormale (MITCHELL), c'est=3dire poin-

tée telle que épi C = épino C .

Soient € une catégorie, f wune fldche de C, et me mon C, tel que f <m .
On désigne alors par f!;l 1'unique fldche x , telle que f = mx . De maniere duale,
si ee€ épi C, tel que e 2 f , on désigne par f; 1'unique fléche y , telle que

f =ye.

Soient C wune catégorie, et f wune fleche de C . On dira que (e , n) est un

couple standard de f , et on écrira (e , m) € std £ , lersque e € épi C,

memon C, et qu'il existe une fléche z telle que f = mze (cette derniére con-
dition équivaut 2 f <=n , eif:; , ou encore & e < f , fgfm ). Si
(e y m) € std £ , on désigne par f;'m l'unique z tel que f = mze . On montre

?

facilement que l'on a
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On écrira (e , m) € estd £ , lorsque (e , m) € std £ et f£* € épi , ou, ce qui
est équivalent, lorsque (e , m) € std f et f;;m € épi .

On écrira (e , m) € mstd £ , lorsque (e , m) € std £ et f; € mon , ou, ce qui
est équivalent, lorsque (e , m) € std £ et f;'m € mon .

On écrira (e ’ n) € emstd f , lorsque (e , mS € estd f nmstd £ .

On écrira (e y m) € istd £ , lorsque (e , m) € std £ et f;:m z inv .

On écrira (e , m) € dec £ , lorsque (e , m) € std f et f € id , ou, ce qui

e,m
est équivalent, lorsque f = me .

On écrira (e , m) € decu £ , lorsque (e , m) € dec f et que, pour tout

(e' , m') € dec £, on ait f;'m, € inv .
’

Pour éviter des confusions, dues au fait que la notion d'image est susceptible de
définitions différentes, nous introduirons la terminologie suivante. Soient C une

catégorie, et f wune fldche de C .
Nous écrirons m € im f , lorsque m € mon , f <m , tel que, si m! € mon tel
que f<m',ona m<n'.

Nous écrirons e € coim f , lorsgue e € épi ,

]
Al

f, tel que, si e! € épi
tel que e' 2 f ,ona e' Ze.

Mous dirons que m est une image décomposante de f (MITCHELL dit "image épi-

morphe"), et nous écrirons m € imz f , lorsque m € im f et fé € épi .

On définirait de la m@me manidre la coimage décomposante coimz f d'une fléche
f.

Nous dirons que m est une image de Sonner de f , et nous écrirons m € imzu f,

€
lorsque me mon , f <m , f; e épi , tel que, si m' e mon tel que f <m',

f;, € épi , on a m' <m .

On définirait de le mBme manidre la coimage de Sonner coimzu f d'une fleche f .

11 est presque immédiat que
coimzu f x imzu f < emstd £ .
On dira que C est une catégorie de Sonner, lorsque, Y f € f1 C,
imzu £ # @ et coimzu £ £ ¢ .

Soient C une catégorie pointée, et f une fldche de C . Nous poserons
imk f = kercoker f ,

coimk f = cokerker £ .
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Nous désignerons par monk C 1'ensemble des fléches m de € pour lesquelles

il existe f tel que m e ker T .

Nous désignerons par ©épik C 1'ensemble des fléches e de C pour lesguelles

il existe f +tel que e € coker f .

On démontre que

All
H

me imk £ —-> V e e épi tel que e , ona (e, mn) € stda f ,

e € coimk f ->» ¥V m € mon tel que f

A

o, on a (e , m) e std £ .

On dira qu'une fldche f d'une catégorie est
coimk £ #@ , imk £ #0 , et
mistricte lorsque
eeccoimk f, meink f =-> (e , m) € emstd £/ ,
coimk f <@, imk £ #@ , et
stricte lorsque )
eccoimk f , meimk f -> (e , m) eistd £/ .

(La qualification de stricte pour une fliche ayant cette propriété a été introduite
par YONEDA.)

PROPOSITION. - Si f est mistricte,

imk £ = imzu £ ,

coimk f = coimzu f . .

Nous désignerons par :

nS la propriété pour une catégorie d'avoir toutes ses fléches mistrictes (SONNER
qualifie d'exactes de telles catégories),

S la propriété pour une catégorie d'8tre quasi-exacte (temminologie de PUPPE et

de LEICHT, alors que MITCHELL appelle exacte de telles catégories), c'est-
a~dire d'avoir toutes ses fliches strictes,

Z la propriété pour une catégorie d'8tre "& factorisation", clest-Z~dire telle
que, pour toute fldche f , dec f # ¢ ,

Zu la propriété pour une catégorie d'8tre "i factorisation unique’, clest-2-dire

telle que, pour toute fldche f , decu f # ¢ .
Enfin, nous désignerons par :

A la propriété pour une catégorie de pouvoir recevoir une structure additive.
En d'autres termes, nous dirons que C a la propriété A , lorsqu’il exis-
te + tel que (c ’ +) est une catégorie additive, ou, ce qui est équive-
lent, lorsqu'il existe un foncteur H de CO x € vers EB tel que

ens H=2C6(, ).
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On démontre les propcsitions suivantes :

PROPOSITIONS.
Pf & If - K , K-—»Ko—avnul ’
Pf & K —> Paf , B — Pf &Pf* ,
mil & Paf -—-= Pf , Pa -1 |,
Pf & Paf —> K , S—)mS—éKO&Kg.

COROLLAIRE, — Pf & Pa 22 Pf &K <2 Pf & If .

PROPOSITION. s
Lf = Pf & Paf L « P &Pa
22 pfoax 22 pex
<2 Pf & If << P&l ,
*
Nel" a2 -> Ky, X ,
*
N &K, &K) -> If .
COROLLATRE. - Pf & N &K, &Ky <= Pf & N &K &K,

N&K&Kg - 7 .

Par définition, une catégorie est additive, au sens de Grothendieck, si elle pos-

séde 1l'une des propriétés équivalentes :

A&Pf <2 A&Pf ZZ A& Bf .

Une catégorie est quasi-exacte, si elle posséde l'une des propriétés équivalentes:
’ p prop a

s =22 Ky &KX &Dez 2 Haw*az .

Une catégorie est exacte, au sens de Buchsbaum, si elle posséde la propriété

Ag&gS.

Une catégorie est préabélienne, si elle a la propridté :

. -3
A & Pf &KO&I&O & mS .

Une catéeorie sera dite semiabélienne, si elle posséde 1'une des propriétés équi-
g ) Y q

valentes :

AgPfakyaeKy &2 Bf &Ky 2K] 22 A &Pf 2Ky aKy anS .



409
Enfin, tout le monde s'accorde pour qualifier d'atélienne une catégorie possédant

1l'une des propriétés équivalentes :

Lepras 2T Pfres 32 BraK &Ky &S 22 PreKak¥al et
Z ptteryakiane 22 e auwant Z Pt es .
S=Pf,S %

A,Pf, ; Ls A,Pf,Ko,Kg A,pfod,pr
=Bf,K_,K,S A,N,N¥, 7 A,P£K K* S =A, Bf
oéliennes exactes dé :‘te:gi-i-enne semi- \ additive a

aoelienn “ "\ Buchsbaum / b . abélienne ? biproduits

al ancee ,
"abéliennes A,Pf,mS \
sans produit" / \
\
\, AK K¥
N \/ ~J .9.09 ° Y
additives

A,mS,bal a noyau
et conoyau

—>(Ganirived)

Catégories \
avec addition \
\4
S=N,N%,2 \\
’ . =l S b
Catégories mS, bal

sans addition

"gbdliennes
sans addition"

quasi- \
exactes \\

4 noyau

M|
—>\_ et conoya_ai/
l

catégories
de Sonner
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2e partie

Analyse d'un mémoire de DROZD (2)

Ce mémoire expose les modifications techniques 2 apporter pour que la machinerie

. . . . 3 . .
homologique sur des catégories abéliennes ( ) puisse encore fonctionner dans des
catégories semiabéliennes.

L'utilité d'une telle généralisation provient de 1'existence, dans divers domai-

nes de 1'algdbre (et & 1'intérieur de 1'algdbre homologique elle-méme), de catégo-
ries non abéliennes, mais scmiabéliennes. Ainsi :

- Les modules gradués sur un anneau gradué constituent une catégorie semiabélien-

ne contenant assez d'objets injectifs et projectifs

—~ Les anneaux filtrés sur un anneau filtré constituent une catégorie semiabélien-—

ne contenant assez d'objets injectifs et projectifs

- La catégorie de représentation au sens de ROJTER (4) est un couple de catégo-

ries semiabéliennes contenant assez d'objets injectifs et projectifs, avec une dua—
1lité fixée entre elles.

(Texte recu le 10 décembre 1970)

Jacques RIGUET

Prof. Fac. Sc. Limcges
6 rue des Ecoles

75 = PARIS 05

DROZD (Ju. A.). - Al gébres Homologlqges dans les categorles semiabéliennes
[en russe, avec sommaire en anglais ], Algebra i natematileskaje Logika, p.

37-43. - Kiev, Izdat. Kiev. Univ., 19€6.
(3) qui fait 1'objet des chapitres II a VI de :

CARTAN (H.) and EILENBERG (S.). - Homclogical algebra. - Princeton, University
Press, 1956 (Princeton mathencticezl Series, 19).

(4) ROJTER (he V.)e = Sur unc catdgorie de représentation [er russe], Ukrainski]
mat. Z., t. 15, 1963, p. 448-452.



