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Séminaire DUBREIL-PISOT 2-01
(aA1gtbre et Théorie des nombres)
22e année, 1968/69, n° 2, 10 p. 18 novembre 1968

EXTENSIONS DAIIS LES TREILLIS

par Guy BOULAYE

Notations. - Dans ce texte, les notations et | désignent les opérations
borne supérieure et borne inférieure des treillis, tandis que o oet u, O et U
~
(caractires gras en typographie) représentent l'intersection et 1l'union ensemblis-

tes, et leurs opérations collectives.

1. Notion d'extension dans les treillis.

1. Extension d'un ensemble ordonné. Définitions.

Nous dirons qu'un ensemble ordonné En+l est obtenu par extension,a partir de

l'ensemble ordonmné E , si E . est un sous-ensemble de E_ x {fo,13 o<1},

1
contenant B x {o} :

(B, x{o}) e _, (€ =x1{0,1}),

et En sera dit ensemble initial de l'extension ; par {0 , 1} , et dans toute 1la

suite, nous entendons {0 , 1 ; 0 < 1}) .

Remarque. — Dualement, si (En x 11}) € E . S (En x {0 , 1}) , nous dirons que

En+l est obtenu par contre-—extension.

Nous appelons support de 1'extension
la partie :

S(ErH_l):{(x,.O) ; X€E_, a(x , l)eEm-l}'
)

Nous -dirons des éléments de S(E
n+l

qu'ils "participent & l'extension".

n+l

Nous appelons partie étendue, la nar-

tie :

g(Em_l)={(x , 1) ern}'=En+l-Enx {o}

(B, x t03) =B, = (B x {0, 1))

S(En+t) ={(x, oI)H; x€E , i(x , 1) eEn+1]

On dira que l'extension est avec mi-

nimum si son support posséde un mini- &(E
“ U+l
mum,

) =

E,.q - E_ x o}

Deux éléments sont dits "homologues", s'ils sont de la forme : l'un (a , 0) ,

1tautre (a , 1) .
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Les éléments de 8(En+l) u S(E_.) sont deux a deux homologues, tandis que les

n+1
s 2 - m -] ' A 1 1 1 .
éléments de (En+1 [g(bn+l) H,b(En+l)J) n'ont pas d'homologue

Soit x un élément, on notera x* son homologue (quand celui-ci existe).

Une extension sera dite caténaire si toute chaine maximale du support est maxima-

le dans l1l'ensemble initial.

THEOREME. - Une extension conserve la propriété de Jordan-Dedckind (J. D.) si, et

seulement si, elle est caténaire.

Nature de 1l'ensemble initial pour un treillis obtenu par extension.

THEOREME. - Si T est un treillis, obtenu par extension & partir d'un ensemble

origine E , ce dernier est lui-uéme un treillis, sous-treillis convexe de T .

COROLLAIRE. - §£ T est distributif ou modulaire ou u-semi-modulaire ou nN-semi-

modulaire, le treillis initial 1'est également.

S

THEOREHE. - Un treillis Tn+1 , obtenu par extension & partir du treillis. Tn ’

est complet si, et seulement si, Tn est complet.

2. Extension "latticielle" d'un treillis.

Dans le cas ou l'ensemble origine Tn est un treillis, nous appelons "latticiel=-

le" une extension qui conserve la structure de treillis ; c'est-a-dire quec l'ensenm-

ble obtenu, Tn+1 , est lui aussi un treillis (mais Tn+l n'est pas obligatoire-

ment un sous-treillis de Tn x {0 , 1§). Le théortme suivant caractdérise une telle

extension. Nous étudierons ensuite les extensions préservant la distributivité, 1la

modularité, 1' n— et 1! u-semi-modularité, la complémentarité.

THEOREME. - Unc extension est latticielle si, et seulement si, Tn étant le

treillis initial et Tn+ l'ensemble obtenu :

1
(1) v {,0, (y, O} < S(Tn+1) , alors

[5(z,,,) 0 minoz(ix , y}) # #] ==>[&"y,0e s(r )] .
(2) vix, y}s T, x {0} , alors :

S(Tn+l) Q'major({x ’ y}) est non vide et posséde un minimum.

Remarque : Treillis complet. - La seconde partie de la condition, exprimée dans

le théoréme précédent, est & remplacer par :

(2v) max(Tn x 10;) € S(TD

1+

1) :
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3. Treillis obtenus par extensions successives.

Nous nous intéressons ici aux treillis (finis, d'ailleurs), obtenus par des ex-

tensions successives, la premiZre portant sur le treillis & un seul élément.

THEOREME. - Les treillis finis obtenus par extensions successives, chaque fois

avec minimum, & partir du treillis & un seul élément, sont les treillis dont la

longueur est égale au nombre de leurs éléments u~irréductibles.

4, Conservation de la semi-modularité lors d'une extension.

Suivant qu'il s'agit d' n-semi-modularité ou 4! u-semi-modularité, les conditions

requises ne sont pas les mémes, d'ou les deux théoremes suivants :

THEOREME., - Une extension latticielle conserve 1' n-semi-modularité si, et seule-

N

ment si, tout intervalle participant a l'extension est convexe.

THEOREME. - Une extension conserve 1' u-semi-modularité si, et sculcment si, 1'en-

semble support est un sous-n-demi-treillis (du treillis initial), dont toute chaine
est maximale.

5. Extension latticielle, distributivité et modularité.

Nous nous proposons de caractériser les extensions qui conservent la distributi-
vité ou la modularité. Puis nous établirons quelques résultats concernant les treil-

lis distributifs. Préliminairement, démontrons le lemme suivant.

LEMME. — Soit un treillis Tn+l obtenu par extension & partir du treillis Tn .
Alors, T

el est sous-treillis de Tn x {0, 1} si, et seulcment si, le support

de 1l'extension est un sous-treillis convexe du treillis initial.

THEOREME. - Une extension latticielle conserve la modularité ou la distributivité

si, et seulement si, le support de 1l'extension est un sous-treillis convexe du
treillis initial.

THEORBEME. — Les treillis distributifs finis sont les treillis obtenus par exten-

2

sions successives a partir du treillis élémentaire & un seul élément, chaque exten-

sion ayant pour support un sous-treillis convexe.

COROLLAIRE. - Un treillis distributif de longueur n &3t sous-treillis du

n-cube,
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6. Relation entre co-atomes, u-générateurs maximaux et extension, dans un treillis

fini distributif.

THEOREME. - Dans un treillis distributif fini, on pcut mettre co-atomes et -

irréductibles maximaux en correspondance bi-univoque, de telle sorte qu'a chaque

couple (ap s gp) ainsi formé correspondc une possibilité d'obtenir le treillis

donné par extensign : le co--atome ap est le sommet du treillis initial, et 1'é1é-

ment uU-générateur gp , associé a ap , €¢st 1'homologue du minimum du support de

lt'extension.

7. Ireillis complémentés obtenus par extension.

Soit Tn+l un treillis obtenu par extension & partir du treillis Tn « Si Tn+1
est un treillis complémenté, cela signifie qu'il posseéde un maximum In et un mini-
mun O . Le maximum In+l est 1'homologue d'un élément de Tn x {0} maximum dans
Tn x {0} . Quant au ninimum de Tn+l , ¢'est aussi un minimum pour Tn x {0} .
Ainsi, parler de Tn+1 comme d'un treillis complémenté revient a supposer implici-
tement que Tn possede un maximum et un minimum. Par contre, Tn ntest pas forcé-

ment complémenté. C'est le cas, dans 1l'exemple

-

’\\
ci-contre, ou Tn+l est complémenté, alors B 'i.)i 8(Tn+l)
que Tn ne 1l'est pas. /T T N

! , ' ,
L SEERY
THEOREME. -~ Un treillis Tn+l , obtenu par :‘j///( 7
extension & partir du treillis Tn est com- . })
¥ 7
plémenté si, et seulcment si, I
LTy

- T, posséde un maximum et un minimum,

- Vix, x€ Tn x {0}, 3y, ye s(r

)

xny=0, (major(zx, y) Q'S(Tn+l) = max(Tn x {0}) ,

n+1

(et alors x et y* sont complémentzires).

Différentes fagons possibles (en nombre fini) d'obtenir un treillis par extension.

Notons T = (Ei T Oi) pour indiquer que T peut &tre considéré comme obtenu par
extension a partir de Oi (sous-treillis convexe de T ), avec, pour partie éten-

due, Ei « 3'il y a p facons différentes d'obtenir T par cxtension, on écrira :

T = (El ! 01) = (E2 . 02) = vee = (Ep t op) .

J1 est intéressant d'étudier l'intersection ensembliste des ensembles initiaux et

l1'union assembliste des parties étendues.
@_ Ei est 1l'nsecmble des éléments de T qui font partie d'au mcins une partie
i=1

étenduec.
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p rd
N Oi est 1'ensemble des d1éments qui ne font partie d'aucune partie étendue ou,
i=1

si 1l'on préfére, qui appartiennent & tous les treillis initiaux. Cet ensemble a
souvent une signification : dans le treillis des sous-arbres d'un arbre, c'est 1l'en-
semble des sous-arbres de 1l'arbre obtenu en supprimant toutes les feuilles ; dans

un treillis distributif, c'est le sous-treillis construit sur les u-générateurs

non maximaux.

THEOREME . - Q_Oi contient, avec tout &lément, tous ceux qui lui sont inférieurs,
et est fermée par u . De plus, si T

est comglet :

max( N Oi) = inf(tmax(di) , ie[1, pl}) .
ie[1,p]

THEORENE. - Q»Ei contient, avec tout élément, tous ceux gui lui sont supérieurs.

Par ailleurs, un élément de Q'Ei est u-irréductible dans T si, et seulement

si, il est minimal dans Q_Ei ; un tel élément est, de plus, maximal parmi les élé-

ments u-irréductibles de T .

Commentaire. — Le dessin ci-contre illustre ,"/ig E;\\\\\
comment se présentc EfEi et E]Oi . On re- ’/",,f\&;};\\\ AN
trouve d'une certaine fagon la notion de I ,'i\icflb\*\;7é\\ i
"couche" dont nous parlerons plus loin. :Af>g,f NP

2. Immersion d'un treillis dans un autre

et codage booléen d'un treillis.

1. Codage d'un treillis et codage booléen. Définitions.

Nous appelons codage une application injective d'un treillis donné T (treillis

"codé"), dans un autre S (treillis de codage) :

L

Si le treillis de codage est un treillis de 3oole, nous parlerons de codage boo-
léen. D'une fagon rénérale, nous désignerons un codage par h .

~ ho .
Nous appelons u-codage un codage h : T -— 5 tel que :

(v ix , y} £7) => (ulxuy) =n(x) unly)) .

Nous appelons n-codage un codage h : T -§> S tel que :

(Vix, y3 =7T7) => (ulzxny) =nkx) nnly)) .



n~codage booléen canonique. - Soit un treillis T fini, et soit

G:{gl,gz, ...,gn}

l'ensemble des u-irréductibles (# win(T)) de T . Définissons le wodage suivant :

A tout élément x de T , associons Gx = {gi y 85 € G, g, < x} , 1l'application

-5 ope) ,

ainsi définie, immerge T dans P(G) , treillis de Boole de dimension n . Dans

T, x = sup Gx ’ GX est maximal et h est croissante. Constatons que
1© h est injective :
(x =y) <= (Gx = Gy) <==> , sup G_ = sup G_ \
\dans T dans T/

~

2 h est un N-homomorphisme, en effet :

.

G SG NG, car G < \Gx ’
ny X y xny e
Sy

et h est croissante. Donc h est un n-codage booléen.

Dans la pratique, on peut définir les lettres €1 2 8y 9 o0 s B associées aux
U-irréductibles, considérer l'algtbre de Boole libre engendrée par ces lettres
(c'est-3-dire 1'ensemble des polynémes booléens en g; ) et, pour chaque GX , défi-
nir le mondme canonique :

h(X) = ﬂgi ﬂéj ’ gi € GX ’ g.j é GX ’

enfin, attacher au treillis lui-m&me la fonction :

.

£(T) = 2 n(x) .

xeT

Notons que cette fonction posséde les mondmes :

él ’ 52 y see 5 E et Bl 2 8y 9 cee 5 B o

n n

De manitére analogue, on définit 1! y-codage booléen canonique.

THREOREME DYISCMGRPEID® . — Un yu- ou r~codage conduit & un isomorphisme d'ordre

entre le treillis T codé et son image dans le treillis S de codage.

2. Ponction booléenne caractéristique d'un treillis fini.

THEOREHE. - La fonction booldenne attachée par n-codage booléen canonigque (ou

U= +.. ) & un treillis fini est caractéristique de ce treillis.

Remarque 1. - I1 est nécessaire de préciser les variables ; par exemple :
——————————
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f(A,B,C,D)=B+D=(a+Z)(B+B)C+D).

Remarque 2. — Etant donnée une fonction, ncus ne connaissons pas de condition suf-

fisante pour gu'elle soit la fonction attachée & un treillis.

Applications.

- Représentation de treillis, ¢t contrdle, au passage, de la structure de treil-
lis ;5 si on n'a pas un treillis, un conflit naftra, en ce sens que l'on tentera
dtattribuer a un éldément, un monbéme booléen déji attribué. Naturellement, il ne

peut s'agir que d'un ensemble fini, et on commencera par s'assurer qu'il posséde un
minimum et un maximum.

- Représentation aussi de sup- ou inf-demi-treillis (arborescences, etec., trés

répandus en documentaticn, enquétes d'opinions, par exemple).

— Recherches concernant les treillis par 1l'intermédiaire de la fonction caracté-
ristique attachée., En particulier, il est facile de rechercher, sur la fonction,

plutdt que sur le treillis lui- méme, si celui-ci est un produit de treillis.

3. Dimension minimale et conservation des oEérations U ou N .

THEOREME. - Un n-codage booléen est de dimension au wmoins n ( n : nombre des

u-irréductibles du treillis & coder), et, pour cette dimension, le seul codage pos-

sible est le codage canonique.

4. TFonctions attachées aux treillis obtenus par extension.

Le théoréme le plus simple, et de preuve immédiate, est le suivant :

THBOREME, ~ Un treillis fini est obtenu par extension avec élément minimum si, et

seulement si, sa fonction booléennc caractéristique obtenuc par n-codage canoni-

que est décroissante pour au moins une variable.

4 -‘,~ v e . . . . . . . .
THECREME GEIERAL. - Un treillis fini est obtenu par extension si, et seulement si,

la fonction booléenne, obtenue par n-codage canonique, attachée au treillis dual,

est croissante pour au moins une variable.

3. Questions relatives & la modularité ou la semi-modularité.

l. Fermetures associées aux oEérations u et n dans un treillis.

Indice d'un élément d'un treillis. - L'indice d'un &lément a d'un treillis, no-
té i(a) , €st la longueur dec la plus longue suite d' y-irréductibles inférieurs

ou égaux a4 a .




2-08
Ainsi, cette notion n'cst pas toujours définie.
Dans les treillis atomiques, les atomes ont 1'indice 1 .

S'il existe, le minimum du treillis est d'indice nul.

LEHME, - Dans un treillis modulaire atomique, les éléments d'indice < 1 forment

un sous-treillis convexe.

TIEOREFE. - Dans un treillis modulaire atomique T , lcs éléments d'indjce < i,

~

forment un sous-treillis convexe Ti pour tout i . De plus, un éléuent ayant une

représentation d'indice i + 1 nc comportant qu'un u-irréductible d'indice i+ 1

9

couvre un et un seul élément de Ti .

Commentaire. — On aboutit & une sorte
de stratification du treillis suivant
1'indice : 1'élément nul est d'indicc U .
Puis les é1éments d'indice 1 forment
une strate S, . Puis, les éléments

1
d'indice 2 forment une strate 82 s etc.

Chaque strate est ferméec pour 1l'union.

COROLLAIRE 1. - Dans un treillis modu-

laire, i(a u b) = max(i(a) , i(b)) .

4. Treillis («) et w-affaiblis.

Nous étudions ici une classe de treillis dont le premier czemple fut le treillis
des sous-arbres d'un arbre. Ces treillis sont tres 1liés a la notion d'extension que
nous avons développéc ; ils sont difficilement caractérisables algébriguement, ce
qui s'explique parce qutun sous-treillis d'un treillis (@) ou «w-affaibli n'cst

pas forcémént («) ou w-affaibli.

1. Condition («) pour un treillis fini.
Un treillis Tn fini est dit satisfaire la condition (u) d'ordre n ou, plus

simplement, T  est dit («) d'ordre =n si :
n

(¢ = 1) Tn posséde exacterment n  uU-irréductibles,
(o = 2) Toute chaine maximale joignant min(Tn) 3 max(Tp) est de longueur n
(ctest-a-dire T, est J. D. de longueur n ),

(¢ = 3) Les atomes sont les seuls éléments u-irréductibles de Tn .
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Remargue. - Pour un treillis T infini, la condition («) peut s'exprimer :
- T est atomique,
- Les atomes sont les seuls u-irréductibles,

- Le treillis T est J. D. de longueur égale au nombre de ses u-irréductibles.

2. Conditions (a)-affaiblie pour un treillis fini.

Un treillis fini T est dit satisfaire la condition (x)-affaiblie d'ordre n ,
ou, plus simplement, Tn est dit w-affaibli d'ordre n , s'il ne satisfait que

les deux premiers points de la définition précédente.

L'intérét de ces deux définitions provient de ce que de nombreux treillis que
nous avons dtudiés satisfont 1'une ou 1'autre de ces deux conditions, dont nous

verrons qu'elles sont caractéristiques d'une classe assez nombreuse de treillis.

THEOREME. - Tout treillis w-affaibli d'ordre n est :

- gous-treillis d'un treillis S , («) d'ordre n ,

- formé de chafnes maximales de S .

Réciproquement : 3i T est un treillis «-affaibli d'ordre n , et si a<b

sont deux éléments dans T , de hauteur relative p , tout sous-treillis T de
T , formé de chaines maximales (dans T

affaiblie d'ordre p .

) de [a, b], vérifie la condition «-

3, Treillis w=-affaiblis et extension.

THEOREIE. - les treillis w-affaiblis sont les treillis générables par extensions

(latticielles) successives & partir du treillis & un seul élément, chaque extension

étant caténaire et avec minimum.

Préordre associé & l'extension. — Joit Tn un treillis w-affajibli. I1 peut s'ob-

a

tenir de différentes fagons par extensions a partir d'un treillis de longueur

n - 1 . Considérons l'union des parties étendues possibles, _ E. , pour reprendre

i
les mémes notations que dans le chapitre 1. Considércns Tn -Ei_Ei .

Pour un treillis w@-affaibli, Tr - J_Ei est facile & déterminer : c'est le sous~
'y

treillis convexe dont le maximum est la borne inférieure des co-atomes. A son tour,

ce treillis est w-arffaibli puisque sous-treillis & chaines maximales, d'ol pour

lui aussi une derniere couche, etc. Finalement, c'est tout le treillis Tp qui se

trouve stratifié en diverses "couches".
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Exemple 3

\ +—=— couche 3

K v
A
[ |

C X
\\\\ F | '
\ \\ - . X ) ;
AN \ ' ’;'
N . OL\ . . \ - ) RS
IR ~\\‘ \ ’/‘Vf"/ﬁ > couche 2
~\ / _—~Z __5 couche 1
T — > couche 0

Couche dans un treillis @=-affaibli T .

Propriété 1. = Chaque couche ne comporte que des u-irréductibles incomparables

deux & deux, et contient, avec tout couple d'éléments, leur borne supérieure.

Propriété 2. - Chaque élément d'une couche ne couvre qu'un élément au plus de la

couche inférieure.

Propriété 3. - Pour chaque couoche Ci (i #£0) , [max(Ci_l) , max(Ci)] est un
treillis de Boole (Il y a ainsi entre min(T) et max(T) , une suite de treillis
de Boole).

Propriété 4. — Dans une couche Ci , i1 y a autant de co-atomes, relativement a

max(Ci) , qu'il v a d' u-irréductibles dans la couche, cela par application du
théorénme,

(a>b) => (Vy, y<a) => (Zu y2u. ou y<s<b).

ab

T

i. B. - Démonstrations et compléments se trouvent dans

BOULAYE (Guy). - Contribution & la théorie des treillis (Thése Sc. math. Grenctle,
1970).

(Texte recu le 7 décembre 1970)

Guy BOULAYE

Institut de mathématiques appliquées
CEDEX 53
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