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Séminaire DUBREIL~PISOT 18-01
(Algébre et Théorie des nombres) .
21e année, 1967/68, n° 18 13 mai 1968

/ /
THEORIE AXIOLATIQUE DE L'ESSENTIALITE

par Jacques RAVEL

Soit T wun treillis complet, c'est-a-dire un ensemble ordonné (dont 1l'ordre sera
noté < ) dans lequel toute famille (Xi)iEI d'éléments de T a une borne infé-

rieure, encore appelée intersection, et notée AN x, [et, par 13 méme, une borne

i<I
supérieure, encore appelée union, et notée 'VI X 1.
ie

On appelle relation d'essentialité dans T , toute relation x <y entre éléments

de T telle que

10 (v xeT), (x<9x) [réflexivité].

20 (Y x,yenm) , (xay = x <y) [c'est-a-dire plus forte que 1l'ordre de
T , et, en particulier, telle que l'antisymétrie soit vérifide, car si x < y et

ydx,ona x<y et y<x, d'od x=y J.

3 Wx,y,z2em), (x<y et y<z => x4z [transitivité].

4o Y x,y,zem), [(x< y<z et x<9z) => (x49y et ya3z)]

[convexité de T pour 1'essentialité].

59 L'ensemble T est inductif pour l'ordre d'essentialité.

Si x,y€T, et si x<ay, on dit que x est essentiel dans y , ouque y

est une extension essentielle de x .

/ N\
THEOREME. - L'ensemble des fermetures d'un ensemble inductif est un treillis com-

plet.
Rappelons :

- qu'on appelle fermeture dans un ensemble ordonné E y toute application f de

E dans lui-méme extensive, croissante et idempotente, c'est-d-dire telle que
1° (vxeg), (xs1(x),
2 (Vx,yeB), (x<y = x)<2(y)),
3 (vxeE), (ff(x)]=1(x) ;

- que l'ensemble I(f) = {xe E l f£f(x) = x} des invariants de f est égal A
f(E) et est tel que f(x) s0it le plus petit majoramt de x invariant par T
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- que d'ailleurs, inversement, si F est une partie de E telle que, pour tout
élément x de E , l'ensemble FX des éléments de F majorant x ait un plus

petit élément f(x) , f est une fermeture dans E telle que I(f) = F ;

- que la relation f g <=> (V x € E) (£(x) < g(x)) est une relation d'ordre

dans l'ensemble BR' des fermetures de £ ;, et que f < g <==> I(g) o= I(f) 3

- enfin que l'application f -» I(f) qui, & une fermeture, associe 1'ensemble
de ses invariants, est un anti-isomorphisme de E' sur l'ensemble 3 ordonné par
inclusion des parties F de E telles que, pour tout é1ément x de E , 1l'ensem-

ble F_ des éléments de F majorant x ait un plus petit élément.

Nous allons montrer que, si E est inductif, & n'est autre que 1l'ensemble ¥
des parties F de E telles que tout minorant maximal d'une partie quelconque de
F appartienmne & F : & étant une famille de Moore sera un treillis complet, et

cette propriété se transmettra & E' par anti-isomorphisme.

On a toujours & S Y ; en effet, si y est un minorant maximal de la partie X
de 1'élément F de & , soit f 1la fermeture dont F est 1l'ensemble des inva-
riants : On a (vxe X) (ygx), dtod (¥ xe X) (£(y) < £f(x) = x) et, puisque
vy gbf(y) , f(y) =y, vu la maximalité de y ; ainsi y€I(f) =F et Pey .

Achevons la démonstration du théoréme en prouvant que si F est une partie de
1'ensemble inductif E telle que tout minorant maximal d'une partie de F appar-
tienne & F et si x € E , l'ensemble FX des éléments de F majorant x a un
plus petit élément. Si X est une partie de E , nous désignerons par p(X) [resp.
par o(X) ] 1'ensemble des majorants [resp. des minorants] de X dans E ; on dit
qu'une partie S de E est une section de E s'il existe des parties X et Y
de E telles que S = p(X) N O(Y) R

Toute section d'un ensemble inductif est induciive (pour lfordre induit) ; soit

en effet (Xi)iEI une famille totalement ordonnée non vide d'éléments de S = p(X)ﬁa(Y)

si x = SUpPR X; 5 X € p(X) s carsi jE€I , ona x2= Xj € p(X) s s1 ye Y., y
i€l
est un majorant de 1la famille (Xi)iel et y>x, d'ob x € a(y) s ainsi x € S
et x = éups X, .
iel
La section S = p({x}) n o(FX) n'étant pas vide, puisque x € S a au moins un
élément maximal y ; je dis que y € F, car y est un minorant maximal dans E
de la partie FX de F (sinon, la maximalité de y dans S serait contredite) ;
ainsi y € FX s, et, puisque y € S ¢ g(FX) sy ¥ est bien le plus petit &1ément de

F_.
X
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En particulier, tout ensemble inductif a une plus grande fermeture, et nous
allons identifier la plus grande fermeture de 1'ensemble inductif Td qu'est

1'ensemble T muni de l'ordre d'essentialité.

Dans cet ensemble, tout élément a au moins un majorant maximal [pour 1l'ordre de
T aussi bien que pour 1l'ordre d'essentialité : en effet, si y est un <-majo-
rant de x maximal pour l'essentialité, et si z >y est tel que x <z , alors,
par convexité, y <z , d'odl z =y et la maximalité de y pour l'ordre de T ;
si y est un <-majorant de x maximal pour l'ordre de T , il l'est a fortiori

pour ltordre d'essentialité, qui entraine l'ordre de T J.

On désigne par M(x) 1'ensemble des extensions essentielles maximales de x

(c'est-é—dire 1'ensemble des majorants maximaux de x pour l'essentialité).

/A
THEOREME 1. - L'application x —=> w(x) = A y est la plus grande fermeture
de l'ensemble inductif T<l . yEM(x)
10 Extensivité : Si x € T, soit yeM(x) ; ona x< A y<y , d'ou, puis-
yeM(x)
que x <@y , par convexitéd, x < A v = w(x) .
yeii(x)

20 Croissance $: Si x , y€ T et si x<y, alors M(y) € M(x) (car si
z€ M(y) , ona y<z, d'ol, par transitivité x <z j et si z<dt ,ona y<t,
par transitivité, d'ou 2z =t , en raison de la maximalité de 2z : ainsi, =z € M(x))

dtou w(x) = A z < A z = w(y) . Ainsi x € w(x) < wly) mais, puisque
=M(x) zel(y)
x4y et que y dwly) , par extensivité, on a, par transitivité, x <w(y) , d'ou

par convexité, w(x) < w(y) .

3° Idempotence : Si x € T , on a M(w(x)) =M(x) . En effet, puisque x < w(x) ,

on a M(w(x)) € M(x) ; soit maintenant y € M(x) : on a w(x) = A y4y , dlol
yeM(x)

x € w(x) <y, et, puisque x <9y , par convexitéd, w(x) <y ; si, maintenant

y<z,ona xJdelx) <y <z d'ou, par transitivité, x < z ;5 vu la maximalité

de y 1l s'ensuit que y =z , d'ou le fait que y € M(w(x)) s ainsi M(x) < M(wﬁﬂ),

dtod M(x) = M(w(x)) , ofw(x)]= A y= A
yeM(w(x)) yeM(x)

Soit maintenant ¢ wune fermeture de T<l 81 xe€ T, soit y e M(x) s on a

y = w(x) et le résultat.

x <y , d'ol, en raison de la croissance de o , o(x) < @(y) ; mais puisque
vy < @(y) » en raison de l'extensivité, on a, compte tenu de la maximalité de y ,
Q(Y) =y , d'ou @(X) Qy , et, en particulier, @(x) <y, ce (v y € M(x)) :

ainsi, o(x) € A y = w(x) ; comme x < (x) , vu l'extensivité de ¢ , on a

yEM
x £ m(x) < w(x) , d'ol, puisque x < w(x) , par convexité, m(x) ] w(x) , Ce

(f x€ T) s ainsi ¢ 1w, et le résultat est démontré.



18-04

On dit qu'un élément x de T est fermé dans T si x est la seule extension

cssenticlle de x dans T , clest-wdire si (1 y€ 1) (x<y => x=y) .

/ \ 7 3
THEOREME 2. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

1° Tout élément x de T posséde une plus grande extension essentielle dans T

(qui est alors, par définition, w(x) ) et w est une fermeture dans T .

20 L'essentialité de T est compatible avec 1l'union (finie).

30 I,'intersection de deux éléments de T fermés dans T est fermée dans T .

Remarquons que ® , qui est idempotente, est, pour l'ordre de T , une applica-
tion extensive [car x w(x) => x < w(x) , Ce (V X € T) ] s aingi, pour que W
goit une fermeture dans T pour l'ordre de T , et non plus seulement dans T<I ,
pour l'ordre d'essentialité, il faut et il suffit que « soit croissante pour
l'ordre de T , c'est-&-dire que 1l'on ait (x,yeT (xgy => ox)< w(y)) .
Une condition équivalente est la suivante : soit I(w) = {XEE T | m(x) = X}
1l'ensemble des invariants de @ ;3 ® est une fermeture dans .= si, et seulement

si, I(w) est tel que (¥ x,ye T) (wulx)A oly)e (o) .

~ La condition est nécessaire : en effet, si w est une fermeture dans le treil-
lis complet T , 1l'ensemble de ses invariants est un treillis complet dont 1'inter=-

section coincide avec celle de T .

- La condition est suffisante : si elle est vérifide, soient x , y € T tels que
x <y ; ona, puisque x< w(x) et y<oly), x=xAy<ax Aoy <oz,
d'ou, par convexité, puisque x < olx) , x<2o(x)A w(y) . Mais on sait que w(x)

est le plus petit invariant de @ majorant x (pour 1'essentialité), d'ou
w(x) € olx) A oly) < oly) ,
et le résultat est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théordime 2.

1© ==> 2° : Vu la commutativité de l'union, il suffit de prouver que
(tx,y,2€T) (x9y => xVvz<yvVvz);ona,vul®, et puisque x Iy ,
¥y £ w(x) ,  ©&tant une fermeture dans T , x<xVz = wx)<wxVsz) , d'ou
y &£ wix v z) s mais z < x V z < w(x V z) , d'ol ¥y V 2z < w(x \Y/ z) , soit

xVzg<yVzgwxVva) . Mais, vu 1'extensivité de w , x Vz 9 w(x vz) , d'ol,

par convexité xVz <<y Vaz.

20 ==> 30

oo

Solent x et y des éléments de T fermés dans T 3 si x A y <z
ona, vu 2°, x=x Vi{xAy)<dxVsz,d DV xVz=x et z <x, de méme z gy,
d'ob 2z xANy et z=xAy ; ainsi x Ay est fermé dans T , et le résultat

est démontré.
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30 ==> 1° : 31 xe€ T, les extensions essentielles maximales de x sont fer-
mées dans T : ainsi, si y , z € M(x) , y A z est fermé dans T ; mais

X<YyAz<gy et xy, d'ol, par convexité, y Az <2z, d'ol yAz =12 et

N

z 3 de méme z 2y et z =y est l'unique extension essentielle maximale de

vV

y
x , donc la plus grande extension essentielle de x , vu 1'inductivité de 1'ensem-

ble des majorants de x pour l'essentialité.

Tout élément x de T a donc une plus grande extension essentielle w(x) : il
s'ensuit que les invariants de « sont précisément les éléments de T fermés dans
T , d'ou le fait que w est une fermeture dans T , compte tenu de la condition

suffisante d'une équivalence précédente.
Les conditions précédentes sont aussi équivalentes & la suivante :

4° Toute intersection d'une famille quelconque d'éléments de T fermés dans T

est fermée dans T .

En effet, 4° ==> 3° , et, si on a 3°, ® est une fermeture dans le treillis

complet T , et 4° est bien vérifiée.

Remarque. — L'union dans T<l » quand elle existe, coincide avec l'union dans T :

en effet, si U Xi = supg Xi , On a (V ie I) (Xi <y xi) , d'ou (V ie I)
i€l ieT i€l
(xi < U Xi) et vV x g U % .Soit jET:ona x,€ V %€ U % et
iel i€l i€1 i€l iel
x, <2 U X; d'ou par convexité, \Y X, QU x. et (v je J) (x.<4 v X.) @
€T €T jer * jer *
ainsi vV X, = U X. et le résultat est démontré.
iel iel

R
THEOREME 3.

ait, pour toute famille totalement ordonnée (Xi)iEI d'éléments de T (donc telle

Soit T wun treillis complet intercontinu [c'est-d-dire tel qu'on

que (V i, Jje I) (xi < Xj ou Xj < xi) ) et pour tout élément x gg T,

A (v Xi) = v (xA Xi) J. 81 F est une partie quelconque de T , la relation
i€1 i€l

XAy = [x <y et (V z € F)(x ANz =0 => yAz= O)]
F .

est une relation d'essentialité dans T [nous désignons par O le plus petit é1é-
ment de T .

Démonstration.

1©° (v xe 1) [x<x et (¥ z €eF)(xANz=0 = xAgzg= 0] d'ol la réflexi-
vité de <« .
F

2° < est par définition m8me plus forte que l'ordre de T .
F
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3081 x99y et y ? Z ,0na xsy et y<z,d'oh xgz,etsi teF
F A 3
est tel que x A t =0, al rs puisque X ? vy, yANt=0, d'ou, puisque y ?'z ’

z At =0 . Ainsi, x § z , et § est transitive.

4° 81 x<y<ssz et x ? z , montrons que x ; y et que ¥y ? Zz . Bn effet, si
t€F est tel que xAt =0, onaaussi zAt =0, d'ou, puisque XAELyAt<zAL
yAtT=0,ct x ; y 3 8i t€ F est tel que y At =0, on a, puisque
O<KxAtE<yANt, ANt =0, d'olaussi z At =0 . Ainsi, ¥ ; z , et la

convexité de ? est démontrée.

59 Soit (yi)iEI une famille totalement ordonnée pour ? d'éléments de T
i j ° = V . = PR % ffet
[(vi,5e D)y Syy 0w s y;)].oma y YT SR effet,
iel
(a) 8i i€ , montrons que v ; y . On a Y <y ; soit maintenant z € F
tel que v ANz=0 .31 je€I, oubien v ? yj , et alors yj Nz =0, ou bien
yj < Vi o et alors y. € vy et 0 < yj ANz £ Vs N z=0 entraine y. ANz =0 .

Aingi (v je1) (ygoAz=0),am yAz=(Vv y)Az= v (y.Az) =0 et
J jer 9 j€I

Il

v. <z .
L F
(b) Soit x € T tel que (¥ i€ I) (yi ? z) . On a, en particulier (V i € I)

(yi <z),doh y<z . Ainsi, si iO €I, ona y; SV s 7% et s ; z , d'ol
0 0

y ? z et le fait que y est bien le plus petit ;}—majorant des yi e

L'ensemble des relations d'essentialité définies dans un treillis T est, pour
l'ordre d'implication, un treillis complet dont le plus petit élément est 1'égalité
et dont le plus grand élément est 1l'ordre de T . Notons au passage qu'on peut asso-

cier, 4 tout élément t de T , la relation ? correspondant a

F=(0,8) ={xetm]| x<t} .
Dés que F est une section initiale de T , la relation d'essentialité associde &

F est compatible avec 1l'intersection : c'est le cas en particulier lorsque F =T ,

et ce fait nous servira dans la démonstration du théordme suivant.

/ N\
THEOREME 4. - Soit T wun treillis de Johnson [c'est-d-dire un treillis complet,

modulaire et intercontinu | et soit @ 1la plus grande fermeture de l'ensemble T

ordonné par la relation

xqy <=> [x<y et (VzeT) (xAz2=0 = yAz=0)]

(dont nous dirons qu'elle est la relation d'essentialité de T ).

Les propriétés équivalentes du théoréme 2 sont encore équivalentes & la suivante
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50 @ est une fermeture dans T , et le treillis des invariants de ® est modu-

laire.

[ w étant une fermeture dans le treillis complet T , I(w) est un treillis
complet,pour 1l'ordre induit par celui de T : son intersection O coincide avec

celle de T , et son union U est donnée par U x, = w( vV Xi) s sa modularité
€I i€l
peut donc s'exprimer par le fait que Vx,y, 2zc¢€ I(w)) 1les relations
X<y
XANz=yYNE%
w(x vaz)=ouyvVa)

entratnent 1'égalité de x et de y .

19 ==> 5% : Comme X<y => XVz<yVzaz s_w(y Vz) = w(x Vz) et puisque
xVz<w(xVvsz), en raison de 1l'extensivité ée w , on a, par convexité,
xVz<lyVz, d'ou, en raison de la compatibilité de 1l'essentialité avec 1l'inter-

section, (xvz)Ay< (y v z) Ny =7y 3 mais, par modularité, puisque x <y ,
(xvz)Ay=xVv(zAay)=xVv(zAax) =x

et x<y, dlou y = x , puisque la plus grande extension essentielle de x est

w(x) =x ( x étant invariant par ¢ ).

50 ==> 1° : Si x€ T, l'ensemble {ye T ‘ X Ay =0} est un sous-ensemble
inductif non vide de T [inductif en raison de 1'intercontinuité, non vide, puis-
que O 1lui appartient]. Il a donc des é1léments maximaux qui seront appelés complé-
ments de x (dans T ) ; JOTISON a montré que si y est un complément de x dans
T,ona xVy<I [nous désignons par I 1le plus grand élément de T . On a
donc xVy<I,et,si z estun élément de T tel que (x Vy)Az=0, ona

en appliquant la modularité,

(y vx) A (yVa)
(xvy)a(zvy)
[(xVvy)Anzlvy
Ovy

yvizxa(yvaz)]

i

I

=¥

d'ou x A (y Vv z) <y et, puisque x A (y V z) <x, 0g<xA (y V z) <xANy=03
ainsi, x A (y Vv z) =0 et, y étant un complément de =x , on a, puisque

yVz>2y, yvz=y,d'oh z<y<xVvy et 0=(xVvy)Az=2z ]

I1 résulte de la définition de 1l'essentialité que tout complément y d'un élé-

ment x de T est fermé dans T [car si y <z , on a, puisque XAy =0 ,



xANz=0, d'ou, puisque z >y , et puisque y est un complément de x, z =7 ;
la réciproque est d'ailleurs vraie, tout élément x de T fermé dans T étant un

complément de 1l'un quelconque de ses compléments. En effet, si x' est un complé-

ment de 1'élément x de T dans T , il existe, puisque x A x' = 0 , un majorant
x" de x maximal tel que x" A x' =0, c'est-d-dire un complément de x' majo-
rant x 3 o0or xVx'<II,et (xVvx')AX"IIAZ"=x" ; mais, par modularité

(xvx')Ax"=xv (x'A ") =xVO0O=x et x<x", En particulier, i =x est

fermé dans T , x = x" est un complément de x' dans T J.

En particulier, tout complément est invariant par @ , ce qui nous permet d'affir-
mer que si y est un complément d'un élément x de I(w) , ona xUys=1I [en
effet, x,y et I appartiennent & I(w) , etonma xVyaI, dlod wlxvy)=1I
soit Uy =1 1.

Remarquons enfin que deux éléments dont 1l'un est essentiel dans 1'autre ont les
mémes compléments (plus généralement les conditions suivantes sont équivalentes pour

deux éléments x et y de T :
1° x et y ont les mémes compléments.
20 (1z€T) (xAz=0 <=> yAz=0).

3 xAy<x et xAyQy .,

1 => 2°:81 xAz=0, soit z' un complément de x majorant =z . Cl'est
aussi un complément de y , d'ol y A z' =0, et, puisque O < YyANzg<yAz =0,

y’/\Z=O.

20 => 3° : 0na xAy<y,et, si (xA y) At =0 , xA(yAat) =0 , d'ou
yA(yAt) =0, 80it yAt=0,et xAy<Qy : de méme YyAXSx, soit
XAy <X,

30 =>1°: x et y ayant les mémes compléments que x A y , dont ils sont

extension essentielle, ont les mémes compléments],

Nous pouvons maintenant démontrer que 5° => 1° : Si t€ T s soient 2z wune
extension essentielle maximale de t , x = w(t) et y un complément de x dans

T. x,y et z appartiennent a I(w) et on a x <z, d'ou
X U (y N z) =(x v y) Nz=Inz=INgzg=z;

mais le complément y de x est gussi un complément de z , d'od y Nz =y Az =0
et xuU (y Nz)=xU0=x . Ainsi Zz =X = w(t) est 1'unique extension essen-

tielle maximale de t , donc la plus grande extension essentielle de t .
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Si le treillis de Johnson T possede l'une des cing propriétés équivalentes

précédentes, on a
(vx,yen) wlx A y) = wlx) Awly) .
En efiet, puisque x < w(x) , et ¥y < w(y) , On a
x Ay <9 w(x) A wly) donc ol(x) A wly) 9 wlxAy)

°

puisque w(x A y) est la plus grande extension essentielle de x A y ; mais 1'é1é-

ment (x) A oly) de I(w) est fermé dans T , d'olt le résultat invoqué.

Notons qu'un treillis T complet, intercontinu et distributif vérifie les cing
propriétés équivalentes précédentes. En effet, la distributivité entraine la modu-
larité, et la compatibilité de 1l'essentialité avec 1l'union [si x <y , on a
XVz<dyVz:eneffet, x<y = xVzg<yVsz,et,si (xvz)Aat=0 ’
(xAt) v(zAat) =0,dot xAt=0 (et yAt=0)et zAt=0. Ainsi

yva)at=(Aat)vizat)=0 1.

De pius, dans ce cas, I(y) est distributif [car si x s YV 5 2 € I(w) ’

of(xnz) viyaz)]
of(xvy)Az]

w(x vy) A olz)

olx Vy) Az

(XU y) n z :l

(X N z) U (y'n z) = (X N z) U (y N z)

1l

Il

Nous allons maintenant passer aux applications aux modules. Tous les modules
considérés dans ce qui suit seront des modules a gauche unitaires sur 1'anneau
unitaire A ; nous désignerons par ! une enveloppe injective du module M , par
T(M) [resp. par TQ(M) J le treillis des sous-modules de M [resp. 1'ensemble
des sous-modules de M ordonné par essentialitd] et, enfin, par Wy la plus gran-

de fermeture de T<$M) . Le résultat fondamental est la suivant

7N\
THEOREME 5. - Wy est une fermeture dans T(M) s €t elle est induite par o

dans M [en ce sens que (V N s}M) (wM(N) = wM(N) N M) ].

Remarquons d'abord que si Q est un module injectif, est croissante dans

W,
T(Q) 5 en effet, si N N' € Q, soit Qé une extension Sssentielle maximale de
N' dans Q : Qé étant fermé dans 1'injectif Q s est injectif, et contient une
extension essentielle maximale QO de N g QO .étant fermé dans 1'injectif Qé
est injectif donc est une extension essentielle maximale de N dans Q ,» contenue

dans Q6 y d'ou le résultat.
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Notons que fait correspondre & un sous-module N de Q 1tintersection des

“q

enveloppes injectives de N contenues dans Q . I1 résulte alors d'un théoréme de
Renault suivant lequel les sous-modules d'un module M fermés dans M sont préci-
sément les intersections avec M des sous-modules injectifs de ﬁ que (V N £ M)

(@M(N) = wﬁ(N) N M) [en effet, les extensions essentielles maximales dans M d'un

"

sous=module N de M sont précisément les intersections avec M des enveloppes
injectives de N dans M .

La croissance de Wy résulte alors de celle de Wy et le théoréme est démontré.

Si tout sous-module N d'un module ! posséde une plus grande extension essen-
tielle dans M , celle-ci n'est autre que wM(N) 3wy étant une fermeture dans

T(M) ; les assertions suivantes sont équivalentes pour un mcdule M .

1° Tout sous-module N de M posséde une plus grande extension essentielle dans

U
20 L'essentialité est compatible avec la somme dans T(lM) .
3° L'intersection de deux sous-modules de M fermés dans M est fermée dans M .
4° Toute intersection de sous-modules de M fermés dans M est fermée dans M .

L'ensemble ordonné par inclusion des sous-modules de M fermés dans M est alors

un treillis complet, modulaire et complémenté.
C'est le cas, en particulier, si le sous-module singulier
<
M- ={xen | an(x) < 4)

du module M est nul, car 1'essentialité est alors compatible avec l'union dans

T(M) [en effet, si I , N' , PEM et si N<N', soit
n'+pE(N‘+P)*=(N'+P)—{O} .
On a
I={rea| mentcT={rea]| Aln' +p)e N+ P}

d'olu, puisque I <A (en raison de l'essentialité de N dans N! ), T<aA (par
convexité) et le fait que J ¢ An(n' + p) (puisque m = 0 ) ; ainsi, il existe un
. 3

élément A de A tel que A(n' +p)€ (N+P) = (N+P)-{0} et N+P<IN'+P]

On a dans ce cas

o) =f{xem | {Aea] rxxe N} < A}

soit

o =f{xenm | (v I<A[I#£0 => (aAeI*:I-{O})(xxezv)]}.
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JOHNSON avait démontré ce théordme dans le cas ou l'anneau A était tel que

-0,

I1 y a bien entendu des cas ou notre théoréme s'applique & un module M , sans
. <4
que l'on ait Mq =0 [ par exemple si M est un module uniforme tel que M # O ,

tel l'anneau A = §/§P2 en tant que A-module, p étant un entier premier ].

Remarquons maintenant que pour que 1'essentialité soit compatible avec la somme

dans T(1) , il faut et il suffit que M posséde la propriété suivante :

Si N, N' M et si P est un sous-module de N' maximal tel que NN P =0,

alors N@® P <N + Nt .

La condition est nécessaire, car, dans les conditions indiquées, P est un com-
plément de NN N' dans N' et (NN N') + P <N', d'od N+ ( Nn N') + PAN+N'
soit NP <N + N' .,

La condition est suffisante : si elle est vérifiée, soient N , N' , P M tels
que N < N' . Montrons que N + P<IN' + P . Soit R un sous-module de P maxi-
mal tel que N N R =0 . Par hypothese, N® R <IN + P , puisque N < N' , on a
N'* "nR=0, et R est un sous-module de P maximal tel que N' nR =0 . Par

hypothése, N' @ R < N' + P .

Or, l'essentialité étant compatible avec la somme directe, on a N®R<XN'®R ,
d'ou N®R<N' +P et, puisque NOR N+ P gN' + P, par convexité,

N+PAN' + P, et le résultat est démontré.

En particulier, il résulte de ce critére que si l'essentialité est compatible
avec la somme dans le treillis des sous-modules d'un module de Renault M , alors
la somme de deux sous-modules de M fermés dans M est fermée dans M [on appel-
le en effet module de Renault un module M dans lequel tout sous-module fermé est
un supplémentaire de 1'un quelconque de ses compléments, ou, ce qui revient au méme,
tel que la somme directe de deux sous-modules de M fermés dans M soit fermée
dans M ; une condition nécessaire et suffisante pour qu'un module soit de Renault
étant qu'il soit stable par tous les endomorphismes idempotents de son enveloppe
injective, tout module quasi-injectif est un module de Renault, ce que 1l'on peut
d'ailleurs prouver directement : si N est un sous-module du module quasi-injec-
tif M fermé dans M , et si N' est un complément de N dans M , 1'applica-
tion canonique de N @ N' sur N se prolonge en un endomorphisme f de M ; on
a Ker(f) =N', Im(f) =N, donc f est idempotent, et

M = In(f) ® Ker(f) = No@ N' 1.
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