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15-01

FERMETURES SUR L’ENSEMBLE DES FONCTIONS BOOLÉENNES INCOMPLÈTES
APPLICATIONS

par Fernand LAPSCHER

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, y n° 15 1er avril 1968

Sommaire. - La notion de fermeture sur un ensemble ordonné s’applique au cas du

treillis Ln des fonctions booléennes de n variables, et au cas du sup-demi-
treillis In des fonctions booléennes incomplètes de n variables. Elle inter-

vient dans la recherche des représentations possédant une propriété donnée (monoto-
nie, indépendance, décomposition, etc.) de fonctions booléennes incomplètes.

Première partie
Etude générale

1. Isomorphisme d’ordre. Dualité.

Pour deux ensembles ordonnés T et S, y on nomme isomorphisme toute application

cp de T sur S, y bijective, vérifiant la propriété suivante :

( 1 ) f ~ g ==> s

pour f 9 g E T et cog E S . Si l’un des deux ensembles T et S est un

treillis, il en est de même pour l ’autre, et l’on a les propriétés suivantes :

(2) c~ sup f. = Sup 

( 3) co inf f. = Inf cpf..

Les opérations sup et inf sont relatives à T . Les opérations Sup et Inf

sont relatives à S . Les indices i appartiennent à un ensemble I pouvant être
infini si l’un des treillis est complet (l’autre l’étant alors aussi). L’hypothèse
de bijection et l’une des trois propriétés précédentes entraînent d’ailleurs les
deux autres ([5], chap. IV, § 3, et [2], chap. I, ~ 3).

L’application bijective entre ensembles ordonnés T et S , est un anti-

morphisme si :

( 1 ’ ) f ~ g ==> 

Si l’un des ensembles T et S est un treillis, il en est de même pour l’autre,
et l’on a :



= Inf of. ,

Ici encore, l’hypothèse de bijection et l’une des trois propriétés entraînent les
deux autres ( ~5 ~i [2]). T et S sont dits duaux. Si T et S sont confondus,
T est dit autodual.

Principe de dualité ( C 2 ~, chap. I, ~ 3). - L’inverse d’une relation d’ordre est
une relation d’ordre.

Deux propositions relatives à des ensembles ordonnés sont dites duales si l’on

passe de l’une à l’autre en inversant les relations d’ordre. Le principe de dualité
montre que, si l’une est vraie, il en est de même pour l’autre. D’après ce qui pré-
cède, la dualité dans un treillis permute les opérations de bornes supérieure et
inférieure et les éléments nul et universel lorsqu’ils existent.

2. Fermetures sur un treillis complet.

Nous désignerons par 0 l’élément nul et par 1 l’élément universel d’un treil-

lis, quand ils existent. Rappelons tout d’abord quelques définitions et quelques
propriétés.

Fenneture. - On nomme fermeture sur un ensemble ordonné E ~ toute application a
de E dans E .

1° Idempotente : a 2 
2° Isotone : f >, g _-_> 

3° Extensive : 

quels que soient f, 

En particulier, nous envisagerons la fenneture identique e : 

et s’il existe un élément universel, la fermeture unité u : 

Famille de Moore. - Dans un treillis complet, on nomme ainsi toute partie :

1.° contenant l’élément universel,
2° avec un ensemble quelconque non vide d’éléments, contenant leur borne infé-

rieure.

Une famille de Moore est elle-même un treillis complet ( ~4~, chap. V, § 4).

Premières propriétés.

(a) Caractérisation de c~f est le plus petit invariant p our ~ ~ supé-
rieur ou égal à f.



(b) Fermeture d’une borne supérieure. - Pour une partie 1 i E I} de E,

supposée maintenant être un treillis, éventuellement complet si I est infini, on a

(c) Fermeture d’une borne inférieure. - Pour la même partie de E , on a

(d) Fermetures et familles de Moore. - L’ensemble des invariants pour une ferme-
ture donnée est une famille de Moore (l’inégalité (2) devient une égalité dans le
cas d’un ensemble d’invariants et al = 1 ). Inversement, à toute famille de Moore

correspond une fermeture unique dont les invariants sont les éléments de la famille

de Moore. La relation entre l’ensemble F des fermetures et l’ensemble M des fa-

milles de Moore est en fait plus qu’une bijection : c’est une dualité entre treil-
lis complets ([2], § 1, ex. 8, et [3], § 1, ex. 13 et § 2, ex. 7).

3. Fennetures inférieures.

Fermeture inférieure. - Sur un ensemble ordonné E, nous nommons fermeture infé-

rieure, toute application a de E dans E .

1° Tdempotente : a2 f = 
2° Isotone : f ~ g --r=~ 

3° Réductive : f ,

quels que soient f, g E E .

Par opposition, les fermetures extensives précédemment étudiées seront dites su-
périeures, et notées § . Les deux définitions sont duales.

Famille de Moore inférieure. - Dans un treillis complet, nous nommons ainsi toute

partie :

1° contenant l’élément nul,
2° avec un ensemble quelconque non vide d’éléments, contenant leur borne supé-

rieure.

Par opposition, les familles de Moore rencontrées précédemment seront dites supé-
rieures.

Propriétés. - Elles sont duales de celles des fermetures et familles de Moore su-
périeures.



Identité des ensembles d’invariants de deux fermetures. - Si deux fennetures c~

et 03B2 , de même nature, ont des ensembles d’invariants et i(S) égaux, nous

savons qu’elles sont égales.

Supposons-les de natures différentes.

, , 
_

THEOREME 1. - Si deux f ermetures ëi et p ont mêmes invariants, on a

Grâce au principe de dualité, il suffit d’établir la première égalité. Tous les

âf , sont invariants pour â g donc pour 03B2 . Leur borne supérieure est un inva-
1 -

riant pour 03B2 (propriété de famille de Moore inférieure) , donc pour â . Par suite,

sup âf . = â sup âf , et, d’après l a relation (1) du § 2, sup 03B1fi = â sup f ..

THÉORÈME 2. - Réciproquement, si une f ermeture supérieure est telle ue

03B1 sup sup âfi et 03B10 = 0 , il existe une fermeture inférieure a telle ue

La proposition duale est également vraie.

Il suffit de montrer que i(~~ est une famille de Moore inférieure.

1° 0 E 1 (CY~ .

2° Considérons un ensemble (fi I i E I , fi E i(~~ ~ . On a

ce qui montre que sup f. e i(03B1) .

Cas particulier des algèbres de Boole. - Nous notons additivement et multiplica-
tivement les opérations de bornes supérieure et inférieure. Les équivalences sui-
vantes sont voisines de celles établies par WRIGHT [l0].

, ,

THEOREME 3. - Sur une algèbre de Boole dont 5’ est une fermeture supérieure, et

f et g sont deux éléments, les propositions suivantes sont équivalentes :

1° ~f = f => = f (c’est-à-dire 5(f) = (~f)’ ) ;
2° cy a pour trajectoire une sous-algèbre de Boole, complète si celle de départ

l’est ;
3° = 0 ==> = 0 ;
4° a0 = 0 et = 5’f~g .



1° ==> 2° . Le produit d’invariants pour a (en nombre éventuellement infini
si l’algèbre de Boole est complète) est un invariant. Si de plus le complément d’un

invariant est invariant, l’identité de De Morgan permet d’affirmer que la trajec-
toire de a est une sous-algèbre de Boole ( éventuellement complète). Remarquons
que nous avons établi la conclusion du théorème 1 avec des hypothèses différentes.

2° ====> 1° . Les invariants formant une sous-algèbre de Boole, le complément de

tout invariant est un invariant.

1 ° ===> 3° . 0 équivaut à f  (âg~ ’ qui entrafne ûFf ~~ ~ 
car Cig est invariant. Cette dernière inégalité équivaut à 0 .

3° => 

(i) D’après l’extensivité, ~(f’ ~ >, f t .

(ii) Soit f invariant pour o~ . L’égalité f’ . f = 0 s’écrit = 0 et,

d’après 3°, entraîne ~(f’ ~ .af = 0 ou ~(f’ ~ . f ~ 0 . D’où a(f’ ~  f’ .
Ceci établit l’égalité.

3° ===> 4° .

(i) Pour g = 1, oFg = 1 , p et 3° devient f = 0 ==> 0 .

(ii) Ecrivons f = f.ag + î. (âg~’ . D’après 2°, af .= + ~~f. (ag~’ 3 . Or

D’où

Liaison entre fermetures inférieures et supérieures. - Ceci généralise la notion

d’ ’ "intérieur" de RUTHERFORD (~8 ~, ~ 34) .

Soient a une fermeture sur un ensemble ordonné E , et 03C6 un automorphisme ou

un antimorphisme de E . On montre aisément que

est une fermeture de même nature que ou non, suivant que cp est un automor-

phisme ou un antimorphisme. La transformation est d’ailleurs réciproque :

Les relations (3) et (4) équivalent à



L’application 03C6 est un isomorphisme entre ensembles de fermetures.

Dans le cas d’ automor p hismes ou d’ antimorphismes involutifs (tels que c~2 , f = f ),

l’application   est également involutive. Ainsi, dans tout treillis complémenté,
où la complément ation es t un antimorphisme, 9 nous associons, à toute f ermeture supé-

rieure ~ , la fermeture inférieure ~ - (~~’ telle que

et inversement, à toute fermeture inf éri eure ~ , , la fermeture supérieure c~ = ~ ~ ~ ’
telle que

03B1 et 03B2 sont dites complémentaires.

4. Algèbre de Boole libre à n générateurs. 0

Une fonction booléenne peut être considérée comme un élément d’une algèbre de

Boole libre finie. Nous notons L 
n 

l’algèbre de Boole libre à n générateurs ou

variables a1 , a2 , ..., a n et à 22n éléments ([2J, chap. x, § 8, [9], § 14).

Dans L considéré comme treillis distributif et complémenté, nous appelons pro-
duite noté multiplicativement, et somme, notée additivement, les opérations de bor-
ne inférieure et de borne supérieure. Le complément est noté par l’accentuation de
la quantité sur laquelle il porte. Les éléments nul et universel sont représentés
par 0 et 1. Nous appelons monôme tout produit d’un nombre quelconque de varia-

bles directes ou complémentées, chacune n’intervenant qu’une fois au plus. Au pro-
duit vide correspond le monôme 1 . Les atomes de L sont dits monômes canoniques ;
toutes les variables y figurent.

Nous nommons monôme premier d’une fonction f tout monôme inférieur à f dans

Ln et maximal pour cette propriété, base première de f toute somme de monômes

premiers égale à f .

Une fonction est dite monotone par rapport à une partie de ses variables s’il en
existe au moins une expression en sommes et produits dans laquelle chacune de ces
variables figure sous une seule forme, directe ou complémentée~ ou ne figure pas.

Enfin, nous appelons variable générale l’ensemble A = ... , a ~ de varia-

bles simples et, a. désignant soit a. , soit nous posons

- -

à et à’ sont deux configurations opposées de À .



Exemple. - Considérons la fonction de 4 variables

f = abcd + abcd’ + abc’d + abc’ d’ + ab’cd + ab’ cd’ + a’b’cd + a’ b’ cd’

+ ab’c’d’ t + a’ b’ c’ d’ + a’ bc’ d + a ’ bc ’ d ’ ,

donnée comme somme de ses monômes canoniques. Elle possède 7 monômes premiers

ab ac ad’ b’ c b’ d’ t bc’ c’ d’

12345 5 67, ,

et 4 bases premières 1456, 1467 , 2456, 2467 , c’est-à-dire que

f = ab + b’c + b’d’ + bc’

= ab + b’c + bc’ +c’d’

= ac + b’ c + b’d’ + bc’

= ac + b’c + bet + c’d’ .

La fonction f est monotone par rapport à ~ a 9 d’) et, plus précisément, crois-

sante par rapport à a et décroissante par rapport à d .

5. Exem les de fermetures sur L .
Il est parfois commode de définir une fermeture par l’ensemble de ses invariants.

Dans L , chacun des ensembles suivants de fonctions, sauf le premier,

1° monômes,
2° fonctions monotones suivant certaines variables, y

3° fonctions indépendantes de certaines variables,
4° fonctions décomposables suivant un ensemble de fonctions,
5° fonctions antipermutables suivant certaines variables,
6° fonctions symétriques suivant certaines variables,
7° fonctions paires suivant certaines variables,

est à la fois une famille de Moore supérieure et une famille de Moore inférieure à

laquelle sont associées une fermeture supérieure et une fermeture inférieure. Le

premier ensemble est une famille de Moore supérieure, et l’ensemble dual des

1° bis sommes de lettres

une famille de Moore inférieure.

Le théorème 1, § 3, s’applique aux ensembles 2°, 3°, 4°’ 5° y 6% 70 ~ le théorème

3, aux ensembles 3° , 4o p ~ o ~ 7 0 ,



6. Fonctions booléennes incomplètes.

Définition. - Une fonction incomplète f = f) est définie par la donnée de

deux fonctions comparables f et f , f ~ f y qui sont ses bornes inférieure et

supérieure.

L’ensemble des fonctions incomplètes, ayant des bornes égales, correspond bijec-

tivement à L 
n 

et y par opposition, les fonctions de L 
n 

sont dites complètes.
Nous nommons représentation d’une fonction incomplète, toute expression complète

comprise entre les bornes.

Nous dirons qu’une fonction incomplète possède une propriété (monotonie, indépen-
dance, décomposition, symétrie, ...)y si chacune de ses bornes possède cette pro-

priété.

Monôme premier d’une fonction incomplète. - Nous nommons ainsi tout monôme pre-
mier de f dont l’intersection avec f n’est pas vide.

Propriété caractéristique. - Un monôme ~ est un mon8me premier de la fonction

incomplète Cf, y f) si, et seulement si,

1° = 0 ,
2° ~j~ 0 ,
3~ )JL est maximal pour la propriété 1~.

Relation de complétude sur l’ensemble des fonctions incomplètes. - Considérons le
treillis L et le treillis dual L . L’ensemble L x L des couples de fonc-n n n n -"

tiens complètes de n variables, produit direct, est un treillis de Boole dans le-

quel la relation d’ordre induite, dite relation de complétude, est

et l’on a

( 0 , 1.~ est l’élément universel, et (1 , 0) l’élément nul.

Pour la même relation 
~ 
d’ordre, l’ensemble 1 

n 
des fonctions incomplètes de n

variables, partie de L x L , est un sup-demi-treillis d’élément universel (0 , 1).



La borne inférieure est pas toujours définie. Les éléments minimaux de In
sont les fonctions complètes.

7. Fermetures sur l’ensemble des fonctions incomplètes.

Fermetures sur Ln x Ln . - Nous nommons extensions les fermetures supérieures3~ n n 

sur Ln x L , et réductions les fermetures inférieures. Désignons par et

les ensembles de fermetures supérieures et inférieures sur un ensemble ordon-
né E .

Propriété. - Le produit direct x isomorphe à F(L") x 

l’est aussi à une partie de F(L x propriété duale est valable pour

F(L ~ x F(L ~ .
Soient (of y ~~ un élément du premier ensemble9 et ~’ l’application interne de

Ln M Ln définie par

0n vérifie aisément que F est une extension sur L 
* 

xL, extension que nous no-
_ _ 

n n

terons F , et que l’application (OE , fl) - F est injective. De plus, si deux

~~l ’ ~l~ et ~~2 ’ ~2~ sont que ~l " ~2 et ~l ~ ~2 ’ on ~*

F~ % F~ . Inversement, si une extension F est telle que

il est immédiat que a est une fermeture inférieure et $ une fermeture supérieu-
re. De plus y si deux extensions r~ et f2 sont telles que

avec 03931  03932 , on a 03B11  03B12 et Si  03B22 . D’où l’isomorphisme.
Remarquons qu’en général une extension r est de la forme

Dans l’exemple suivante il en est ainsi pour l’extension ayant pour invariants

(1 , 0) , (1 , 1) , (0 , 1) .



Fermetures sur In . - Les définitions et propriétés précédentes restent val ables
sur l’ ensemble ordonné In . Toutef ois 9 une réduction r ; (~ ~ ~~ n’ est pas né-n _

cessairement définie pour tout élément de I . Il f aut, dans chaque cas, vérifiern

que rf E In , , c’ est-à-dire que

Un problème important est la recherche, pour une fonction incomplète f~ ~
des représentations possédant une propriété donnée. Si l’ensemble des fonctions

complètes possédant cette propriété est à la fois une famille de Moore supérieure
et une famille de Moore inférieure, désignons par (c7 y j3) le couple de fermetures
associées. La conclusion du théorème 1, § 3, leur est applicable. Une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’il existe des représentations est alors que la fonc-
tion incomplète r(f , f) = ~f ~ existe, c’est-à-dire que

Dans ce cas, leur ensemble est un treillis ayant pour élément nul ~f ~ et pour
élément universel o La condition précédente équivaut à

et à

Si les fonctions af et sont données sous forme de sommes, le produit de
tout terme de l’une par tout terme de l’autre est nul, et ces deux termes contien-
nen~ au moins deux f acteurs complémentaires.



Deuxième partie
Fermetures monotones et indé endantes

8. Notations.

Nous notons tÂ et tÃ les fermetures supérieure et inférieure monotones en Ã ,

i~ et iB les fermetures indépendantes de B . Elles ont respectivement mêmes in-

variants, et les résultats du § 7 s’appliquent.

Remarquons que

est une fermeture supérieure, et de même pour les fermetures inférieures.

9. Calcul.

Fermetures supérieures monotones. - Pour une fonction donnée en somme de pro-
duits, y la fermeture supérieure est la somme des fermetures supérieures de ses monô-
mes (théorème 1, § 3). Chaque monôme est remplacé par le mon8me minimal qui le ma-
jore et qui est monotone en A. En pratique, ceci revient à remplacer par 1 les

lettres de A qui figurent dans la fonction sous la forme opposée à celle qu’elles
ont dans A ,

Exemple :

f = ab + b ’c + b ’d + bc’ ,

tb f = ab + c + d + bc f ,
f = ab + b’ + b’d + bc’ .

Fermetures supérieures indépendantes. - Le même procédé est valable à condition
de remplacer par 1 toute lettre de A figurant dans f .

Exemple :

iaf = i a t f = b + b’c + b’d + bc’ , ,

Il existe aussi d’autres modes de calcul.



1~ i.= y quel que soit A ;

2° i" f(A , B) = A.. est la valeur de A correspondant

à la configuration A* (chaque variable de Y est remplacée, dans par 1 ou

0 suivant qu’elle est directe ou complémentée) ;
3° i. f(A ~ B) == ~- f(A , B) , la somme portant sur les 2~ configurations de

" A
A .

4° iA f(A ~ B) = ~. f(A y B) , la somme portant sur les 2~ valeurs de A .

~0
Fermetures inférieures monotones. - On peut appliquer les méthodes duales des

précédentes.

Ou encore, on peut remarquer que t~ f est la somme des monômes premiers de f

monotones en A. Dans la base première complète de f (c’est-à-dire la somme de
tous les monômes premiers de f ) , il suffit alors de supprimer les mon8mes pre-
miers non monotones en A y c’est-à-dire de remplacer par 0 les lettres de A

figurant sous une forme différente de celle quelles ont dans A .

Exemple :
ab + ~~ ’ ~ ac + °

Une autre méthode de calcul est décrite dans la note de BENZAKEN [l].

Cas particuliers. - Lorsque les variables de A sont toutes directes ou toutes

complémentées, les fennetures monotones sont dites croissantes ou décroissantes.

D’après KUNTZMANN ([6], chapitre VI, partie II), on a, en supposant les variables
de A directes,



10. Recherche de fonctions incomplètes monotones ou indé endantes our certaines
variables, inférieures dans In à une fonction incom lète donnée et dé en-
dant d’ ensembles minimaux de variables (cf. [6]y chap. 50, et ~7 ~~ .

Première méthode. - Pour la fermeture la condition de possibilité du § 7
s’écrit

f et f’ étant données en sommes de produits, nous savons calculer les fermetures

supérieures en sommes de produits, y mon8me à mon8me, par suppression de lettres ( § 9).
Toutefois, dans tout couple de monômes de f et de CÃ’, B(f’) , il doit res-

ter au moins un couple de lettres complémentaires (§7). Nous sommes ainsi amenés à
comparer chaque monôme de f à chaque monôme de f’ , et à noter, par exemple sous
la forme qu’elles ont dans le monôme de f, les variables qui assurent la nullité
du produit.

Prenons l’exemple suivant :

Nous obtenons le tableau suivant :

12345

1’ b’f a’b’de 1 
2’ b’cd’e’f 
3’ b’c’ef c’ b’ef b’f’

Nous sommes ramenés à un calcul de duale. Après suppression de multiples, il reste

à calculer le produit suivante



(a’ + b’)(a’ + e’ + f)c’(b’ + f)(a + b’ + d’)(b’ + f’)

= a’b’c’ + b’c’e’ + b’c’f + aa’c’ff’ + a’c’d’ff’ .

Pour obtenir les représentations :

- croissantes en une variable x, nous posons x’ = 0 ,
- décroissantes en x, nous posons x = 0 y
- indépendantes de x, nous posons x = x’ =0 ~ 9
- monotones en x, nous posons xx’ = 0 .

Deuxième méthode. - Si on connaît les monômes premiers de (f, f) , on associe à

chaque monôme canonique de f la somme des monômes premiers qui le majorent, et on

fait le produit des sommes ainsi obtenues. En effet 9 pour majorer un monôme canoni-

que de f , les variables de l’un au moins des monômes premiers majorants sont né-
cessaires.

Dans l’exemple précédent, les monômes premiers sont s

b’ , a’ c’ , a’ e ~ a’f’ , af , c’ f , d’f , cte’ , cdf ’ , de’f’ , ce .

D’où le produit de sommes

(b’ + a’c’ + a’e + a’f’)(a’c’ + c’f + c’e’~(b’ + af + d’f)

(b’ + a’e + a’f’ + cdf’ + ce)(b’ r + a’f’ + cdf’ ’ + de’f’) ,

qui redonne le résultat précédent.

11. Décomposition en somme d’une fonction incomplète.

Un ensemble de conditions nécessaires pour que la fonction incomplète f(A, B)
admette des représentations de la forme g(A) + h(B) est

En effet, g étant indépendant de B, et h indépendant de A ,

et, de même y

D’autre p art,



D’où la relation (6) et, d’une façon analogue, la relation (?). Pour g et h ,

les solutions appartiennent respectivement aux intervalles f] y iB f)
et f’]~ ~A ~) * En pratique, il faut vérifier que 

-

ce qui est toujours vrai si

Des résultats analogues sont obtenus, par dualité, y pour les décompositions en

produit.

12. Résolution de l’équation a(A)x + b(A)x’ = 1 .

L’équation en x, a(A)x + b ( A~ x’ - 1 , a pour solution la fonction incomplète

[b ~ (A~ , Posons .

On a

d’où

Inversement, si on a ax = x, bx’ = x’ 1 et ax + bx’ f =1 .

Le procédé peut être généralisé pour les équations à plusieurs inconnues.
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