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Séminaire DUBREIL~PISOT 13-01
(A1gdbre et Théorie des nombres)
2le année, 1967/68, n° 13 18 mars 1968

TREILLIS SOUS~MODULAIRES

par Ladislav BERAN

l. Introduction.

La notion de treillis sous-modulaire est apparue en théorie des treillis pour la
premidre fois dans un article de TAMASCHKE [6], La définition est inspirée de 1'é-
tude des treillis des sous-groupes sous-normaux d'un groupe G ayant des séries de

composition de longueurs finies. Nous noterons ce treillis sn G .

Nous utiliserons la notation suivante : On appelle guotient a/b , le couple de
deux éléments d'un treillis tels que a >b . Le quotient a/b, a# b, est dit

premier si a couvre b , c'est-a~dire
a>c>b implique c=a ;3

dans ce cas, nous écrirons a > b . Nous désignerons 1'ensemble de tous les quo-
tients premiers d'un treillis L par KL e 33 bP=and et ec=aud, les deux
quotients a/b ’ c/d vérifiant cette condition sont dits transgosés. St'il existe

une suite finie de quotients aj/bj y J=0,1, «so ym, telle que :

1° a/b = ao/bo et co/d = am/bm y

o]
2 aj/bj et aj+1/bj+l

solent transposés,

les quotients a/b ; c/d sont dits projectifs, et on écrit a/b N c/d . S'il exis-
te une suite finie de quotients premiers telle que les conditions 1° et 2° soient
vérifides, les quotients premiers a/b , ¢/d sont dits m=projectifs, et on écrit
a/b m c/d . I1 est clair que la Tm~projectivité est une relation d'équivalence sur
KL . On désigne par ;75 la classe modm @&éterminée par a/b KL , et par KL/W

1l'ensemble de toutes ces classes.

loel. Définition. = Un treillis T est dit sous-modulaire, s'il satisfait aux

deux conditions suivantes :

(8) (xuy>y et x2p>qg>xny) = p/an(xuy)ly,
(8) (x>xny et xuy2p>q2y) = panx/(xny).

Pour 1'application des méthodes de la théorie des treillis & celle des groupes,
le résultat suivant de TAMASCHKE [7] est important.
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1.2, THEOREME. - Le treillis des sous-groupes sous-normaux d'un groupe possédant

des suites de composition finies est sous-modulaire.

La réciproque n'est pas vraie.

Afin de faciliter 1'énoncé des théorémes, faisons la convention suivante : Nous
désignerons par L (ou L avec des indices), un treillis dans lequel tout segment

satisfait aux conditions de chaine ascendante et de chaftne descendante.

La notion de treillis sous-modulaire est une généralisation immédiate de treillis

modulaire et relativement complémenté, au sens du théoréme suivant :

1.3. THEOREME. - Tout treillis modulaire (resp. relativement complémenté L ) est

sous-modulaire.

La réciproque de ce théordéme est fausse.

l.4. Remarque. — TAMASCHKE a utilisé dans sa définition des treillis sous-modu-
laires le mot projectif au sens de notre m=projectif, que nous introduisons pour

éviter des confusions avec la définition de projectivité au sens de BIRKHOFF.

Les treillis sous-modulaires ont été étudiés aussi par IQBALUNNISA [4]. Notons F
1'ensemble de tous les "polyn8mes" f(yo s Ty 0 eee s yn) en y, et U, n.

1.5« Définition. = D'apreds IQBALUNNISA, un treillis T est dit sous-modulaire,

si la condition suivante est vérifide :

z

va,belT, agb, ¥f&€F, im>0 tel que le segment K=(c,d),de—-

terminé par f(a, X g eee Xn) et (b , X, 5 eee , xn) , soit de la forme

1

et pour chacun des segments [ci s C ) , on ait

i+l
/ b%/* . *<b*<
C. . N D, . . . .
i+1/ % i/8 SIS T T A b

On peut montrer que cette définition et celle de TAMASCHKE ne sont pas équivalen~—

tes, m@me pour des treillis ayant un nombre fini d'éléments.

Envisageons par exemple le diagramme suivant ¢
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/

)

1/>

e e e

I1 est facile de voir que :

(1) card KL/n =2,

(2) tous les quotients premiers sont projectifs.

Le treillis envisagé satisfait & la définition (1.5), mais ne satisfait pas a la
définition (1.1). Remarquons que, par conséquent, le théortme 4 de [4] ne prouve
pas 1l'équivalence des définitions d'IQBALUNNISA (1.5) et de TAMASCHKE (1.1).

Désormais, nous entendons par treillis sous-modulaires, les treillis vérifiant

1a définition (1.1).

Les résultats suivants seront utilisés ([6], Satz 1, et [6], Satz 5).

1.6. THEOREME. =~ Le treillis L est sous-modulaire si, et seulement si, pour

tout ensemble B < KL/ﬂ , 11 existe une congruence "y telle que

(a>b et a=Db mod %B) > ;7£ €B .

1.7, THéORﬁME. = Un treillis sous-modulaire L est distributif si, et seulement

si, 1l'ensemble

A=f{pe KL/ﬂ | 3a/b, 3c/d, ;75 = ;75 =p et b >c}

est vide.

2. Structure et constructions des treillis sous-modulaires.
WVWMWW\MN\W\N\MMWW

En général, les sous-treillis et les images homomorphes d'un treillis sous-modu-
laire ne sont pas sous-modulaires, mais 1'image homomorphe d'un treillis sous—
modulaire L est déja nécessairement un treillis sous-modulaire ([6]). Pour les

produits sous-directs, on peut démontrer le théordme suivant :

4 |
2.1. THEOREME. - Tout produit sous—direct L de treillis sous-modulaires L

)\ H
A€ A, est un treillis sous-modulaire.
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Démonstration. — Soient oy les congruences telles que

N n, =8 et L/u, =Ly
ren A A A

Supposons que unNv<v et wuv3p>q>u, et soit u = My 9 XO € A, une
0

des congruences ayant la propriété p # q mod u . Désignons par T 1le treillis
L/n = L/%h . Comme le treillis L satisfait & la condition (§) et qu'on a
0
TNV <V et Tuv>»p>qg=u ,
nous obtenons

Fim T/ GEaT)

et i1 existe donc une suite

i

Ej/Bjer, J=0,1, eos ym ,
telle que @

o _ _ —"—"c————

1° a.=v, b =unv, am/bm =9/3 ,

0= 0
2° a./b. et
J/ J

aj+1/bj+1 soient transposes.

Démontrons d'abord la proposition suivante

(241.1) 81 <%, k<4, k<4, et

sul=t, Sni=k ,
. . s 3 U . s* s
alors il existe s , t telsque s =8, t =t, s <t , et
3 * 3
s ul=t%t , s n4L=k .

- = 3
Preuve de (2.1.1). = On peut supposer que S”ﬁ » Posons s, =8V k et t = sllJE.

3 ~
On a slHE s et pour chaque élément s  tel que 8; € s* < t* |, on voit sans peine

————

¢

que s = Ei . Nous avons donc

*
S

It
w |
1l
wl
C
~1
Il
al

et

ot
Il
wl
C
|
1t
w)
C
=
]
ot

Enfin on a
* * ¥*

3%

* #* :
d'o. t =8 U4l . DemBme, k=8 N4 .

Ce qui démontre la proposition.
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En utilisant la proposition (2.1.1) et la proposition duale, on en déduit qu'il

iste & /b* tel
existe a .. m—leK'L el que

* "
am-l/bm-l mv/(unv)
et I
%* % - —
am---l/ bm---l = am—l/ bm-l *

Pour achever la démonstration, il suffira d'établir que :

3 *
(2.1.2) am-l/bm-l i p/q .

Or, d'aprés (2.1.2), on aura
* *
v/(u nv) m am—l/bm-l m p/q ,
et done (§) sera valable dans L . Par dualité, la condition (§) sera aussi vala=-
ble.
Tout revient & montrer qu'on a :

(2.1.3) Soit

o' |

b<a ,

o|

<

<

el

’ Q<D 3

=

ot les quotients a/b et p/q transposés. Alors a/b m p/q .

Démonstration de (2.1.3). = I1 suffit visiblement de considérer le cas p Nnb=7q,

pub=a, et plb . Choisissons X, 4 X, tels que

2

qu<x1<aUq ’

qna<x2\<pna .

I1 en résulte que

=%,

ol
It
S

et xllx,
d'ol on voit que les quotients

a/b et (au q)/x1 , p/q et Xz/(q na), xz/(q na) et (au q)/x1 ,
sont transposés. De 13, la relation a/b m p/q découle facilement.

Ce théoreéme admet des conséquences assez importantes.
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2,2, Définition. - Un treillis sous-modulaire est dit parfaitement sous-modulaire,

si card KL/ﬁ =15

I1 est évident que tous les treillis parfaitement sous-modulaires sont sous-

directement indécomposables.

Du théoréme (2.1), on peut déduire le théoréme suivant :

2.3. THEOREME. - La classe des treillis sous-modulaires de longueur finie, coin-

cide avec la classe des produits sous—directs d'un nombre fini de facteurs parfai-

tement sous-modulaires et de longueur finie.

De la démonstration du théordme (2.1) résulte la m&me conclusion pour les treil—

lis satisfaisant & la condition de quotients premiers, clest-a-dire & la condition
(Cl) unv<u implique v<uuUv .

Mais on peut démontrer ce résultat plus général :

2.4, THEOREME. ~ Si tout treillis TA s Ae A, satisfait & la condition de ruo-

tients premiers, tout produit sous-direct de ces treillis satisfait & cette condi-

tion.

2.5. COROLLAIRE. -~ Si tout treillis Li y 1i=1,2, ¢eo ym , est semi-modu—~

laire et de longusur finie, il en est de m8me de tout produit sous-direct d'un nom-

bre fini de facteurs Li R

Le corollaire résulte du théordme (2.4) et de [5] (corollaire du théordme 51).

Par un treillis semi~modulaire, nous comprenons un treillis satisfaisant a la
condition (cf. [3]) :

(Sl) Les relations y nz<x <z <x Uy impliquent 1'existence de t tel que
l'on ait

ynz<tgy et x=(xut) nz .

Démonstration du théoréme (2.4). - Soit T 1le produit sous—direct des treillis

Ty » T, =T/uy », N #u, =B . Soit unv<v.DNous allons distinguer les deux
A A A el A
cas suivants :
Cas I : La congruence ) AeN, est telle que unv Zv mod my e I1 est
clair que u< x<uuv entraftne UL X< U UV , d'autre part le treillis T/n)\

vérifie la condition de quotients premiers. On adonc u=x ou X =u UV . Mais

X = u U v impliquerait
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unNv=EvNx= (u U v) NV =1v .

On aurait donc v=vNx ou unv=vnNnx, clest=d=dire x u UV oOu

wunNv=vnx=rv, contrairement au choix de x , ou contrairement & la relation

ANV <7V . Par suite u =x mod ny o

Cas II : La congruence ny A€ A, est telle que u Nv =v mod ny e Donc

usuuv, et u=x modnx.
L'examen de ces deux cas prouve que :
FAEAN, Tugx<uvuv, x=u mod uy

Comme N =y = E,ona x=u. Clest ce qu'affirme le théoreme.
AEA
Le théoréme suivant montre la complication de structure des treillis sous-modu-

laires déja dans le cas des treillis parfaitement sous-modulaires :

5.6. THEOREME. — Tout treillis T peut 8tre plongé dans un treillis S parfai-

tement sous-modulaire relativement atomique.

Nous disons qu'un treillis est relativement atomique (au sens de G. szhsz (5],

p. 158), s'il vérifie cette condition :

(¢) Tout segment (a, b) est atomique.

Démonstration du théoreme (2.6). = Prouvons d'abord 1'assertion suivante :

(2.641) Si card M > 2 , alors le treillis z(m) des partitions de 1l'ensemble M

est tel que card KZ(M)/n =1.

Soient Zi s 2o deux partitions telles que z, < Zy e Une des classes de la par-

59 f , est la réunion Mé 8] Mi de deux classes de la partition

Zy oy et toutes les autres classes sont égales. Choisissons my € Mé et m, € Mi ’

tition =z disons M
et déterminons z4 comme la partition ol toutes les classes ont un seul élément

sauf la classe (mo , ml) - Nous utiliserons la notation zj, = (mo R ml) en omet-
tant les classes ayant un seul élément. Nous désignerons par i (resp. v ) 1'61é-

ment universel (resp. 1'é1lément nul) dans le treillis z(M) . I1 est clair que :

(a) zz/z1 i z3/v .

Soit v < Zy et v < Zg oy 2y = (m,p, z5 = (m , q) s Zg = (M \m) . Alors

on a @

(b) i/z6 i z4/v et i/z6 i z5/v .

Soit enfin
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v < Zg = (a, b)

v <z, = (c, a) .

8
% %
Notons zg = (a, ¢) »v . Vu l'assertion (b), il existe zg (resp. Z¢ ) tel que
* K
1/z6 o z7/v et 1/26 m z9/v
(resp. .
e . 3
1/z6 il z8/v et 1/26 n zg/v ).
Donc ¢
(C) Z7/v ™ zs/v .

D'apres (a), (b), (c), on vérifie facilement que tous les quotients premiers dans

z(M) sont m-projectifs. Ce qui démontre (2.6.1).

D'aprds le théortme de WHITMAN, tout treillis est isomorphiquement plongeable

dans le treillis des partitions d'un certain ensemble. D'oh le théoréme.

3. Principe de m-stabilité dans les treillis sous-modulaires.
Désignons par A' le complément de 1'ensemble A du théordme (1.7),
A’=KL/N‘A ’
et considérons, en utilisant le théoréme (1.6), deux congruences ny ot ny,
telles que

(a>b, a=b modn,) <> &be A ,

(a>b , a=b mod %A') <==> §7b € A' .

Avec ces définitions, nous sommes capables d'introduire le "reflet" d'un treillis
sous-modulaire, la notion fondamentale pour la caractérisation de distributivité,
de modularité, et dlautres propriétés des treillis sous-modulaires. Les théorémes
qui suivront aprés les définitions nécessaires présentent donc une solution du pro-
bléme que m'a posé V1. KOXINER : Caractériser les treillis sn G possédant des

propriétés spéciales.

3.1, Définition. = On appelle reflet dfun treillis sous-modulaire L , le treil-

lis L/nA, , et 1'on note Ref L . De méme, on appelle coreflet de L , le treillis
L/%Ao -

On vérifie facilement le lemme suivant @
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3.2. LEMME,

e

£
A

Ref(Ref L) = Ref L , Ref(Coref 1,

Coref L ,

e

Coref(Ref L) = 1 , Coref(Coref L)

1 étant le treillis ayant un seul élément.

3.3. Définition. = Une classe C des treillis est dite m=stable si, et seulement

si, la condition suivante est vérifide
(LeC et L est sous-modulaire) <==> Ref L€ C .
MAutrement dit ¢ Nous allons voir que la classe des treillis semi-~modulaires pos-
sédant un élément universel est m~stable. Cela signifie que, pour un treillis

sous-modulaire L ayant un élément universel, on peut déja déduire de la semi-

modularité de 1'image homomorphe Ref L , qu'il en est de méme du treillis L .

Rappelons les définitions de deux classes de treillis introduites par IQBALUNNISA

[4].

3.4, Définition. — On appelle treillis supermodulaire (supermodular lattice)
d'ordre n > 3, un treillis vérifiant pour tous les éléments x , Yy 9 eees ¥ € T

la relation

n n n
(1) N Guy)=xu U (0 5, ,
i=1 i=1 j=1
Zy5 = % U y; pour i=3, et Zy5 = yy pour i#3.

On appelle treillis légdrement modulaire (slightly modular lattice) d'ordre

n>2, un treillis T vérifiant pour tous les éléments x , Yy 9 ee0 3 ¥, € T

1'identité

n n n
(11) n (xu yi) =xu U (n zi.) y
i=1 i=1 j=1 9
= 3 - 3 = Ky :é .
Zij yj pour i, et zij X U yj pour i # Jj .

On peut démontrer le théordme suivant :

3.5. THéORﬁME. - La classe des treillis :

(i) distributifs, est m—gtable,

(ii) modulaires, est m—stable,

(iii) semi~modulaires possédant un é1lément universel, est Tm-stable,

(iv) supermodulaires, est m—stable,
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(v) 1égdrement modulaires, est m—stable,

(vi) relativement complémentés, n'est pas m—-stable.

Démonstration du théoréme (3.5).

(i) et (ii) : Pour a > b , on définit
M(a,b) ={qek/m| ip<q, b3qa>p>a, op=al
(ef. [8]). Supposons que, dans un treillis sous-modulaire L , soit vérifide la re-
lation suivante :
g=(aub)n(avec)>au(bne) =4 .
On a

Mg ,a)csMdadve, d) =le,cna) clc, banc)

Il

e , £Nnc)u ﬂ(g nec, bne)

[(ave, g vull((aub) ne, bnec)

=t “(a uec, g) U H(a ub, b)

=lilave, g vli(a, and)

De la relation ag<d <g , on déduit
g , 8) =4 ,

et pour les images g , d des éléments g , & dans le treillis T = Ref L , on a
done g>9 .

En conséquence, le reflet d'un treillis non distributif (resP. non modulaire)

n'est pas distributif (resp. modulaire).
La réciproque est évidente.

Remarque. — En utilisant le théoreéme (1.7), on vérifie sans peine que le reflet
d'un treillis sous-modulaire L est le treillis 3 un élément si, et seulement si,

L est distributif.
(iii)

by

1° Soit L semi-modulaire et 1 € L . Par suite L satisfait & la condition de

chaine ascendante, et d'aprés [2] est le treillis Ref L semi-modulaire.
2° Soit L wun treillis qui n'est pas semi-modulaire. Donc
1x,y,2, ynza<x<z<xuy, iPynz<tgy, x<zn(xut)gz .

On a
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Mxut, zn(zut)) =li(zn(xut) ut, zn(xut))

=Tt ,ynz)=M¢t,tnx)=lxut, x),

dtou
Wz n(xut), x)<s4a ,
et
Anllls ,ynez)£8 .
De méme
Mx ,ynz)=Mxut,t)=((xut) nz,ynz) ,
d'ol

Mx,ynz) nA#8 .
Dans le treillis T = Ref L , on a donc les relations

FnZ<X<Z<XTuy ,
et

T<zZn(EFu®) g7 .
Si le treillis Ref L était semi-modulaire, il existerait un élément %* €T tel
que

o~

yNzZ<%¥ <7 et x=2zn(x u%

) .

*
Pour t =y n(t uly nz)) , on aurait donc

,%ﬁé-

ynz<tgy, £
et
zn(Zut)=2nFuvt)=% ,
ce qui est contradictoire avec

<%z n(x u'%) .

Le treillis Ref I n'est donc pas semi-modulaire.

(iv) : Soit L wun treillis sous-modulaire qui n'est pas supermodulaire. Si L
n'est pas modulaire, alors Ref L n'est pas modulaire, et Ref L n'est pas super—
modulaire. Supposons L modulaire ; alors il existe X, yl y oo 9 V) tels que

n

n
g= N (x Lin) >x u U (

Z..)=d o
1

OB

Nous allons démontrer la proposition suivante :
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(ivel) Quel que soit o/p €Ky , ¥ 0 eee NY 5N (xvy,_,) Ny, SP<ASTy

il existe s , t tels que :

1° t/s T q/p ’

2° s>g ou tgd.
En effet, définissons par récurrence
Ty =7 9
rj = rj—l n yj ’ J=1, see yn =2
et

2}
]

H
)

(xvy,_,) -

En utilisant la modularité du treillis L , on obtient

(xuy)nlyyuerg ) =yy ulxalyyvr )] -

On a

)

ri(rj_l ? rj) = n(yj U r,j"]. ? yj) = n(yj U rj"'l ? yJ U [X n (y U r.] l

'(y U[xn(y U, )],y)
Comme

)

(y TS )/[y U[Xﬂ(y v Ty )]]ﬂ(y U T )/((xuy)ﬂ(y uTs

n((XUy)U(y vy ))/(XUy) ’

et qu'on a

)

[y u[xn(y v T )]]/y n[xn(y s 1)]/(y nxn(y UTs

on voit que

I"i(rj_ ,r)..ﬂ(xuy urJl,Xuy)uﬂ(xn(y ur, ),yanx) .

Ceci entratne aussitét :
Vp<ag, rj~$ p<g< rj—l ’ 1s<%t ,

tels que t/s m q/p , et s82¢g (le cas ou %/s € ﬂ(x ] yj U rj 10 X L)yj) ), ou
tgd (1e cas ou t/s e [l(x n (y U r ) y yj nNx) ). On a

r, St =, S, ,nxuy, Nrnle ,uvlxvy N/ (xvy_ ) ,

et donc

H(rn—Z ’ I'n-l) = ﬂ(rh—l vxv yn—l) » XU yn—l) *
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Ceci donne, compte tenu de ce que X UY -1 > g , la méme conclusion pour le quo-

tient rn—2/rn-1 . Finalement
. I n=-1 M
= Il =
“(yn » Y Ny Neee Ny, 50 (x u yn—l) n yn) (ro R rn) jgl (rj—l ’ rj) R

d'ol (iv.1).
On voit que

(g , d) € “(yn ud, d) = ﬂ(yn » ¥, 0 a)
cli(y, sy, 05,0 ey o0 (xuy ) ny,) -

Vu llassertion (iv.l), on a
ﬂ(gy d) g,é ’
par suite
e>d ,

et le treillis Ref L n'est pas supermodulaire.

(v) ¢ Soit L wun treillis sous-modulaire qui n'est pas 1légérement modulaire.

Done, il existe X , ¥, s «+e » ¥y vérifiant la relation

n n n
g= N (xvu yi) >xu U (n zi.) =4 .
i=1 i=1 =1 Y

Nous allons démontrer la proposition suivante @

(v.1) Quel que soit q/p €K , (x in) n (xuyz)n... nlxu yn)nyn<p<q\<yn ,

il existe s , t tels que

t/s m q/p et S>8
Posons par récurrence
po=yn ’
pj=pj—ln(xuyj), j=1,2’ooo,n—lc
On a
P31/ Py = oj__l/(pj_1 n(xuy))m(xuyy) v pj_l)/(x uys) s
donec

“(pj"l ’ pj) = H(X U yj U pj__l y X U yj) ’

d'ou la proposition (v.1).

D'apreés la proposition (v.1) appliquée aux relations
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Mg, a) =iy, vp,p) =Ty, v, np)
c ﬂ(yn , (xu yl) n(xu yz) Neee n(xU yn—l) rwyn) ’

on voit que
g ,a)ca .

I1 en résulte que Ref L n'est pas 1légerement modulaire.
C. Qo Fo DQ

De (3.5), découle immédiatement cette "traduction" en théorie des groupes :

3.6. THEOREME. - Soit G wun groupe ayant une suite de composition de longueur

finie, et soit C wune des classes (i)—(v). Pour que sn G soit un treillis de

classe C , il faut et il suffit que

Ref G = Ref(sn G) € C .
Passons au cas général. On a le lemme suivant :

3.7. LEMME. - Si C est une classe primitive de treillis qui n'est pas absolu-

ment dégénérée, tout treillis distributif appartient & cette classe.

Pour la démonstration du lemme, il suffit de démontrer 1'assertion suivante

Soit ® 1la classe primitive de treillis distributifs. Les relations identiques
(1) v, =W, Aen ,

sont des conséquences de la distributivité, ou la classe primitive de treillis dis-

tributifs vérifiant les relations (1) est absolument dégénérée.

Preuve., — Notons ¥ 1a classe primitive de treillis distributifs vérifiant les
relations (1), et supposons que & ne soit pas absolument dégénérée. Désignons par
Fy 1le treillis libre de la classe % avec 1l'ensemble {xu}ueM des générateurs

libres. Soit

(2) w, =Wl o, Ay €A,

une des relations identiques.

Fy étant distributif, il résulte de [1] (p. 60, lemma 3) que la relation (2) est

équivalente & une relation de la forme

v n(h) rt  n'(n')
2 hoy [bﬂ-z Xi(h’l‘:)]:ht'tl [ o1 ()
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On a

(4) (xlnxzn...nxpzxi N% Neenx , P21, q>1)
1 2 q

= (1gisp, 3i, X3=% 1€kga).

En effet, supposons que X, ne soit pas un des éléments xik . Choisissons

v, WE Fﬂ tels que v <w , et posons

=X =X = X = see = X =W o

X, =V, x2=aoc D 4 4 1

1

I1 en résulte

xl n x2 N eoe N xp =V Z2W=2X N eees N xi >V .

Cette contradiction montre que 1l'assertion (4) est vraie.
De m&me, on a :

(5) Quel que soit h, h>1, la relation

h £(8)
X, 0% Nees NX =Xy N Xy N eee DX, N {zgl dzl xi(z,d)} y
o
4 =1, eee gh, Vd=1, «oo , £(2), i(s,d)£{1,2, «e0 , D},

n'est pas valable dans Fﬂ .
Enfin nous avons ¢

(6) L'é1ément X N Xy Neee NX est uU~irréductible.

Sinon, on pourrait 1l'exprimer sous la forme

£(2)

£, 56D

il c =l

n X X} =
Xl X2 n nxp E

ot d'aprés (4),
_ (1) (
Vﬂ ? _n X = X nx N ese N X n X. n X. N ese N X

Vigagh, ja¢{1’29"°yp}°
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Mais Fy édtant distributif, on obtiendrait

h £(4)
X NXy N eee N =Xy NxX, Neoe N %, n {221 dQl Xi(z,d)} y
ou
Vﬂ=l,...,h, Vd'—'-'l,ooo,f(f/), i(z,d)ﬁ{l’z’oto,p}’
en contradiction avec (5).
n(h)
Comme F, est distributif, et que tout élément de la forme N X, est
% el i(h,k)

U~irréductible, on en déduit, d'aprdés [1] (p. 58, corollary), que, aprés une éven-

tuelle permutation des indices, (3) est équivalent aux relations

r = I" [}
et
n(h) n!(h')
¥h, dhn', n x, = N x, .
ooy k) T Tit(hk)

Ces relations sont équivalentes, d'aprés (4), aux relations de la forme

X=X, MEKQ

La distributivité du treillis Fy entraine, par conséquent, la relation (2).
Le lemme est démontré.

Ce lemme permet d'établir le théordme généralisant le théordme (3.5) :

3.8. THEOREME. - Toute classe primitive de treillis C qui n'est pas absolument

dégénérée est m=-stable.

Démonstration. -~ Soit L un treillis sous-modulaire, et Ref L € C . D'aprés le

lemme (3.2), on a Ref(Coref L) = 1, et le reflet du treillis sous-modulaire

Coref L est distributif, d'ou Coref L est distributif, et le lemme (3.7) montre
que Coref L € C . D'autre part, il est facile de voir que L est le produit sous-
direct des treillis Ref L et Coref L , donc L €C .

La réciproque est évidente.
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