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Séminaire DUBREIL-PISOT 12-01
(Algdbre et Théorie des nombres) .
2le annde, 1967/68, n°® 12 26 février 1968

’ /
FORME ALGEBRIQUE DES THEORIES DE STONE-GEL'FAND

par Maurice KOSKAS

(d'apres W. SLOWIKOWSKI et W. ZAWADOWSKI) [4]
P

1. Introduction.

P N P o

Les travaux de M. H. STONE [ 5] sur 1'algdbre des fonctions continues d'un compact
dans R ou C , et sur la représentation des algdbres de Boole,sont & 1l'origine du

précédent travail.

Citons quelques résultats obtenus par STONE.

/ N\
THEOREME. - Deux espaces compacts X .et Y sont homéomorphes si, et seulement

si, les algdbres C(X , B) et c(y, B) sont isomorphes.

~

/N
THEOREME. - Toute algdbre de Boole est isomorphe & l'algébre des parties ouvertes

et fermées d'un compact totalement discontinu.

Disons quelques mots des techniques utilisées pour établir ces théorémes :

X étant un espace topologique compact, on montre qu'il existe une bijection entre

X et l'ensemble des idéaux maximaux d'un certain anneau ( G(X , 3) ou G(X ’ g) ).

On munit ensuite l'ensemble des idéaux maximaux en question d'une certaine topo-
logie le rendant homéomorphe & X . On a le choix entre deux points de vue (abou-
tissant en fait a la méme topologie, ce que 1l'on exprime en disant que les algdbres

¢(X, R) et c(X, C) sont régulidres).

Le premier point de vue, celui de GEL'FAND, est susceptible d'étre généralisé aux
algébres de Banach complexes, modulo le fameux théoréme de Gel'fand-Mazur. Nous ren-

voyons par exemple & BOURBAKI [1] et SEMADENI [ 3].

Le second point de vue, celui de JACOBSON et ZARISKI, peut &tre étendu aux anneaux

commutatifs et donc & la géométrie algébrique.

C'est ce deuxiéme point de vue, plus algébrique, qui est exposé dans le travail

[4] que nous allons décrire.

Notons pour terminer que les algébres de fonctions continues ont fait 1'objet de

treés nombreux travaux (voir par exemple le livre de GIIMAN et JERISON [2]).
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2. Demi-anneaux.

’ 3 .
DEFINITION. — Un demi-anneau est un ensemble A muni de deux lois de composition

notées + , . , associatives, commutatives, avec é1ément neutre (noté O et 1 )y

telles que . soit distributive par rapport & + .

Dans tout 1'exposé, la notation A désignera une demi-anneau.

Exemples de demi-anneauX.

(a) anneau commutatif unitaire.

(b) treillis avec plus grand et plus petit &lément ( v é&tant par exemple 1'addi-

tion, A 1la multiplication).

(¢) E étant un ensemble quelconque, 35(B , E+) ensemble des fonctions de E

dans R+ , est un demi-anneau.

o~

() T étant un espace topologique, C+(T) , ensemble des fonctions continues po-

sitives définies sur T , est un demi-anneau.

Notations. — (3 désigne 1l'ensemble des éléments inversibles de A , autrement dit
Q={a€eA: 3beAr: ab=1} .

Par exemple, ( est réduit & un seul élément dans le cas ou A est un treillis

(exemple (b) donné plus haut) .
Une partie & de A non vide est dite un idéal si :
(a) & +aca ,
(b) Gacd .

On désigne par M 1'ensemble des idéaux maximaux de A . Voici quelques exemples

dtidéaux maximaux.

Lorsque A = s(E , B+) ou A= C+(T) avec T compact, tout idéal maximal M de
A est de la forme M = {fe A : f(t) =0} oh t est un élément fixé de E (ou de
. ’ . "~ *
T ) qui dépend, bien sir, de M . Lorsque A est un demi-anneau d'ouverts (") atun

espace T compact, ou plus généralement quasi-compact vérifiant 1'axiome T les

1 td
ouverts formant une base de la topologie de T , tout idéal maximal M de A est
de la forme M ={U€ A: U# 1t} ou t est un élément fixé de T , dépendant de

M L

* . ‘ . . .
() La loi + est la réunion, la loi . est l'intersection.
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Quelques résultats sur les idéaux maximaux. - Les résultats suivants sont élémen-

taires. Nous ne les démontrerons pas.

Tout idéal de A se plonge dans un idéal maximal

aeQ <==> Y McRk, a¢M .
Mel , adll => (M+Aa)uAaull =4 .

Mell , abeM, a¢gll => bel .

Définition des demi-anneaux positifs. — A est dit positif si,

Exemples : les exemples (b), (c), (d) de la page 2.

PROPOSITION 1 (un critére de positivité). - A est positif si, et seulement si,

on a

yMel , a+beM => acl .

Démonstration. — Supposons A positif, soient M el , a, b e A tels que

a +b €M , Supposons a ¢ M . Alors, il existe m €M, z € A tel que 1 =m +z2X .

Ona 1 +2zb=m+z(a+b)eM . . Hais 1 +2zb€Q, ce qui est absurde.

Réciproquement, supposons la condition vérifide, montrons que A est positif.
Soit a € A, supposons 1 + a ¢ Q . Il existe alors M e , tel que 1 +a€ll,

et par suite 1 € M , ce qui est absurde.

C. Q. F. D,

COROLLAIRE. - 31 A est positif, alors

(a) v Mem, OeM.
(b) a€eQ ==> A+acQ.

Jusqu'a la fin de l'exposé, A sera supposé positif.

Radical. Demi-anneaux sans radicaux.

/
DEFINITION. - On pose ®{A) = N M . A est dit sans radical si ®(4) = {0} .

i,
Notons que dans ce cas, on a ¥ % € , Oa=0.

Exemples de demi-anneau sans radical. - 5 (E , E+) , C+(T) , T étant compact,

le treillis des ouverts d'un espace topologique vérifiant T, , sont des demi-an-

1

neaux sans radical. Il en est de m@me d'un demi-anneau d'ouverts d'un espace topolo-
gique vérifiant T1 , les ouverts formant une base de la topologie de 1l'espace.
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PROPOSITION 2. - Pour que A soit sans radical, il faut et il suffit que la con-

dition suivante soit réalisée :

fac€hr,#0, 3bgQ: a+beq .

Démonstration. - Supposons A sans radical, et soit a e A, # 0 . Il existe

M e , ne contenant pas a . Il existe donc avssi me M, =z e A tel que

1=1n+Za.

Ona a+me Q , car autrement il existerait N el tel que a +me N , et

alors on aurait a€ N, me N, donc 1€ N, ce qui est absurde.

Réciproquement, supposons la condition réalisde. Soit ae€ A, a # 0 . Il existe
b QO tel que a +be Q ., I1 existe Me M , tel que be M , et il est clair que

l'on ne peut avoir a € M .,

C. Q. F, D,

Recouvrements. - Soient N € A . I1 est clair que les deux conditions

suivantes sont équivalentes

(i) Xl + .e. + XnAE Q

(ii) v Me M , 3x, xie/M.
Cette remarque et les considérations qui suivent justifient la définition suivante

/
DEFINITION. — Une famille (xi)ieI d'éléments de A est dite former un recou-

vrement de A si,

—

i Mell , 43i1iel: x; £M,

Exemples de recouvrement. — Supposons tout d'abord que A =3(E , Bq) (ot
+ e 5
A=¢(P), T é&tant compact). Une famille (fi)iEI de fonctions appartenant a

A forme un recouvrement si, et seulement si,

7teE (ou VteD), F3iel: fi(t)>0 .

Supposons maintenant que A soit le treillis des ouverts d'un espace topologique

T vérifiant ’I‘1 . Une famille <Ui)i€I d'éléments de A forme un recouvrement

si, et seulement si, U Ui =T . On a la méme conclusion si A est un demi-anneau
iel

d'ouverts d'un espace topologique quasi-compact, vérifiant T » les ouverts for-

1
mant une base de la topologie.

Ces derniers exemples justifient la terminologie employée ici.
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PROPOSITION 3. - 81 (x,)

vrement fini,

est un recouvrement de A , il existe un sous-recou-

ieI

Démonstration. - Soit I 1'ensemble des éléments de A qui sont des sommes

d'éléments de la forme a; X, (ai €A) . I n'est pas un iddéal (autrement, il

existerait M € M contenant I , donc contenant tous les X ), donc I =4A . Par

suite, 1 s'éecrit sous la forme 1 = 3 o X5, o J est un ensemble fini d'in-
ieJ

dices. (Xi)iGJ est aussi un recouvrement de A .

C. Q. F. D.

L'équivalence n , = Nous définissons sur A une relation d'équivalence, notée

N, de la fagon suivante : Quels que soient a , b€ A, on a
avb <= VMel, aeM <= belM .
I1 est trivial de vérifier les points suivants :

N est compatible avec les lois + et . et permet de définir un demi-anneau

quotient noté [A] .
Vae A, a2rv a, a+amn a .
[A] est un treillis distributif avec plus grand et plus petit élément.

L'application canonique de A sur [A], qui fait correspondre & tout ae A
sa classe notée [a] , établit une correspondance biunivoque entre idéaux maximaux

de A et idéaux maximsux de [A].Ona [1]=0Q, [0]=R(a) .

Exemple de ce passage & quotient. - Si T est un espace compact, et si A = C+@ﬂ ,

on vérifie facilement que [A] s'identifie canoniquement 3 un demi-anneau d'ouverts

de T , constituant une base de sa topologie.

PROPOSITION 4, - Les conditions suivantes sont équivalentes, si a , b €4 :

(i) any b .

(i1) [a+b+x]=[1] => [ab+x]=[1].

Démonstration.

(1) => (ii) . Supposons a~n b et a + b 4+ x 1 . Soit M e M contenant
ab+x .0Ona x€M, abe M, donc x el sy aeM, beM, ce qui est absur-
de.

(ii) => (i) . Soit M eM avec a el , bEM . Alors a+ b £M . Il existe

meM, zeA tel que 1 =m+ z(a + b) . On voit que m + a + b € Q, donc aussi
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que m + ab€ Q , ce qui est absurde.

cC. Q. F. D.

/
DEFINITION. -~ A est dit réduit si 1'équivalence n~ se réduit & 1'égalité.

Exemple : Un demi-anneau d'ouverts d'un espace quasi-compact vérifiant Tl , les
ouverts formant une base de la topologie. Nous verrons plus loin que tout demi-

anneau réduit est de ce type.

PROPOSITICN 5. - Pour que A soit réduit, il faut et il suffit que A soit un

treillis avec plus grand et plus petit élément, et que de plus on ait

(z+x+y=1 = z+xy=1) => x=Y .

Démonstration.

Necessité : Supposons que z + X +y =1 => z +xy = 1 . La proposition précé-

dente entraine xv y , donc x =y .

§2§fisance : On voit que Q = {1} . Soient alors x , Y€ A avec X~ ¥ . Suppo-
sons que z + X +y =1 . D'aprés la précédente proposition, on a aussi z + xy =1 .

Donc x=y .
C. Q. F. D.

On montrera aisément & 1'aide de la prézédente proposition la proposition suivante.

PROPOSITION 6. - Toute algébre de Boole est un demi-anneau réduit.

3. Topologie de Zariski.
On va munir M d'une topologie. Pour tout x € A, on pose

r,={Mel: x¢gu} .

Les résultats suivants sont évidents si x , y € A :
ny =T, . n Ty

FX+y = FX v Fy

I‘X=m L==> X E€Q .

I =0 <=> xeg(a) .

X
TX = Fy <==> XN Y .
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PROPOSITION 7. - Les Fx (x € &) constituent une base d'une topologie quasi-

compacte sur M , vérifiant T1 .

Démonstration. - Soit M €M . Ona M - {M} = U T_ . {M} est femsd. T1 est
el

donc vérifié. x

Par ailleurs, dire que M = U FX équivaut a dire que (Xi)iEI est un recou-~

i€l i

vrement de A . D'aprés la proposition 3, on peut en extraire un recouvrement fini
(x.). etona M= U T .

i’ieJ ? ser %5

C. Q. F. D,

Exemple. — Soit T un espace quasi-compact vérifiant T, , et supposons que A

1
soit un demi-anneau d'ouverts de T , constituant une base de sa topologie.

On sait que tout M €M est de la forme
M={UeA: Ut} ow temT |,

On définit ainsi une bijection ¢ de M sur T, M b t . Il est facile de voir
que lorsque l'on munit M de la topologie définie plus haut, ¢ est un homéomor-

phisme,

Revenons a la situation générale. La proposition suivante est évidente.

PROPOSITION 8. - Tout demi-anneau réduit A est isomorphe & un demi-anneau d'ou-

verts d'un espace quasi-compact vérifiant T les ouverts formant une base de sa

topologie.

1 ?

Démonstration. - L'espace quasi-compact est M , 1'isomorphisme est 1'application
x €A > T, -

Venons en au théortme de Stone [5].

/7 N\
THEOREME 9. - Toute algebre de Boole A est isomorphe & 1'algdbre des ouverts—

fermés d'un espace compact totalement discontinu.

Démonstration. - A étant réduit, on peut appliquer la précédente proposition,

Chagque TX est ouvert mais aussi fermé, car on a M- FX = FX, , OU x' est le

complément de x .

On déduit de 1a aisément que WM est séparé (donc compact), et est totalement dis—
continu. Enfin, tout ouvert fermé de M est réunion finie de TX (x € 4) , d'apres

BOREL-LEBESGUE, donc est aussi de la forme FX .

C. Q. F, D.



12-08

4, Homomorphismes,

/ .
DEFINITION. - A et A' étant deux demi-anneaux, on appelle homomorphisme de

A dans A' une application F de A dans A' telle que

Vx,ye A, F(x +y) = F(x) + F(y).F(xy) = F(x) F(y) ,

F(x) e Q' = x€Q .

Exemple : l'application canonique de A sur [(a].

Le lemme suivant est évident.

LEMME. - Soient A et A' deux demi-amneaux positifs, F un homomorphisme de

A sur A' ., Ona, si Me M, M'e M :

(M) e W' ; i) e s Fri(r(M)) =N ; FRL(ur) =M

L'application de M dans M , Me N |} F(11) est une bijection de M sur M

notée fF .

/
THEOREME 10. = Soient A et A' deux demi-anneaux positifs et F un homomor-

phisme de A sur A' . L'application f_ est un homéomorphisme de M sur W

F
(munis des topologies définies dans le précédent paragraphe).

Démonstration. — On a en effet immédiatement, si xe€ A et si x!' = F(x)

f(r) =T, .
Donnons quelques applications de ce théoréme.

(o) Soit T wun espace compact, et A = C+(T) . Nous avons vu que [A] s'identi-
fie & un demi~anneau d'ouverts de T , constituant une base de la topologie de T .
Soit M' 1'ensemble des idéaux maximaux de [A] , muni de sa topologie. Puisqu'il
existe un homomorphisme de A sur [A], T et I sont homéomorphes. Par ailleurs

on a vu page 7 que I est homéomorphe & T . Donc M est homéomorphe & T .

(B) Soient T et T' deux espaces compacts, A = C (T) , A' = ct(rr) , F un

homomorphisme de A' sur A .

Soient J' et M les ensemble d'idéaux maximaux de A' et de A , munis de

leurs topologies habituelles.

On vient de voir que N (resp. M' ) est homéomorphe & T (resp. T!' ). Mais
d'aprés le théoréme 10, W est homéomorphe & ' . Donc il existe un homéomorphisme

¢ de T sur T' . On montre aisément que si F est un isomorphisme conservant les
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fonctions constantes, on a

g £rect (D), P(£1) =£' o .

En particulier, s'il existe un isomorphisme de 1'algebre e(r' , ﬁ) sur 1l'algdbre
+
c(?, R) , il induit un isomorphisme conservant les fonctions constantes de C (')

sur CT(T) , et donc les conclusions précédentes sont valables.
M8me résultat s'il existe un isomorphisme d'algébre de e(rr , g) sur ¢c(T , g) .
On retrouve des résultats connus de STONE [5 .

(C) Soient T et T' des espace quasi-compacts vérifiant T, . Soit A (resp.

1
A ) un demi-anneau dfouverts de T (resp. de T! ) formant une base de sa topolo-~

gie.

Supposons qu'il existe un homomorphisme F de A sur A' . On voit ici encore,
par les m8mes méthodes, qu'il existe un homéomorphisme ¢ de T sur T' , et on

voit facilement que 1l'on a
VU e A, F(U) = o(U) .

En particulier, si les treillis des ouverts de T et T' sont isomorphes, T et

T' sont homéomorphes. Ceci est encore un résultat de STONE [5].
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