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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01
(Algdbre et Théorie des nombres) o
21e annde, 1967/68, n° 10 29 janvier 1968

ANNEAUX QUASI-FROBﬁNIUSIEﬂS

par Jacques GRAPPY

1. Raggels sur les anneaux guasi—frobéniusiens.

FROBENIUS étudia le premier les algdbres A de dimension finie sur un corps K ,
*
telles que les modules AS et (Ad) soient isomorphes ( AS (resp. Ad ) désigne

A , muni de sa structure de A-module & gauche (resp. 2 droite)).

Si, pour toute partie < de A, on note 4(X) (resp. r(X) ) 1'annulateur 2
gauche (resp. & droite) de X dans A , on montre [147] que cette définition équi-

vaut a :

»(r(L))

[r(1) : k] +[L:E]j=4A

L, r(2(R)) =R,

K, [2(R) : k] +[R:KXK]=[4A:K],

ce

pour tout idéal & gauche (resp. 2 droite) L (resp. R ) de A . De telles algebres

sont appelées frobéniusiennes.

3¢
Une algébre quasi-frobéniusienne sera telle que AS et (Ad) aient les mémes

types de sous-uodules indécomposables. On montre [147] que cela équivaut a

sr(L) =1, r(¢(R)) =R .

A. Anneaux quasi-frobéniusiens. - Ils furent introduits par NAKAYAMA [147.

DEFINITION 1.1. — Un anneau A unitaire est quasi-frobéniusien, si :

19 A est artinien ;

20 re(R) =R, #R(L) = L , pour tout idéal 3 gauche (resp. & droite) L (resp.
R )de 4.

La condition 2° iumplique que les treillis des idéaux & gauche et a droite sont

anti-isomorphes. On peut donc remplacer le 1° par noethérien & gauche (ou & droite).
De nombreuses caractérisations ont été données.

Considérons les conditions suivantes

(a) Tout homomorphisme d'un idéal & gauche de A dans A est réalisé par une mul-

tiplication & droite ;
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(p) r(Il n 12) = r(Il) + r(Ig) , pour des idéaux & gauche ;
(¢) r(4(R)) =R, pour tout iddal & droite R .
La condition (x*) désignera la condition (x) pour les idéaux de type fini.
IKEDA et NAZAYAYMA [9] ont prouvé les implications
(2) = (&) et ()) = ().

Cela permet de démontrer la proposition suivante

PROPOSITION 1.1 (IKEDA [8] , IKEDA et NAKAYAUA [9] , EILENBERG et NARATAHA [47]), -

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1© A est quasi-frobéniusien ;

2° A est noethérien 3 gauche, et vérifie (b) et (c) ;

39 A est noethérien & gauche et auto-injectif & gauche ;

4°© A est artinien & gauche et auto-injectif & gauche ;

50 A est artinien & droite et auto-injectif & gauche.

FAITH [5] a complété ces caractérisations par :
6° A est noethérien & droite et auto-injectif & gauche.

La définition étant symétrique, on peut bien sfir obtenir d'autres caractérisa-

tions en permutant gauche et droite.
Des conditions d'un autre tyve ont €té do-nées :

7° (NORITA et TACHIW4#A[13]). Le dual d'un A-module & gauche (resp. & droite)
simple est un A-nmodule & droite (resp. 3 gauche) simple, et A est artinien.

B

/
go (DIEUDONNE [3])e A est noethérien 3 qauche et & droite, et M - ¥  est une

rd e 3 N . ar 1‘;‘
"parfaite dualité" pour les A-modules de type fini, c'est-a-dire que 1 - M  est
et

un fenceteur exact contravariant, et i ~ il pour les A-modules & gauche (resp. a
droite) de type fini.

Récemuwe1t, FAITH [5] a complété par s

9° Tout A-module & gauche projectif est injectif.

Nous nous proposons de présenter une derniore caractérisation, due & FAITH et
VAIKER [6]

10° Tout A-module & gauche injectif est projectif.

Dans toute la suite, A sera un anneau unitaire. Pour tout A-module & gauche
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M , on notera EA(M) son enveloppe injective, ou E(M) si aucune confusion n'est

4 craindre.

B. Exemples d'anneaux quasi-frobéniusiens.

1° L'anneau Z/mZ , ou plus généralement le quotient d'un anneau principal par un
idéal propre. Comme cas particulier, signalons l'algébre ¥[T], ou K est un

corps, et T wun opérateur lindaire sur un K-espace vectoriel de dimension finie.
20 L'algebre K[ 2] d'un grovpe fini est frobéniusienne [2].
30 Si A est quasi-frobéniusien, 1'anneau A[G] ( G groupe fini) 1'est aussi.
4° Un anneau semi-simple.
50 L'anneau des matrices Kn(A) sur un anneau A quasi-frobéniusien.

6° Un anneau commutatif, local, artinien, co-irréductible (c'est-a-dire dont le

socle est réduit & un élément).

7° Par contre, une image homomorphe d'un anneau quasi-frobéniusien ne 1l'est pas

nécessairenent.

2. Une caractérisation des ameaux noethériens a gauche.
L e T A A e e e oV o o e e A A A oV W N Wl R A e e a¥ oV W oW S NP )

DéFINITION 2.1. = S0it c¢ un cardinal. On dira qu'un A-module 3 gauche est de

type ¢ , s'il vosséde un systime générateur de cardinal inférieur ou deal & c .

Rappelons les résultats suivanis :

PROPRIZTE 2.1. - Les conditions suivantes sont éguivalentes ¢

1© A est noethérien & gauche ;

2° Toute somuwe directe de A-modules & gauche injectifs est un A-module 3 gauche

injectif ([1], [157) ;

39 Tout A-module & gauche injectif est somme directe d'injectifs indécomposa~
bles ([11], [15]).

N

4
TREOREME 2.1. - A est un anneau noethérien & zauche si, et seulement si, il

existe un cardinal c¢ tel que tout A-module & gauche injectif soit somme directe

de A-modules & gauche de type c¢ .

SNYe

Condition nécessaire. - D'aprds la propriété 2.1, il suffit de montrer qu'il

existe un cardinal ¢ tel que, pour tout module injectif indécomposable 1 , on

ait Card(li) <c . Ona ¥ =E(C), ob C est un sous-module monog>ne. Or, les
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N

types de A-modules & gauche monogtnes forment un ensemble (car ¢ ::A/I ), et il
en est donc de méme pour les types de A-modules & gauche injectifs indécomposa-

bles. Soit {Mi}iel un ensemble de renrésentants. Posant c; = Card(Mi), il suffit

de prendre c = ) cy o
iel
Réciprogue. ~ llontrons que, si il = 2 ML, ou les Hi sont des A-modules &

iel
gauche injectifs, alors I est injectif. On peut supposer qgue chaque Mi est de

type ¢ d'aprds 1'hypothése, que c¢ > Card(4) , et que ¢ et d = Card I sont in-

finis,
Soit B un ensemble tel que Card(B) > 2Cd . Posons :
N,o= Tom, ou i, . o~ i, p= 1 n .
1 e i,b? i,b i? jer 1
P est injectif, donc P = & Qg , ou Qg est de type c¢ . Supposons I bien
geG 7
ordonné, et soit 1 son premier élément. Soit b1 € B . Tout élément de Ml b
1
est contenu dans une somme directe finie de Q_ . Puisque Ml b est de type c ,
o 9
on a L
SP = I« <c .
Ml,b P1 TR, avec Card(Gl) <ec
1 gEGl

iontrons, par récurrence transfinie, que, pour tout o € I , il existe des parties

Ga de G , deux & deux disjointes, avec Card(Ga) <c , et que Pa = Q} Qg con-
tienne un sous-module M! isomorphe a2 M . gEGa
a,ba a,ba

Pour cela, supposons la propriété vraie pour tout vy <« . Posons

H,= U G, 8 = Do =3I .
< Y geH * vy Y
o
PY est de type ¢ , et Card H < cd . Done Card 3, S cde = cd . Par suite, S,
d o
a au plus 2° sous—ensenbles. Les Ma p N Sa , b€ B, sont des sous-modules de
?

Q

3, distincts ou nuls. Puisque Card B > 2°% , i1 existe b € B tel que

I = (
b n Sa o .
w
Soit ¢ 1la projection de Mu b dans b oq parallélement & S . @ est in-
» Py ¢l “«
) o
jective, et M&’ba = @(H&’ba) est isomorphe & Mu,bd . Un argument semblable & ce-
lui utilisé au début montre que
i cpP = 5 q card(G ) < c ct G NG = 7y < .
Gy =TT T8 (6) se, 2 V=P, Vy<a
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Posart H =U Ga , On a

p=(FHr)e(da) .

«€T gel ©
M étant injectif, est facteur direct de P , et Q} ! est facteur
a,b 7 ’ « , b
o4 aE o

direct de P , donc injectif puisque P est injectif. Alors @i = P H& b est
s . el T«
injectif.

COROLLAIRE 2.1. — A est noethérien & gauche si, et seulement si, il existe un

cardinal d tel gue tout A-module & gauche injectif soit somme directe des enve-

loppes injectives de modules de type d .

La condition est nécessaire, par la propriété 2.1.

Réciproquement, soit L wun A-module & gauche libre de rang d . Tout injectif
est somme directe de B(L/Z) , ¥ sous-module de L . Les L/K forment un ensem-
ble. Il suffit de prendre c = 2 c, , ol o = card E(L/K) , et d'appliquer le

K

théoréme 2.1.

COROLLAIRE 2.2, - Si tout A-module & gauche injectif est somme directe de mo-

dules injectifs indécomposables, A est noethérien a gauche.

En effet, tout injectif indécomposable est enveloppe injective d'un sous-module

monogene.

3. EnveloEEes injectives de tzne fini.

IEME 3.1. - 30oit A un anneau noethérien & gauche semi-premier. Si E(A) est

de type fini, A = E(A) , et par suite A est un anneau semi-simple.

D'apres le théoréme de Goldie [7], il suffit de montrer que A coincide avec son
anneau de fractions & gauche 4 = E(A) . Q est un A-module & gauche noethérien.

Soit b régulier dans A . Cn a

~1 _L.-n .
A < Ab S ... & ADb S oeee

-(n+1) b—(n+1) o™

I1 existe n tel que A = Ab ab , a €A, d'ou
blea, et a=q. |

. Alors

THEOREME 3.1. — Soient A un anneau noethérien & gauche, N son idéal nilpotent

maximum, Si EA(A/N) est de type fini sur A , alors R est artinien & gauche.

Soit Q = EA/N(A/N) . Q est aussi un A-module, extension essentielle du A-uo-

dule A/N , et par suite Q = EA(A/N). D'aprés 1l'hypothése, Q est donc un A-mo-
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dule de type fini, donc un (A/N)-module de type fini. Le lemme 3.1 montre que A/N

est un anneau semi-simple. A est donc semi-primaire et noethérien & gauche. Il

est, par suite, artinien & gauche.

COROLLAIRE 3.1. ~ Soit A un asneau noethérien & gauche tel que 1'enveloppe in-

jective de tout A-module & gauche monogéne soit de type fini. Alors A est arti-

nien a gauche.

PROPOSITION 3.1, - Soient a et b deux cardinaux, a >b, et C un A-module

3 gauche de type b tel que T(C) soit contenu dans une somme directe de modules

de type <a .
(a)_Ei a =%y s E(C) est de type fini ;

(p) 8i b 2 X E(C) est de type a .

On & E(C) € €p M, , ou M, est de type a . Tout générateur de C est contenu
iel
dans une somme directe finie, et par suite

ccecn= 5 m .
jerr *
{ < = '
81 b <x, , alors ¢ Card(I') < g *

$i b 2%, , alors ¢ Card(I') = b .

Il

Soit ¢ la projection de A0 M, sur I . Ker(@) nc = (0) implique

ieT
Ker(p) nE(C) = (0) ,

et ¢(B(C)) est iscmorphe & E(C) .

Si a = Ag o alors b < ~0 et ¢ < AO . 4 est de type fini, donc m(E(C)) ’

qui est facteur direct, est de tyne fini.

Si b2 , alors ¢ =b, !N estde type a , ot aussi @(E(C)) .

%o

COROLLAIRE 3.2. - Scit A un anneau. Tout A-uodule a gauche projectif, injectif,

et indécomposable, est isomorphe a un facteur direct de A .

Soit M wun tel module. M = B(C) , o C est monogtne. M , étant projectif,
est contenu dans une somme directe de modules isomorphes & A . D'aprés la proposi-

tion, on a donc E(C) < A1@; oo ® An ’ Ai ~ A . Soit k 1le plus petit entier tel

k .
que A contienne un sous-module N isomorphe & M . Ak = Al@\...<9 Ak ’
Ai ~ A . N étant co-irréductible, o1 ne peut avoir N n A, #(0) , ¥ i, sinon

NnA oln Aj # (0) . Supposons N n A =0 , elors la projection ¢ de A sur

A<t

A ..o i ,, parallblement & A, injecte K dans Cn a donc k =1 .
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4. Caractérisation des modules artiniens & gauche.

On utilisera un théoréme de Kaplansky [ 10 ].

THEORﬁME 4,1, - Si un A-module & gauche M est soume directe de wodules de

type dénombrable, alors tout facteur direct de M a la méme propriété.

THéOREME 4.2, - 3i tout A-module & gauche est contenu dans une somme directe de

modules de trpe fini, A est artinien a gauche.

Soit M un A-module & gauche injectif. M est facteur direct d‘'une soume di-
recte de modules de tvpe fini. D'apres le théortme 4.1, M est somme directe de

modules de type dénoumbrable. Le théoreme 2.1 prouve que A est noethérien & gauche.

Soit € un wodule monogeéne. E(C) , étant contenu dans une somme directe de mo-
dules de type fini, est de type fini, d‘'apres la nioposition 3.1. Le corollaire 3.1

implique que A est artinien & gauche.

COROLLAIRE 4.1. - Soit A wun anneau commutatif. A est artinien si, et seulement

si, tout module injectif est somme directe de modules de type fini.

En effet, tout injectif indécouposable sur A noethérien est de type fini [12].

La réciproque du théoréme 4.2 n'est pas vraie, en général [16].

5. Cogénérateurs.

Soit ¢ 1la catégorie des A-modules & sauche.

DEFINITION 5.1. - Un A-module & gauche C est un cogénérateur dans T si tout

A-module & gauche M est isomorphe & un sous-module d'un produit de modules iso-

morphes & C .
Cette définition équivaut a :

Pour tout homomorphisme f # 0 , f : M -2N, M, Ne 0ob(M) , il existe

2t N~3C telque go f#0 .

C injectif est un cogénérateur, si, et seulement si, il contient un sous-module

isomorphe & tout module simple.

’
DEFINITION 5.2. - Un A-module & gauche G est un générateur dans T si tout

A-module & gauche [ est le quotient d'une somme directe de modules isomorphes &
G .
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Cette définition équivaut & :
Pour tout £ : M ->N, T #0 , il existe g: G ->M, fog £0 .

G projectif est générateur, si tout module simple est un quotient de G .

THEOREIE 5.1. - Si AS est un cogénérateur dans ¥, et si A/rad(4) est un

annesu semi-simple, alors A est auto-injectif & gauche.

J = rad(A) est le radical de Jacobson de A .

Soient S un module 2 gauche siumple, et f 1'injection f : S ——QE(S) . AS
étant cogénérateur, il existe g : E(3) A, gof#GC .0na Ker(g) n £(s)=0,

dtou Ker(g) =0 .

A/J étant semi-simple, il n'y a qu'un nombre fini de types de A-modules a gau-
che simples. Soit {Sl y eee g Sn} des représentants de ces types. On peut, d'aprés
ce qui précede, supposer E(Si) < A, et la somme des E(Si est directe.

n

I

Soit G = o E(Si) . G est injectif, et projectif. E(Si) étant indécomposa-
i=1
ble et facteur direct de A, on a E(Si) = Aei , ou e; est un idempotent primi-

tif de A . Alors E(Si)/JE(Si) = Aei/Jei :'(A/J)Ei , ou gi est la classe de e,
dans A/J . A/J étant semi-simple, (A/J)Ei est un (a/J)-module semi-simple.

End((A/J)ei)A: ei(A/J)eiA: e; Aei/e:.L Jey -

Or, puisque Aei est injectif indécomposable, End(Aei)fz e Aei est un anneau
local, dont le radical est e Jei . End(a/J E;) est donc un corps, et par suite
(A/J)E; est un (A/J)-module simple, donc un A-module simple. De plus,

(A/Jygi ~ (4/J)e. implique Aei :'Aej . Tout module simple est isomorphe & un
E(Si)/JE(Si) , et est donc isomorphe & un quotient de G . G est un générateur
dans ¥ . Il existe un épimorphisne »GEGW - A, ou G, ~G . A, étent projec-
tif, est isomorphe & un facteur direct de GEfGa , et 1'on peut supposer cette somme

(P4 N
directe finie. Or G est injectif, donc A est injectif & gauche.
D

6. Caractérisation des anneaux quasi-frobéniusiens.

PROPOSITION 6.1. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

19 Tout A-module & gauche monogcéne est contenu dans un module projectif ;

20 Tout idéal & gauche de A est 1'annulateur & gauche d'une partie finie de A .

Alors tout A-module & gauche nonogtne ost contenu dans un module libre de type

fini.



10-09

19 implique 2°: -~ Soit I un idéal & gauche. A/I est un A-module & gauche ma-

nogeéne qui est contenu dans un module projectif, donc dans un module libre L , que
n o s -
1'on peut supposer de rang fini, L ~ A Soient 1 1'élément neutre de A , 1

- n
sa classe dans A/T . 1 = (xl y eee Xn> € A", Pour tont ae€ 4,
,

a = f{ax; , «ov, axn) .

I1 en résulte que a € I si, et seulement si, ax, = 0O, VvVi=1, +e0 yn, et
I-= x({xl ) eee s xn}) .

2° iwplique 1° . - Tout A-module & gauche monogine est isomorphe & A/T .

I= b({xl y eee g Xn}) . L'application a == (axl ) e s axn) injecte A/I dans

At

On démontre de mfme la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

19 Tout A-module & gauche wmonogéne est contenu dans un produit de modules iso-
morphes a AS ;

2° Tout idéal & gauche est un annulateur 3 gauche.

Va AN
THEOREIE 6.1. - Un anneau A est quasi-frobéniusien si, et seulement si, tout

A-module & gauche injectif est projectif.

Condition nécessaire. - A étant noethérien, il suf<it (propriété 2.1) de montrer

que tout injectif indécomposable est projectif. Un tel module I st'éerit M = E(C),
ob C est monogéne. D'aprés la proposition 6.1, il existe un monoworphisme

C —€>A2 qui s'étend, puisque AS est injectif, en un monomorphisme E(C) —4>A2 .
E(C) est donc projectif.

Réciprogue. - La condition implique que tout A-module & gauche est contenu dans
un module libre, donc dans une somme directe de A-modules & gauche monogénes., D'a-
prés le théordme 4.2, A est artinien & gauche. De plus, As est un cogénérateur,
et A/rad(A) est semi-simple. Le théordme 5.1 prouve que A est auto-injectif &

gauche, et par suite quasi-frobéniusien.

COROLLAIRE 6.1. - A est quasi~frobdniusien, si, et seulement si, A est arti-

nien & gauche (ou 2 droite), et A est un cogénérateur de W .

=)

/ \
THEOREME 6.2. - A est quasi-frobéniusien si, et seulement si, tout A-module 2

gauche injectif est somme directe de modules monogdnes, chacun isomorphe 3 un idéal

& gauche principal et indécomposable de 4 .
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Cela résulte du corollaire 3.2 et du théoreme 6.1.

COROLLAIRE 6.2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1° A est quasi-frobéniusien ;

20 Tout A-module est contenu dans un A-module libre.

COROLLAIRE 6.3. - A est quasi-frobéniusien si, et seuleuent si, A est noethé-

rien & droite, et si A, est un cogénérateur de T .

¥

Si A cst cogénérateur, d'aprés la proposition 6.2, tout idéal a gauche est un

annulateur & gauche. Puisque A est noethérien & droite, il est alors artinien &

gauche, et le corollaire 6.1 donne le résultat.

COROLLAIRE 6.4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

19 A est quasi frobéniusien ;

20 Tout A-module & gauche 'resp. & droite) nonogéne est contenu dans un module

projectif

30 Tout idéal & gauche (resp. & droite) de A est l'annulateur & gauche (resp. 2

droite) d'une nartie finie de A .

Les 2° et 3° sont équivalents d'apres la proposition 6.1, et le 1° implique le 2°

d'aprés le théoréme 6.1.

Le 3° implique le 1°. Il suffit de prouver que A est noethérien. Soit I wun
idéal & gauche. Q = r(I) est un idéal a droite, et 1) = r(J) , ou J est un idéal
a gauche de type fini. Puisque tout idéal & gauche est annulateur & droite, il en
résulte I =J . A est noethérien 2 gauche, et aussi & droite par le méme argu-

ment,
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