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STRUCTURE D’UN ANNEAU LOCAL ARTINIEN A GAUCHE

par Léonce LESIEUR

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, n° 3 27 novembre 1967

Nous avons rencontré les anneaux locaux artiniens (1) comme cas particulier d’an-
neaux noethériens à gauche complètement primaires, 9 et montré que ces derniers

anneaux possèdent des anneaux de fractions qui sont précisément artiniens locaux

Nous allons maintenant préciser la structure d’un anneau artinien local en

raisonnant par récurrence sur l’exposant n du radical D . Nous commencerons par

le cas d’un corps (n = 1~ traité dans l’esprit du cas général, c’est-à-dire cons-
truit à partir du groupe multiplicatif des éléments inversibles.

1. Cas d’un corps (n = 1) .0

Soit K un corps 00FF K = K - (0) le groupe multiplicatif G des éléments non

nuls de K . 0 G possède un élément involutif - 1 = f qui appartient au centre de

G : .

f2 = 1, fx = xf ~ xE G .

Le produit fx sera noté - x .

Soit H l’ensemble G - ~1~ p considérons l’application i

T é x t"> 1 - x .

Elle a la propriété suivante 1

PROPRIETE 1. - L’application T de H = G - {1} sur lui-même est une involution

( ) telle que : 
-

(1) ‘~(a ~~ - - a~~ T(a) , 9
(2) T(aa’) = T(a) TL- (T(a~ ~-~ ar(a’)] ; p as.’ ~ 1 ,

(3) ab) = b-l T(a)b , ’~ b E G .

On notera, d’après (1), que si aa’ ~ 1 , on a 1 , 9 ce

qui donne un sens au deuxième membre de (2).

(1) Rappelons la définition : anneau artinien à gauche dans lequel les éléments
non inversibles forment un idéal bilatère D . L’exposant n est le plus petit
entier n tel que Dn = 0 . e

(2) = x .



Réciproquement, y si un groupe G vérifie les conditions de la propriété 1,

G u ~0~ possède une structure de corps avec une multiplication évidente et une

addition définie par : 1

La vérification est laissée aux soins du lecteur.

Notons seulement que la relation (1) traduit la commutativité de l’addition, la
relation (2) l’associativité de l’addition, la relation (3) la distributivité de la

multiplication par rapport à l’addition.

On a donc le théorème de structure suivant *

THEOREME 1. - La structure d’un cor p s K est donnée par

str K = (G , 0 , 9 T)

où T vérifie les conditions de la propriété 1.

Pour que K soit commutatif, il faut et il suffit que G soit abélien. Alors,

la condition (3) tombe.

2. Cas n = 2 . o

Le radical D de l’anneau A est nilpotent d’exposant 2 : t D2 = 0 , D ~ 0 . e
Le groupe multiplicatif G des éléments inversibles est G = A - D . L’anneau quo-

tient A/D est un corps K, y et l’homomorphisme A ~--~ A/D a pour restriction sur

G un homomorphisme 03C6 du groupe multiplicatif G sur le groupe multi p licatif K
tel que .c~(~ 1) = - l’, y 1 étant l’élément unité de G et 1’ celui de K . n

est muni d’une structure d’espace vectoriel à gauche de dimension finie p sur K

par : t

Soit H le noyau de c’est l’ensemble des éléments de la forme 1 - d , où

dE D .

L’application

est une bijection ensembliste involutive de G - H sur lui-même.



L’application

est un isomorphisme du groupe multiplicatif H sur le groupe additif D . 0

Enfin y D est également un espace vectoriel à droite sur K ~ et l’application

d e D , 03B1 ~ K

est, lorsque a est fixé, une application K-linéaire i(a) de l’espace vectoriel

D à gauche sur K ~ tandis que l’application i

c~ -> i(a)

est une injection du corps K dans l’anneau des endomorphismes de l’espace

vectoriel D (ou anneau de matrices carrées d’ordre p sur K ) telle que

i(l’) = e (endomorphisme identique) o

C’est au moyen de ces différents composants que nous allons définir la structure

de l’anneau A = G u D .

/ B
THEOREME 2. - La structure d’un anneau local artinien A d’exposant 2 est don-

née par t

str A = (G , D , (p ~ a ? T , i)

avec

G = groupe multiplicatif ayant un élément - 1 (élément involutif du centre de

G ) ; 
’

D = espace vectoriel à gauche non nul de dimension finie sur un corps K ;

A == G u D ;

(p = homomorphisme du groupe G sur le groupe multiplicatif K = K - {0} , tel
que .o(- 1) = - l* t (où l’ est l’élément unité de K ) ~

o = isomorphisme du groupe multiplicatif H ~ noyau sur le groupe additif

D ~ , 0

T = bijection ensembliste involutive de G - H sur lui-même ;

i = injection du corps K dans l’anneau des endomorphismes telle que
i(l’) = e . 0

Ces composants vérifient les conditions suivantes 1



Les opérations sont alors définies dans A = G u D de la façon suivante i

(a) Multiplication. 0

’ produit dans le groupe G 9

gd = (p(~)d , d eD , 

dg = 

dd’ = 0, d’ =D .

(b) Addition.

deDy d+d’= somme dans l’espace vectoriel D ~

d g+d =d+ g= 

g e G y g’ e G ~ 7 alors :

A possède alors une structure d’anneau local artinien à gauche d’exposant 2 . o En

outre, l’application 03A6 , definie par = 03C6(g) sur G et 03A6(d) = 0 sur D ,

est un homomorphisme de l’ anneau A sur le corps K .0

Le lecteur pourra vérifier que A = G u D possède une structure d’anneau local

artinien à gauche d’exposant 2 pour l’addition et la multiplication ainsi défi-

nies. Le théorème 2 donne donc un théorème de structure canonique pour un anneau

local noethérien à gauche d’exposant 2. o

Notons que y d’après (1), les conditions aa’ E H et - (T(a~~ ~ aï(a’) E H sont

équivalentes, y ce qui donne un sens aux deux membres de (2) dans le cas aa’ E G - H,
et aux deux membres de (2’) dans le cas aa’ E Remarquons aussi que la relation

(’2 il ) T(a-~~ ~ - a‘~ a E G - H , 9

est une conséquence de (2’) puisque aa’ = 1 implique a(aa’) = ~( ~ ~ - G , y d’où

(j[- (T(a~~-~ a(a-I~ ~ - 0 puisque a ~ H implique 0 . Il en résulte

bien - (T(a~~-Z aT(a" ) = 1 ? 9 ce qui est la relation (2").

Remarquons également que la condition (3’) s’écrit encore, en vertu de la défini-



tion du produit : i

ab~ - b ~ o

Elle est donc analogue à la condition (3)0 o

Pour la vérification des propriétés d’anneau, on constatera que les relations (2)
et (2’) servent à établir l’associativité de l’addition, les relations (3) et (3’)
la distributivité de la multiplication par rapport à l’addition, y la relation (2"~,
qui est conséquence de (2’), sert à établir la commutativité de l’additionc La re-

lation (1) sert à montrer que 03A6 est un homomorphisme additif de A sur le corps

K a

3. Cas général. o

Nous avons une construction par récurrence sur n d’un anneau local A artinien

à gauche d’exposant n en remarquant que l’anneau quotient A’ == est local

artinien à gauche d’exposant n - 1 ; il est donc connu. Le radical D est un A’-

module à gauche de type finie L’homomorphisme 03A6 : i A -> a pour restriction

sur le groupe multiplicatif G = A - D des unités de A un homomorphisme (p sur

le groupe G’ des unités de A’ . Il a pour restriction sur D une forme linéaire

è dont l’image est le radical D’ de A’ (cette forme ~ était nulle dans le

. 

cas n = 2 )0 Le sous-groupe multiplicatif H = 1 - D de G est 1.’image inverse

par c~ du sous-groupe H’ = ~.’ - D’ de G’ ; H est un sous-groupe distingué de

G , mais ce n’est plus le noyau de 03C6 comme dans le cas n = 2 . 0

L’application

est une bijection ensembliste involutive de G - II sur lui-mêmeo

L’application

est une bijection ensembliste de H sur D , y mais ce n’est plus tout à fait un

isomorphisme du groupe multiplicatif H sur le groupe additif de D . Elle vérifie:

a(h) + ~~~1’ ~

Enfin, D est aussi un A’-module à droite et l’application v

est, lorsque a est fixé, un A’-endomorphisme i(a) du module A’ , y tandis que

l’application ~"-~ est un homomorphisme de 1 ’ anneau A’ dans l’anneau



~ des endomorphismes de D telle que i(l’) = e (application identique) o Le

théorème de structure y que nous allons énoncer maintenant 9 permet d’obtenir tous

les anneaux locaux artiniens à gauche d’exposant n . 0

/ ,

THEOREME 30 - La structure d’un anneau A local artinien à gauche d’ exposant n

est donnée par

str A = ( G , , 6 , T , i)

avec i

A = G u D ; 9

G = groupe multiplicatif ayant un élément - 1 (élément involutif du centre de

G ) ? 
"

D = module à gauche de type f ini sur un anneau local artinien à gauche A’ d’ex-

posant n - 1 o

On a donc i

str A’ = (G’ , D’ , cp’ , ~ ’ , . T t , e

On su pp o s e en outre i D’ n _ 2 D ~ 0 .

cp = homomorphisme du groupe multiplicatif G sur le groupe multiplicatif G’ des

unités de A’, avec ~(- 1) = - l’ ; 9

03C8 = tonne A’-linéaire sur le A’-module D dont l’image est D’ ;

bijection ensembliste du groupe multiplicatif H, y image inverse de H’ = 1 ’- D’

par (p dans G est donc distingué dans G ~ , sur l’ensemble D j 9

T = bi jection involutive de G - H sur lui-même ;

i = homomorphisme de l’anneau A’ dans l’anneau E (D) des A’-endomorphismes

de D, tel que i(l’) i = e . .

Ces composantes doivent vérifier les propriétés suivantes : 1



Les opérations sont alors définies dans A = G u D de la façon suivante i

(a) Multiplication.o

g E G, y g 2 E G , g 1 g2 
= produit dans le groupe G 9

d E D , g E G 9

9 s g ~ G J

dd’ = ,~~d~d’ = di(,~~d’ ~~ , d E D, d’ E D o

(b) Addition o

d E D, d’ E D, d+d’ = somme dans le A’-module D j

dEh , ge G , 1 

g E G, g’ E G 9 alors : 1

A possède alors une structure d’ anneau local artinien à gauche d’ exposant n .

De plus, y l’application 03A6 , y définie par 03A6(g) = 03C6(g) sur G et 03A6(d) = 03C8(d) sur

D , y est un homomorphisme de l’anneau A sur l’anneau A’ .

Le théorème 3 est bien un théorème de structure, en ce sens qu’il satisfait aux

trois conditions suivants °

1° tout anneau local artinien à gauche d’exposant n est susceptible de la cons-

truction indiquée par le théorème 9

2° tout ensemble obtenu par cette construction est un anneau local artinien à gau-

che d’exposant n 9

3° la construction est canonique, y car les composants ( G , D , c~ , ~ , ~ , T , i~,
qui figurent dans la construction, sont uniques pour un anneau donné.

Nous laissons ces vérifications aux soins du lecteur. Nous remarquons seulement

les liens suivants : 1

(2) et (2’) ==> associativité de l’additiono a

(3) et (3’) ~..--> distributivité de la multiplication par rapport à l’additiono

(5) => associativité de la multiplication. e



(1) et ( l’ ) ====> l’application 03A6 , définie par 03C6 et 03C8 , est un homomorphisme

de l’anneau A sur l’anneau A’ . ~

La relation

(2r~~ T( ~,~~ ~ _ _ e,-~ T(a) y a E G - H 9

conséquence de (2’ ) , sert à établir la commutativité de l’ addition.

4. Cas commutatif. 0

n = 1 ~ ~ Le corps K doit être commutatif (voir théorème 1) o

n = 2 : 1 str A= (G , y D , T ? 9 i) .

Le groupe G doit être abélien. Le corps K doit être commutatif, car K = 

est l’image homomorphe de A par $ . o

La relation gd = dg (geG, donne = ce qui prouve que

l’injection i du corps commutatif K dans l’anneau EK(D) fait correspondre à

K l’anneau des homothéties de D (isomorphe à l’anneau des matrices scalaires).
D’où le théorème suivant G

/ B

THEOREME ?’ a - Dans le cas commutatif avec n = 2 , le théorème 2 de structure se

réduit à ~ t

str A = (G , 9 d 9,.~, j , T) ,

où G est un groupe abélien, D un espace vectoriel sur un corps commutatif K, y

T ayant les propriétés du théorème 2.

On traite de la même façon le cas général commutatif o

THEOREME 3’. - Dans le cas commutatif ( n quelconque), le théorème 3 de struc-

ture se réduit à : i

str A = (G , D , cp , ~ , 9 T) ,

où G est un groupe abélien, D un At-module à gauche de type fini sur un anneau
commutatif A’ local noethérien d’ exposant n - 1 , ~r , ~ , Q et T ayant les

propriétés du théorème 30

5 o Exemples.

1° K étant un corps commutatif l’anneau quotient K[x]/(x ) est un anneau

local noethérien d’exposant 2. On a, en appelant S la classe de x ô



L’espace vectoriel D est égal à KS o

Le groupe multiplicatif G est formé des éléments a + 03B203BE , 03B1 ~ 0 ; 9 le sous-

groupe Ii est ~~ -1- ~;~~ . Les applications composantes sont 1

Dans cet exemple, A est un espace vectoriel sur K. Même dans le cas commuta-

tif, il y a des exemples où il n’en est pas ainsi : i anneaux locaux qui ne sont pas

d’égale caractéristique ( cf’ a ~ 2 ~~ . o

2° Anneau non commutatif artinien (co-irréductible) local d’exposant 2 .

Soit A = C2 - (a , c~) avec sa structure de groupe abélien et, pour la multipli-

cation : i

(a , y a~(b , y p) = (ab, c~b + a~i~ , ( b étant le conjugué de 

ou, en posant e = (G , y 1~ ~ t

(a + ae)(b + = ab + + 

On a D = Ce .

Le groupe multiplicatif G est forme des éléments a + ae, y a ~ 0 ; 9 le sous-

groupe II est ~1 + Les applications du théorème de structure sont x

Les exemples 1° et 2° montrent que les conditions du théorème de structure ne

sont pas incompatibles.

6. Problèmes.

1° Etudier l’indépendance des axiomes (1), 9 (2), (3) dans la propriété 1 qui défi-

nit un corps. Problème analogue pour les axiomes de définition d’un anneau local

artinien à gauche quelconque (chaque axiome étant lié aux propriétés de distributi-
vité, d’associativité, etc., il suffit probablement de prendre des exemples se

rapportant à l’indépendance de ces propriétés).
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2° Donner d’autres exemples d’anneaux locaux artiniens à gauche, y non commutatifs

(cf. les exemples donnés pour les anneaux noethériens à gauche complètement primai-
avec la simplification donnée par 1 = 0 : ô un anneau local artinien à gau-

che est primaire à droite et à gauche).

3° Etudier les A-modules à gauche D de type fini, y A étant un anneau local

artinien à gauche, l’anneau des A-endomorphismes de D , q les homomorphis-

mes i de A °
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