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2le année, 1967/68, no 1

/ AN AN \
ANNEAUX NOETHERIENS A GAUCHE COMPLETEMENT PRIMAIRES A GAUCHE
par Léonce LESIEUR
1. Introduction.

I4
SFINITION 1. - Un anneau A , supposé unitaire et noethérien a gauche, est dit

(compldtement) primaire (& gauche) si tout diviseur de zéro & droite est nilpotent :
ab=0, a#0 => d1nel tel que b =0 .

/7 7/
PROPRIETE 1. - L'ensemble D des diviseurs de zéro & droite forme un idéal bi-

latére complétement premier qui coincide avec 1'ensemble des éléments nilpotents

et avec le radical nilpotent ® .

On a évidemment : R & D .

Démontrons 1l'inclusion inverse. Soit b € D . Nous avons aussi Ab € D , quei que
soit A€ A . En effet, bA étant diviseur de zéro & droite, est nilpotent. On a
done : (bM)® =0, (BAN)®! £0 . En supposant b #£0 et Ab régulier & droite,
1'égalité (bA)™ b = 0 = b(Ab)" entratnerait b =0 . Il en résulte Ab €D .
L'idéal & gauche Ab est donc un nil-idéal lorsque b € D . D'aprés le théoréme de
Levitzki, Ab est aussi un idéal nilpotent, ce qui prouve b e R et D ® , d'oh

D=R .

De plus, D =R est complétement premier, comme ensemble des diviseurs de zéro a

droite
xy €D => y€D ou x€0D

(axy =0, a#0, y¢D => ax=0, d'od x €D) .

COROLLAIRE 1. - L'anneau quotient A/D est intdgre et noethérien & gauche. Il

admet donc un corps de fractions K .

COROLLAIRE 2. - Un anneau complétement primaire & gauche est primaire & gauche
au sens de [10], p. 47.

En effet, il faut montrer que la relation aAb =0, a # O , entrailne b e R .
Or, on a en particulier :

ab =0, a#0

ce qui prouve b€ D, donc be R |
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2. Cas particulier d'un anneau co-irréductible.

Examinons le cas d'un anneau noethérien & gauche co-irréductible, c'est-a-dire

tel que 1'idéal nul (0) soit n-irréductible dans A :

x#0, y#0 ==> Axn Ay # 0 .

/7
PROPRIETE 2. - Tout anneau noethérien & gauche co-irréductible est complétement

primaire & gauche.

Soit en effet
ab=0, a#0.

Considérons un entier n tel que :

On en déduit :
(0. 1) nabt =0,

et comme l'annulateur O *, b n'est pas nul, on en tire =0 . Tout diviseur de
zéro & droite b est donc nilpotent, et l'anneau A est bien complétement primai-
re a gauche.

La propriété 1 s'applique en particulier aux anneaux co-irréductibles. On retrou-
ve ainsi une propriété signalée dans [9], p. 401. Dans ce cas, D =R coincide
avec 1'idéal singulier de A . La question se pose dans le cas d'un anneau complé-

tement primaire & gauche quelconque (probléme 2).

3. Cas artinien.
Ll e a e e aaas eV o VoS

Désignons par D' 1l'ensemble des éléments réguliers & droite, par G' 1'ensem-
ble des éléments réguliers a gauche, par G 1'ensemble des éléments diviseurs de

zéro & gauche.
A étant noethérien complétement primaire & gauche, on a :
DecéG, d'ou G' € D' .

Mais, si A est artinien, tout élément régulier & droite est inversible donc ré-
gulier & gauche, et on a D' € G' . Il en résulte D' =G' si A est artinien
complétement primaire & gauche. Dans ce cas, les é1éments réguliers sont inversi-

bles et les éléments non inversibles forment un idéal bilatdre D .

/
DEFINITION 2. - On appelle anneau local un anneau tel que l'ensemble des éléments

non inversibles forme un idéal bilatére.
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Nous avons donc établi que tout anneau artinien complétement primaire & gauche

est local.

Réciproquement, supposons A 1local et artinien & gauche. Comme A est local,
1l'ensemble des éléments non inversibles est 1'idéal propre maximum D de A ; il
coincide avec le radical de Jacobson, qui est nilpotent puisque A est artinien &
gauche. On a : ab=0, a#0 => DbeD (car 1'hypothdse b £ D entratnerait
b inversible et a = 0 ) et par suite b est nilpotent. L'anneau A est donc

o

compldtement primaire a gauche (et aussi & droite, par le méme raisonnement).

’

/7
PROPRIETE 3. - Il y a équivalence entre les deux propriétés :

(a) A est artinien a gauche complétement primaire & gauche ;

(8) A est artinien & gauche local.

Chacune de ces propriétés entraine, pour 1l'anneau, d'&tre complétement primairs i

droite.

4, Anmeau de fractions d'un anneau noethérien & gauche primaire.

Dans la suite, nous dirons, sauf mention contraire, anneau primaire A au lieu

de anneau complétement primaire & gauche A .

Les éléments de S = D' forment un demi-groupe multiplicatif. En vue de construi-
re un anneau de fractions de A par rapport a S , nous allons utiliser la condi~

tion de régularité de SHMALL [ 11 ] pour les anneaux noethériens & gauche.

‘7 /
PROPRIETE 4. - L'anneau A , supposé noethérien & gauche et primaire, vérifie la

condition de régularité (généralisée) :

(R) Tout élément régulier modulo le radical R est régulier & droite dans A .

En effet, comme on a R =D et que A/D est intdgre, les éléments ae€ A qu.
sont réguliers modulo D sont ceux qui n'appartiennent pas & D , c'est-a-dire les

éléments réguliers a droite dans A .

Remarquons que la condition de régularité généralisée est la réciproque d'une
propriété qui est vraie dans tout anneau noethérien & gauche A : tout élément ré-

gulier & droite dans A est régulier modulo le radical ® . (DJABALI, [5]).

La condition de régularité généralisée (R) entraine, comme dans [11], les pro-

priétés suivantes s

r o\
THEOREME 1. - La condition (C) des multiples communs est vérifiée dans A pour

la partie multiplicative S = D' .

(¢c) "seD', aehr, 38" €D, a' el tels que a's = s'a
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/N
THEORENE 2. - L'ensemble des x € A tels qu'il existe s € D' avec sX = 0

forme un idéal bilatére I de l'anneau A .

Ce résultat est une conséquence de la condition (C). En effet, on a :
x€l => xue€l puisque sxu = 0 ;
x€el => vxe€Il,

car la condition (C) entraine a's = s'v , d'ol :

s'vx = a'sx = 0 , et vx € T .
x eI et '€l = x-x'€1,
car
sx =0, s'x'=0 ==> g = s1 s! = as €95 ,
d'ou :
c(x - X’) =0 et x —xtel.

I est bien un idéal bilatére de l'anneau A .

On a évidemment I <D . Si A est commutatif, on a T =0 . Nous verrons plus
loin un exemple pour lequel I # 0 . Dans ce cas, la partie multiplicative S pos-
séde des éléments non réguliers & gauche. lMais la condition (c) étant vérifide dans
1'snneau A 1lui-mBme, on se trouve dans un cas simple étudié dans [8] ol 1'anneau
de fractions existe. (Le cas le plus général, pour les anneaux et les demi-groupes,
a8 &t6 étudié par P. LEFEBVKE [6] et [7].) Dans notre cas particulier, ou la condi-
tion de régularité (généralisée) est vérifide, la théorie de Small (généralisée)

donne le résultat suivant :

7/ \
TUEOREME 3. — L'anneau A admet un anneau de fractions par rapport & la partie

nultiplicative S = D' ; cet anneau de fractions AS est l'anneau total de frac-

tions de A/I , et il est artinien.

/
DEFINITION 3. - L'anneau AS s'appelle 1l'anneau des fractions de A . AS véri-

fie la propriété importante suivante :

/N
THEOREME 4. — L'anneau de fractions d'un anneau noethérien & gauche primaire est

artinien local.

Le fait que Aq soit artinien résulte de la théorie de Small (théordme 3). Dé-

montrons qu'il est primaire. Remarquons d'abord que 1'anneau quotient AT est

primaire et que son radical est D (modulo I) . En effet, 1'égalité of =0 ,
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o #0 , dans A/I , équivaut, pour les représentants a et b dans A , & :
sab=0, sa#0.

I1 en résulte b €D, et b, donec g , est nilpotent. De plus, dans A/I , les

éléments réguliers a droite <ont réguliers & gauche car of = O , avec a ¢ D, en-

traine sab =0 avec sa ¢D, donc b €I et =0 . On voit de méme que AT

est primaire & droite car o =0 , avec B # O , entraine sab = 0 avec a €D

/

(sinon b € I et =0 ) ; d'ou a et « sont nilpotents.

Cela posé, pour démontrer que 1'anneau de fractions AS est primaire, il suffit
de montrer qu'il est local (propriété 3). Or, les éléments non inversibles sont
ceux de 1l'ensemble y—l 6, avec y £D (mod I) et § €D (mod I) ; en effet, si
y-l & est inversible, § est régulier & droite et inversement. L'ensemble {le 8}

forme un idéal bilatére ce qui prouve que 1'anneau de fractions est local.

Remarque. — Il existe un anneau total de fractions d'un anneau primaire lorsque
tout élément régulier & droite est régulier & gauche. On a dans ce cas D = G ,

clest-d-dire I = O . On peut se demander si la réciproque est vraie (probléme 3).

5. Longueur d'un anneau noethérien & gauche primaire.
OIS NI T NI NSNS NI NI NI NI NI NI NI NI NI NI T NI NI I NI NI NI NI I I NI NI NI NI IS NI NI NI NI NSNS NI NI NI NSNS

La propriété pour 1l'anneau AS d'8tre artinien a gauche entraine 1'égalité des
longueurs des chaines maximales d'idéaux & gauche allant de O A& AS , et cette
longueur est finie. Nous allons l'interpréter en termes d'iddaux de l'anneau A .
Posons A = A/I .51 4 est un idéal a gauche de As , sa restriction 1(’31) =Uqnk
est un idéal & gauche de A , qui est identifié & un idéal & gauche de A conte-

nant I .

Cet idéal Q est D-primaire a droite au sens de la définition suivante :

/
DEFINITION 4. - Q est un idéal a gauche D-primaire & droite de l'anneau A si

on a la propriété :
abeqQ, b Q ==> ach.

Q = r(%) est bien D-primaire & droite car 1'hypothdse a ¢ D entratne a inver-

sible dans A et b e alqgecaq.

Inversement, si Q est un idéal & gauche de A contenant I , son extension
e(Q) , qui est 1'idéal engendré par Q dans AS , est formée des éléments 0-1 q

oh q déecrit Q , c €S .S8i Q est D-primaire & droite, on a r(e(Q)) =Q
car c'-1 Q=q' €A; onen tire q=cq' et q' € Q puisque c D et Q est

D-primaire & droite. I1 y a donc bijection croissante entre les idéaux & gauche
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D-primaires & droite de A et les idéaux a gauche de AS par 3

Q- e(Q) .
Cette application est injective d'aprés ce qui précéde ; elle est surjective car,
pour tout idéal & gauche 1 de AS , on a @

I=-e(r(1)) .

Remarquons que tout idéal & gauche Q , D~primaire & droite de A , contient I

car
sx=0eQ, s¢D => x€q.
Remarquons aussi que I est D-primaire & droite puisque :
sbeI, b¢ I ==> sab=20, d'od a €D
(sinon sa ¢ D et bel).
Par contre O n'est pas D-primaire & droite sauf si I =0 .
Le fait que AS soit artinien entraine donc la propriété suivante :

/N
THEORE#E 5. — Dans un anneau A noethérien & gauche primaire, toute chaine maxi-

male d'idéaux & gauche primaires & droite allant de I a A est finie et toutes

ces chalines ont la méme longueur.

‘.
DEFINITION 5. - Cette longueur commune s'appelle la longueur de l'enneau primaire

A .

6. Condition de co-irréductibilité.

Revenons au cas particulier d'un anneau co-irréductible (paragraphe 2) en étu-
diant les conditions nécessaires, et si possible suffisantes, pour qu'un anneau

noethérien a gauche primaire soit co-irréductible.

(o) Condition nécessaire. - Considérons les idéaux D-primaires & droite Y et

leur trace sur 1'idéal O [ D . Ces traces forment des idéaux & gauche vérifiant la

condition de chafne finie.

/’ 4
PROPRIETE 5. - Si A est co-irréductible, il n'existe aucun idéal & gauche Y ,

D-primaire a droite, vérifiant

(1) ocYn(o:D)co D.

En effet, soit Y , D-primaire & droite, et xe€ 0 * D, x é Y . Considérons

1'idéal & gauche Y*, x . On a :

ue Y x => WwWxeyY

.
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et, coome x ¢ Y , il en résulte u € D , d'odl ux € Dx = O . On en déduit :
Y. x=0"x
et, par suite :
0=7Yn Ax
ce qui est impossible avec Y # O .

(B) Condition suffisante : cas I = 0 . - Supposons maintenant I =0 , c'est-a-

dire 1l'anneau A noethérien a gauche et complétement primaire & gauche et & droite.

Dans ce cas, 1'idéal O [ D est D-primaire a droite. En effet, soit

ab €0 D, ad D .

On a donc Dab=0 .98i de D, la condition (C) du théoréme 1, appliquée & d et

a , donne :
sd = ua avec u € D puisque ua € D et a ¢D .

On en déduit sdb = uab € Dab =0 . Comme I = 0 , cela entraine db = 0 , donc

Db=0 et beC.D.

L'idéal 0O D étant D-primaire & droite, et 1l'intersection de deux idéaux a
gauche D-primaires & droite étant D-primaire a droite, la condition (1) exprime
qu'il n'existe aucun idéal D-primaire a droite strictement inclus entre 0 et
0 ! D . Montrons que cette condition est suffisante. Si 0 était n-irréductible,

il le serait dans O D ; en effet,

«

XnO0O=D 0 = X=0

car soit DX =0 et DL X A0 .0na:

p(0 1 x) =0, d'tow DX Pc(0o D) nx=0,
ce qui est impossible pour X # O .
On peut donc supposer, en cas de réductibilité :
Y#0, 0O0=AxnY, 0cAx<cOD.

Prenons Y maximal pour cette propriété, (complément relatif de Ax ), et mon-

trons que Y est D-primaire & droite. En effet, soit :
sbeY, b€Y, a¢Dd.
On a :

(Y + Ab) n Ax # 0,
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d'ou
v+ Ab=pux #0 .
Appliquons la condition (c) & a et A :
ta = sk, s €D .
On en déduit
sy + sAb = sy + tab = sux € ¥
clest-a~dire suyx € Y n Ax =0 .

I1 en résulte ux = O puisque I =0 . On arrive a une contradiction, et Y est
bien D-primaire. Alors Y n (0 ' D) est D-primaire compris entre 0 et 0. D

puisque 1'égalité & O entralne Y =0 et 1'égalité a O ° D entraine :
0=2axn (0D =2ax .

A

)
THEOREME 6. - Pour qu'un anneau noethérien & gauche, complétement primaire & gau-

che et & droite, soit co-irréductible, il faut et il suffit qu'il n'existe aucun

A
s

idéal & gauche D-primaire a droite compris entre O et 0. D.

Remarque. - Dans le cas I =0 , on peut vérifier que 1'idéal nul est isotypique.

‘7
PROPRIBTE 6. — Si A est noethérien & gauche complétement primaire a gauche et &

droite, O est idéal isotypique.

En effet, si 0 est n-irréductible, la propriété est vérifide ([10], p. 103).

Sinon, soit :
0 =Ax n 4y , x#0, y#0.

On a nécessairement x € D, y €D et on peut supposer x €0 D, y€0./D

(démonstration du théordme 6). On en déduit :

car l'hypothése 0 °, x o D est contredite par la condtion I = O . Donc une des
propriétés caractéristiques de 1'isotypie est vérifide ([107], p. 103). Il en résul-
te en particulier que O est tertiaire a droite. Cela pose, dans le cas général I

quelconque, certains problémes (problémes 4 et 5).

7. Exemples.

1° Anneau noethérien a gauche co-irréductible dans lequel I # 0 . - Soient A

un .anneau intégre coumatatif noethérien, et P un idéal premier non nul de a'



1-09

tel que A' soit injecté dans A'/P (existence assurée par 1'appendice). On a

donc :
i: A' b= A'/P.
Soit ¢ 1'homomorphisme canonique o 3 AV > A'/P .

A'/P est un A'-module & gauche monogéne D = A' e . On considére le A'-module

a gauche :

=
]

A' x A'/P
avec la loi de multiplication :

(a, )b, ) = (ab, ai(b) + ola)p) .

On obtient un anneau noethérien & gauche co-irréductible dens lequel I =D est
formé des éléments (0 , §s) . L'ensemble G des diviseurs de zéro & gauche est for-
mé des éléments (p , @) , pe P . On a bien DS G . L'anneau de fractions de A
est 1'anneau total de fractions de A/I = A/D s c'est donc le corps des fractions

de 1l'anneau intdgre A/D .

20 Anneau noethérien & gauche complétement primaire & gauche dans lequel O D &I

et qui n'est pas co-irréductible. - Soient A' = R[X], et R 1le corps des réels.

Considérons 1'idéal :

H = A'(X2 + 1)(X2 +X+1) = A‘(X2 +1)n A'(X2 +X+1) .

On a pour 1'anneau quotient le composé direct :

A'/H_~_B[X]/(;<c2 +1) @ g[x]/(xz +X+1),

d'od A'/H~Ce@C .

~

I1 existe une injection i de B[XJ dans C avec conservation de 1'é1ément
unité. Il en résulte une injection I de R[X] dans C @ C par 10 = (i(f) , i(9),
qui conserve 1'élément unité. Donc il existe une injection I' de A' dans A'/H .
Comme 1'idéal H n'est pas n-irréductible, A'/id n'est pas co-irréductible, ot
ltannean A = A' » A'/H , construit comme & 1'exemple 1° , n'est pas co-irréducti-
ble. De plus, les éléments i(f) # 0 ne sont pas diviseurs de zéro dans AV/H,
car si f # 0 , les deux composantes de i(f) dans C @ C sont différentes de zé-
ro. L'anneau A est noethérien & gauche completement primaire & gauche ; il véri-

fie 0 D& I et n'est pas co-irréductible.

Cet exemple montre 1'intérédt du probléme 5.
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APPENDICE

R étant le corps des réels et C le corps des complexes, il existe une injection
de R[X] dans ¢ , donc dans ;@[X]/(X2 + 1)

Soit B une base de transcendance de R sur Q , donc de C sur @ puisque C
est algébrique sur R . Cette base B est infinie et a méme la puissance du conti-
nu ([1], chap. 5, § 5, exercice 2), I1 existe donc une correspondance biunivoque
entre B et une partie P < B, donc un Q-isomorphisme o4 entre le corps Q(B)
et le corps Q(P) . Cet isomorphisme peut &tre étendu & un Q-isomorphisme ¢ en-
tre C (qui est la cléture algébrique de Q(B) dans C ) et la cl8ture algébrique
QUP) de Q(P) dans C . Or, si € €B-P , on a § é.§(§7 , car si € était al-
gébrique sur Q(P) y B ne serait pas une base de transcendance de R sur Q .

Soit donc ¢
c |—°-> QP) =¢C' .

Considérons la restriction de o & R < C . Elle définit une injection i de
R dans C' , avec pour image R' © C' c C . Cette injection i peut &tre étendue

~

& une injection de R[X] sur R'[g] par la relation :

— n n-1 = y L1 ' ] t
£(x) = aq X+ ay X toeee oAy > ay & + ... tal, A €R, aj € R' ,
car aé gn + oeee + aﬁ =0 => aé = ae. = ag = 0 puisque € cst transcendant
| Y | - — | - L 5 - —_ _
sur C' , donc sur R' ; de ag = eeo =ap = 0 , on déduit 8y = eee =2 = 0 et

f(X) = 0 . BEn résumé, nous avons bien une injection de R[X] dans C .

Remarque 1. - L'injection i de R dans C ne peut se faire dans R , car au-
trement ce serait 1'identité et une surjection ([2], chap. 4, § 3, exercice 3). On
aurait alors pour ¢ un R-isomorphisme de C sur une partie C' , ce qui n'est

pas possible ([8], chap. 8, § 1, exercice 4).

Remarque 2. - L'injection i de R[X] dans g[X]/(X2 + 1) ne peut 8tre surjec—
tive. Soient en effet :
o= AP AP, ©= Ap-> AP .

A anneau noethérien commutatif, P 1déal premier nen nul de A , ¢ isomorphis-
me de A sur A/P ; et homomorphisme canonique de A sur A/P . Formons la

suite d'idéaux de A

0cpPpc P1 = w—l c(P) c P2 = @—1 G(Pl) C e

Cette suite est infinie strictement croissante, ce qui contredit 1'hypothése A

noethérien.
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\
PROBLEMES

Probldme 1. — Un anneau complétement primaire & gauche est-il primaire a droite ?

On sait qu'il est primaire & gauche d'aprés le corollaire 2 de la propriété 1.

Problime 2. - Etudier 1'idéal singulier J d'un anneau complétement primaire &

gauche. On a nécessairement : I < J <D .

Probldme 3. - Soit A wun anneau noethérien & gauche primaire admettant un anneau

total de fractions. A-t-on D =G , c'est-a-dire I =0 7

Probldme 4. = Soit A un anneau noethérien & geuche complétement primaire ; O

est-il tertisire & droite ? est-il isotypique ?

Probléme 5. — Btudier des conditions nécessaires et suffisantes pour que A soit
co-irréductible. (La condition nécessaire de la propriété 5 exige, puisque I # O ,
Io20 . D ; une autre condition nécessaire est 1'isotypie, ou au moins la tertiari-

s N

té & droite, qui ne sont pas alors des conséquences immédiates des autre hypothdses.)

Problime 6. — Un anneau tertiaire & droite vérifie-t-il la condition de régula-

rité généralisde ? iléme question pour un anneau isotypique.
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