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1-01

ANNEAUX NOETHÉRIENS À GAUCHE COMPLÈTEMENT PRIMAIRES À GAUCHE

par Léonce LESIEUR

Séminaire 
(Algèbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, n° 1

1. Introduction .

DEFINITION 1. - Un anneau A, supposé unitaire et noethérien à gauche, est dit

(complètement) primaire (à gauche) si tout diviseur de zéro à droite est nilpotent : i

ab=0 , ===>  n ~ N tel que bn-0 .

PROPRIETE 1. - L’ensemble D des diviseurs de zéro à droite forme un idéal bi-

latère complètement premier qui coïncide avec l’ensemble des éléments nilpotents
et avec le radical nilpotent ~..

On a évidemment ’ °   D .

Démontrons l’inclusion inverse. Soit b e D . Nous avons aussi Xb e D , quel que

soit 03BB ~ A . En effet, b03BB étant diviseur de zéro à droite, y est nilpotent. On a

donc : (bÀ)n = 0 , ~b~~n ~ -~ 0 . En supposant b ~ 0 et Àb régulier à droite,

l’égalité ~b~,~n b = 0 = entraînerait b = 0 . 0 Il en résulte ~.b E D .

L’idéal à gauche Ab est donc un nil-idéal lorsque b E D o D’après le théorème de

Levitzki, Ab est aussi un idéal nilpotent, ce qui prouve et 

.

De plus, D = R est complètement premier, y comme ensemble des diviseurs de zéro à

droite :

COROLLAIRE 1. - L’anneau quotient A/D est intègre et noethérien à gauche. Il

admet donc un corps de fractions K o

COROLLAIRE 2. - Un anneau complètement primaire à gauche est primaire à gauche
au sens de ~~0~, p. 47.

En effet, il faut montrer que la relation aAb = 0, a / 0 , entraîne b 

Or, on a en particulier : i

ab = 0 , a ~ 0
ce qui prouve b E D , donc b e R .



2. Cas particulier d’un anneau co-irréductibleo

Examinons le cas d’un anneau noethérien à gauche co-irréductible, c’est-à-dire

tel que l’idéal nul (0) soit n-irréductible dans A : 1

/ / 
, ,

PROPRIETE 2. - Tout anneau noethérien à gauche co-irréductible est complètement

primaire à gauche.

Soit en effet 1

Considérons un entier n tel que : 1

On en déduit : 1

et comme l’annulateur 0 6. b n’est pas nul, on en tire bn = 0 o Tout diviseur de

zéro à droite b est donc nilpotent, et l’anneau A est bien complètement primai-
re à gauche.

La propriété 1 s’applique en particulier aux anneaux co-irréductibles. 0 On retrou-

ve ainsi une propriété signalée dans po 401. o Dans ce cas, D ~ ~. coïncide

avec l’idéal singulier de A . La question se pose dans le cas d’un anneau complè-
tement primaire à gauche quelconque (problème 2).

3. Cas artinien.

Désignons par D’ l’ensemble des éléments réguliers à droite, par G’ l’ensem-

ble des éléments réguliers à gauche y par G l’ensemble des éléments diviseurs de

zéro à gauche.

A étant noethérien complètement primaire à gauche, on a :

Mais, si A est artinien, tout élément régulier à droite est inversible donc ré-

gulier à gauche, et on a G’ . . Il en résulte D’ = G’ si A est artinien

complètement primaire à gauche. Dans ce cas, les éléments réguliers sont inversi-

bles et les éléments non inversibles forment un idéal bilatère D . o

/
DEFINITION 2. - On appelle anneau local un anneau tel que l’ensemble des éléments

non inversibles forme un idéal bilatère.



Nous avons donc établi que tout anneau artinien complètement primaire à gauche
est local.

Réciproquement, supposons A local et artinien à gauche. 0 Comme A est local,

l’ensemble des éléments non inversibles est l’idéal propre maximum D de A ; 9 il

coïncide avec le radical de Jacobson, qui est nilpotent puisque A est artinien à

gauche. On a : i ab = 0, a ~ 0 ===> b E D (car l’hypothèse b ~ D entraînerait

b inversible et a = 0 ) et par suite b est nilpotent. L’anneau A est donc

complètement primaire à gauche (et aussi à droite, par le même raisonnement).

1 1 
, ,

PROPRIETE 3. - Il y a équivalence entre les deux propriétés : i

A est artinien à gauche complètement primaire à gauche ;

(p) A est artinien à gauche local.

Chacune de ces propriétés entraîne, 1 pour l’anneau, d’être complètement primaire à

droite.

4. Anneau de fractions d’un anneau noethérien à gauche primaire.

Dans la suite, nous dirons, sauf mention contraire, anneau primaire A au lieu

de anneau complètement primaire à gauche A.

Les éléments de S = D’ forment un demi-groupe multiplicatif. 0 En vue de construi-.

re un anneau de fractions de A par rapport à S , y nous allons utiliser la condi-

tion de régularité de SMALL [11] pour les anneaux noethériens à gauche.

/ /
PROPRIETE 4. - L’ anneau A , 9 supposé noethérien à gauche et primaire, y vérifie la

condition de régularité (généralisée) :

(R) Tout élément régulier modulo le radical ? est régulier à droite dans A . 0

En effet, comme on = D et que A/D est intègre, les éléments a E A qui
sont réguliers modulo D sont ceux qui n’appartiennent pas à D, y c’est-à-dire les

éléments réguliers à droite dans A .

Remarquons que la condition de régularité généralisée est la réciproque d’une

propriété qui est vraie dans tout anneau noethérien à gauche A : i tout élément ré~,

gulier à droite dans A est régulier modulo le radical ? . (DJABALI, C 5 ~~ o

La condition de régularité généralisée (R) entraîne, comme dans C11~, les pro-
priétés suivantes :

/ 1

THEOREME 1. - La condition (C) des multiples communs est vérifiée dans A pour

la partie multiplicative S = D’ o

(C) V s E D’ , a E A , 3 D’ , a’ E A tels que a’s = s’a .



2 a - L’ ensemble des x c A tels qu’il existe s E D’avec sx = 0

forme un idéal bilatère I de l’anneau A e

Ce résultat est une conséquence de la condition « En effet? on a ~

car la condition (c) entraîne aIs = s’v , d’où : E

s’vx= a’sx=0 , et vx ~ I .

d’où i

o(x-x’) =0 et x- x’ ~ 1 . 0

1 est bien un idéal bilatère de l’anneau A o

On a évidemment 1 6 D . Si A est commutatif, on a 1=0. 0 Nous verrons plus

loin un exemple pour lequel 1~0. 0 Dans ce cas, la partie multiplicative S pos-

sède des éléments non réguliers à gauche. Mais la condition (C) étant vérifiée dans

l’anneau A lui-même, on se trouve dans un cas simple étudié dans [8] où l’anneau

de fractions existe. 0 (Le cas le plus général, pour les anneaux et les demi-groupes,

a été étudié par P. LEFEBVRE M et [7].) Dans notre cas particulier, où la condi-

tion de régularité (généralisée) est vérifiée, la théorie de Small (généralisée)

donne le résultat suivant :

THÉORÈME 3. - L’anneau A admet un anneau de fractions par rapport à la partie

multiplicative S=D’ ; cet anneau de fractions A~ est l’anneau total de frac-

tions de A/1 , t et il est artinien.

DEFINITION 3. - L’anneau A s’appelle l’anneau des fractions de A . A véri-

fie la propriété importante suivante a

THÉORÈME 40 - L’anneau de fractions d’un anneau noethérien à gauche primaire est

artinien local.

Le fait que A~ soit artinien résulte de la théorie de Small (théorème 3). o Dé-

montrons qu’il est primaire. Remarquons d’abord que l’anneau quotient A/1 est

primaire et que son radical est D (module l) . En effet, l’égalité 03B103B2 = 0 ,



a f 0 , dans équivaut, pour les représentants a et b dans A, à : t

sab = 0, y sa r 0 .

Il en résulte b E D , et b, y donc ~ , , est nilpotent. De plus, dans les

éléments réguliers à droite ont réguliers à gauche car avec a ~ D , y en-

traîne sab = 0 avec sa ~ D , y donc b ~ I et p = 0 e On voit de même que A/I
est primaire à droite car , avec 03B2 ~ 0 , entraîne sab = 0 avec a E D

(sinon b ~ I et $ = 0 ) ; d’où a et 03B1 sont nilpotents.

Cela posé, pour démontrer que l’anneau de fractions AS est primaire, il suffit

de montrer qu’il est local (propriété 3). Or y les éléments non inversibles sont

ceux de l’ensemble 03B3-1 ô , avec y f D (mod I) et à E D (mod I) ; en effet, si

y ô est inversible, y à est régulier à droite et inversement. L’ensemble 6)
forme un idéal bilatère ce qui prouve que l’anneau de fractions est local.

Remarque. - Il existe un anneau total de fractions d’un anneau primaire lorsque

tout élément régulier à droite est régulier à gauche. On a dans ce cas D = G ,

c’est-à-dire 1 = 0 . On peut se demander si la réciproque est vraie (problème 3).

5. Longueur d’un anneau noethérien à gauche primaire. e

La propriété pour l’anneau A~ d’être artinien à gauche entraîne l’égalité des

longueurs des chaînes maximales d’idéaux à gauche allant de 0 à et cette

longueur est finie 0 Nous allons l’interpréter en termes d’idéaux de l’anneau A .

Posons A = A/I . est un idéal à gauche de A_a , y sa restriction i(3[) = ~ n A
est un idéal à gauche de A, y qui est identifié à un idéal à gauche de A conte-

nant I. e

Cet idéal Q est D-primaire à droite au sens de la définition suivante ti

i 
,

DEFINITION 4. - Q est un idéal à gauche D-primaire à droite de l’anneau A si

on a la propriété : 1

Q. = r(3[) est bien D-primaire à droite car l’hypothèse a ~ D entraîne a inver-

sible dans A S et Q ~ Q, .

Inversement, si Q est un idéal à gauche de A contenant I, son extension

e(Q) , qui est l’idéal engendré par Q dans AS , est tonnée des éléments c-1 q

où q décrit Q 9 c E S a Si Q est D-primaire à droite 9 on a r(e(Q)) = Q
car c 1 q = q’ E A ; 9 on en tire q = cq’ et q’ E Q puisque c D et Q est

D-primaire à droite. Il y a donc bijection croissante entre les idéaux à gauche



D-primaires à droite de A et les idéaux à gauche de A~ par 1

Cette application est injective d’après ce qui précède ; elle est surjective car,

pour tout idéal à gauche I de 9 on a : >

I ~ e~r( I~ ~ . o

Remarquons que tout idéal à gauche Q p D-primaire à droite de A ~ contient I

car

Remarquons aussi que I est D-primaire à droite puisque : t

(sinon sa ~ D et 

Par contre 0 n’est pas D-primaire à droite sauf si 1=0.

Le fait que AS soit artinien entraîne donc la propriété suivante t

Dans un anneau A noethérien à gauche primaire, toute chaîne maxi-

male d’idéaux à gauche primaires à droite allant de I à A est finie et toutes

ces chaînes ont la même longueur.

1 ,
DEFINITION 5. - Cette longueur commune s’appelle la longueur de l’ anneau primaire

A . 0

6. Condition de co-irréductibilité.

Revenons au cas particulier d’un anneau co-irréductible (paragraphe 2) en étu-

diant les conditions nécessaires, y et si possible suffisantes, pour qu’un anneau

noethérien à gauche primaire soit co-irréductible.

Condition nécessaire. - Considérons les idéaux D-primaires à droite Y et

leur trace sur l’idéal a ; . D . Ces traces forment des idéaux à gauche vérifiant la

condition de chaîne finie.

PROPRIETE 5. - Si A est co-irréductible, il n’ existe aucun idéal à gauche Y,

D-primaire à droite y vérifiant : 1

En effet, soit Y, D-primaire à droite, et x E 0 ~ ~ D, x ~ Y . Considérons
l’idéal à gauche Y ’, x . On a ~ i

u E Y ‘, x => ux E Y



et, comme ; £ Y p il en résulte u E D , d’où ux E Dx = 0 . On en déduit i

Y’, x~0‘, x

et, par suite 1

ce qui est impossible avec Y ~ 0 .

(p) Condition suffisante d cas 1 = 0 a - Supposons maintenant I = 0 , c’est-à-

dire l’anneau A noethérien à gauche et complètement primaire à gauche et à droite.

Dans ce cas, y l’idéal G ,’ D est D-primaire à droiteo En effet, soit

ab e 0 / D , a ~ D . 0

On a donc Dab = 0 o Si d E D , y la condition (C) du théorème 1, appliquée à d et

a , donne : t

sd = ua avec u E D puisque ua E D et a ~‘ D .

On en d’éduit sdb = uab E Dab = 0 . Comme I = G , cela entraîne db = 0 , donc

Db = 0 et b e 0 / D .

L’idéal 0 ,’ D étant D-primaire à droite, et l’intersection de deux idéaux à

gauche D-primaires à droite étant D-primaire à droite? la condition ~1~ exprime
qu’il n’existe aucun idéal D-primaire à droite strictement inclus entre 0 et

0 ,’ D . o Montrons que cette condition est suffisante. Si 0 était n-irréductible,

il le serait dans G ,’ D ; 9 en effet,

car soit Dk X = 0 et On a : r

ce qui est impossible pour X f 0 .

On peut donc supposer, en cas de réductibilité :

Prenons Y maximal pour cette propriété, (complément relatif de Ax ) , et mon-

trons que Y est D-primaire à droite . En effet, y soit :

abEY, b ~ Y , a ~ D .

On a â



d’où

0

Appliquons la condition (C) à a et X i

ta=s~ , s~D . o

On en déduit : i

Y

c’est-à-dire sx E Y n Ax = 0 . 0

Il en résulte x = 0 puisque I = 0 . On arrive à une contradiction, et Y est

bien D-primaire. Alors Y n ~0 ,’ D) est D-primaire compris entre 0 et 0 ,’ D

puisque l’égalité à 0 entraîne Y = 0 et l’égalité à 0 ; D entraîne :

o = Ax n (0 ,. D) =Ax . o

/ B

THEOREME C a - Pour qu’un anneau noethérien à gauche, y complètement primaire à gau-
che et à droite, soit co-irréductible, il f aut et il suff it qu’il n’existe aucun

idéal à gauche D-primaire à droite compris entre 0 et 0 ,’ D . 0

Remarque. - Dans le cas I = 0 , on peut vérifier que l’idéal nul est isotypique.

PROPRIETE 6 0 - Si A est noethérien à g auche com p lètement primaire à gauche et à

droite, 0 est idéal isotypique.

En effet, si 0 est ~-irréductible, la propriété est vérifiée p. 103).
Sinon, soit :

0=AxnAy, 

On a nécessairement x E D, y y E D et on peut supposer x ~ 0 . D, y ~ 0 . D

(démonstration du théorème 5~. On en déduit :

0‘, x=0’, y=D

car l’hypothèse 0 ’, x ~ D est contredite par la condtion 1=0. Donc une des

propriétés caractéristiques de l’isotypie est vérifiée p. 103). Il en résul-

te en particulier que 0 est tertiaire à droite. Cela pose, 9 dans le cas général I

quelconque, y certains problèmes (problèmes 4 et 5).

7. Exemples.

1° Anneau noethérien à gauche co-irréductible dans lequel I ~ 0 . - Soient Ar

un .anneau intègre commatatif noethérien, et P un idéal premier non nul de A’



tel que A’ soit injecté dans A’/P (existence assurée par l’appendice)o 0 On a

donc â

Soit ~ l’homomorphisme canonique

est un A’-module à gauche monogène D = A’ e . 0 On considère le A’-module

à gauche : t

A=A’ x 

avec la loi de multiplication : t

(a , , ~3~ - ~ab ~ + c~~a~~~ .

On obtient un anneau noethérien à gauche co-irréductible dans lequel I = D est

formé des éléments ~0 , ~~ . L’ensemble G des diviseurs de zéro à gauche est for-

mé des éléments (p , 03B1) , y p E P . On a bien D  G . L’anneau de fractions de A

est l’anneau total de fractions de A/I = A/D ; c’est donc le corps des fractions
de l’anneau intègre 

2~ Anneau noethérien à gauche complètement primaire à gauche dans lequel 0 ~’ 

et qui n’est pas co-irréductible. - Soient A’ == et R le corps des réels.

Considérons l’idéal i

H = A’(X~ + l)(x~ + X + 1) = A’(X~ + 1) n A’(x~ + X + 1) .
On a pour l’anneau quotient le composé direct : t

Il existe une injection i de dans C avec conservation de l’élément

unité. Il en résulte une injection I de dans par i(i)=(i(f) , 9 i(f)),
qui conserve l’élément unité. o Donc il existe une injection I’ de A’ dans A’/H o
Comme l’idéal il n’est pas n-irréductible, n’est pas co-irréductibl e , et

l’anneau ~. ~ y construit comme à l’exemple 1 ° , y n’est pas co-irréducti-

ble. De plus, les éléments 0 ne sont pas diviseurs de zéro dans 

car si 0 , les deux composantes de dans C ~ C sont différentes de zé-

ro. L’anneau A est noethérien à gauche complètement primaire à gauche; il véri-

fie 0  D ~ I et n’est pas co-irréductible.

Cet exemple montre l’intérêt du problème 5.



APPENDICE

R étant le corps des réels et C~ le corps des complexes, y il existe une injection

de dans C , donc dans 1) . o

Soit B une base de transcendance de R sur ~, , donc de C sur g puisque C~
est algébrique sur R . Cette base B est infinie et a même la puissance du conti-

nu chap. o 59 § ~, exercice 2~. Il existe donc une correspondance biunivoque

entre B et une partie P ~ B , donc un ~-isomorphisme ~ 1 entre le corps g(B)
et le corps Q(P) . Cet isomorphisme peut être étendu à un Q-isomorphisme o en-

tre C est la clôture algébrique de Q(B) dans Q) et la clôture algébrique
de dans C o Or, si S E B - P , on g car si Ç était al-

gébrique sur ~~P~ , B ne serait pas une base de transcendance de R sur
Soit donc 1

Considérons la restriction de 0 C . Elle définit une injection i de

R dans C’ , avec pour image R’ c: C . Cette injection i peut être étendue

à une injection de sur par la relation : 1 ,

car a’ ... ° + a’ = 0 ===> a’ = ... ° 
= a~ == 0 puisque ~ est transcendant

sur C’ . donc sur R’ ; Ù de a*== ... ° =a’ =0 y on déduit ... ° 
= a = 0 et

f(X) = 0 . 0 En résumer nous avons bien une injection de dans C .

Remarque 1. - L’injection i de R dans C ne peut se faire dans R y car au-

trement ce serait l’identité et une surjection ([2], chapo 4, § 3? exercice 3). o On

aurait alors pour j un R-isomorphisme de C sur une partie C’ ~ , ce qui n’est

pas possible (j~8~, chap. 8, § 1~ exercice 4).

Remarque 2. - L’injection i de dans + l) ne peut être surjec

tive. Soient en effet 1

A anneau noethérien commutatif, P idéal premier non nul de A , g 03C3 isomorphis-
me de A sur A/P 9 et 03C6 homomorphisme canonique de A sur A/P o Formons la
suite d’idéaux de A p

Cette suite est infinie strictement croissante, ce qui contredit l’hypothèse A

noethérien.



PROBLÈMES

Problème 1. - Un anneau complètement primaire à gauche est-il primaire à droite ?

On sait qu’il est primaire à gauche d’après le corollaire 2 de la propriété 1.

Problème 2. - Etudier l’idéal singulier J d’un anneau complètement primaire à

gauche. 0 On a nécessairement : i J ~ D . 0

Problème 3. - Soit A un anneau noethérien à gauche primaire admettant un anneau

total de fractionso A-t-on D = G , c’est-à-dire 1=0?

Problème 40 - Soit A un anneau noethérien à gauche complètement primaire ; 9 0

est-il tertiaire à droite ? est-il isotypique ?

Problème 5. - Etudier des conditions nécessaires et suffisantes pour que A soit

co-irréductible. (La condition nécessaire de la propriété 5 exige, puisque 

I ~ 0 .* D ; 9 une autre condition nécessaire est l’isotypie, ou au moins la tertiari-

té à droite, y qui ne sont pas alors des conséquences immédiates des autre hypothèses)

Problème 6. - Un anneau tertiaire à droite vérifie-t-il la condition de régula-

rité généralisée ? question pour un anneau isotypique.
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