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ANNEAU ASSOCIE A UN MODULE INJECTIF
RICHE EH CO—IRRéDUCTIBLES

par Annie CAILLEAU

L'étude suivante nous conduit & un théoréme de structure pour 1'anneau associé &
un module injectif riche en co-irréductibles. Nos méthodes, inspirédes de celles
qu'utilisent L. LESIEUR et R. CROISOT [4], pour montrer le théordme dans le cas par-
ticulier ou le module considéré est injectif et de dimension finie, nous permettent

en outre de décrire 1l'anneau associé a certains modules remarquables.

1. Anneau associé & un module. Définitions, propriétés.
L e e N a a Bddi a Ra aT e W o N N S R AT e eV o W ]

Dans tout ce qui suit, A désigne un anneau unitaire quelconque et tous les A-

modules considérés sont des A-modules & gauche unitaires.

Soient M un A-module et & 1'anneau des endomorphismes de M ; le sous-ensem-
ble J(M) de A constitué des endomorphismes ¢ de M dont le noyau est essen-
tiel dans 11 , est un idéal bilatére de & . L'anneau quotient A/3(M) est dait

anneau associé & 1 , nous le noterons S(i1) .

Nous disposons de propriétés de 1'anneau associé & un module dans certains cas

particuliers :

PROPOSITION 1.1. - Soient E un A-module injectif et ® 1'anneau des endomor-

phismes de E 3

1° J(E) coincide avec le radical de Jacobson de ® et S(E) est un anneau
régulier (au sens de VON NEUMANN).

20 8i J(BE) est nul, S(E) est self-injectif & droite (i. e. injectif, consi-

déré comme module & droite sur lui-méme).

La propridté 1° a été démontrée par UTUMI [5] et la propriété 2° par JOHNSON et

WONG [3]. On trouvera également une démonstration des propriétés 1° et 2° dans [1].

En particulier, 1'anneau des endomorphismes d'un espace vectoriel est régulier

et self-injectif & droite.

PROPOSITION 1.2. - L'anneau associé & un A-module injectif indécomposable E

est un corps, dit corps associé & E .
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PROPOSITION 1.3. - Soit E un A-module injectif de dimension finie :

m
E:_@Eic
i=1

Désignons par (m ceo s ﬂp) 1'ensemble des types de sous-modules injectifs in-

1 b2
décomposables de E , et pour tout m =1, ... , p , par km le nombre de sous-

modules Ei de type LA Alors, l'anneau S(E) associéd & E§ , est un anneau

semi-simple, produit de p anneaux simples, chacun d'eux étant isomorphe & 1'an-

neau des endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension km sur le corps Kﬁ

associé au type o

Clest le théoréme 2.2 de [4].

2. Modules riches en co-irréductibles. Dimension d'un module.

Nous reprenons ici des définitions et propriétés énoncées et démontrées par

J. FORT [2].

On appelle module riche en co-irréductibles, un module extension essentielle d'une

somme directe de sous-modules co-irréductibles. Il résulte immédiatement de cette
définition qu'un module injectif est riche en co-irréductibles si, et seulement si,
il est extension essentielle d'une somme directe de sous-modules injectifs indé-

composables.
Nous utiliserons pour les modules riches en co-irréductibles, la notion de dimen-

sion introduite par J. FORT :

PROPOSITION 2.1. - Soient M un A-module et

, T=¢6 K

s 9
jeJ J

deux sommes directes maximales de sous-modules co-irréductibles de M (i. e. tout

sous~-module co-irréductible de M rencontre S EE T selon des sous-modules non

nuls) ; désignons par E(Ci) et E(Kj) des enveloppes injectives des C, et des

Kj - Alors, il existe une bijection ¢ de I sur J , et un isomorphisme ¢ de

s E(Ci) sur E(Kj) , tels que 1'on ait pour tout indice i de I :
iel jeJ -
1

o(E(C;)) = B(K (4y) .

Le cardinal de I , ne dépendant que de M , est dit dimension de M et noté

dim M .
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N.~B. - On peut de méme parler de m-dimension de i1 , pour un type 1m de sous-
modules injectifs indécomposables de 1l'enveloppe injective de M : on appelle ainsi
le cardinal d'une famille (Ci , 1 € I) de sous-modules co-irréductibles de M ,

telle que :
-~ pour tout i appartenant & I , E(Ci) soit de type m 3

- 1a somme 2 C, soit directe H
. i
iel
- tout sous-module co-irréductible C de M dont 1l'enveloppe injective est de
type m , coupe & C;, selon un sous-module non nul.
iel

3. Anneau associé & un module injectif riche en co-irréductibles.
PMW\MNV\MN\MMW\MMM’VW\MAN\AANNMMMM’\N

Soit E wun A-module injectif riche en co-irréductibles, nous savons qu'il est

extension essentielle d'une somme directe de sous-modules injectifs indécomposables:

& E; -

iel
Nous allons d'abord montrer que 1'anneau S(E) associé & E est isomorphe &

1'anneau S( & Ei) associé & (F E; , c'est-i-dire la propriété suivante :
i€l i€l

/7 \
THEOREME 3.1. - Soit M une somme directe de A-modules injectifs indécomposa—

bles ; l'anneau associé & M est isomorphe & 1'anneau associé & 1l'enveloppe injec-

tive E de M .

Remarquons tout d'abord que quel que soit M , S(M) se plonge dans S(E) :
tout endomorphisme de M se prolonge en un endomorphisme de E , et si deux endo-
morphismes de E prolongent le méme endomorphisme de M , ils different d'un é1é-

ment de J(E) . On peut donc poser pour un endomorphisme v de N :
flp) =3
o 3 est la classe, modulo J(E) , d'un endomorphisme ¢ de E prolongeant © .

On obtient ainsi un homomorphisme f de 1l'anneau des endomorphismes de M dans

S(E) , dont le noyau est manifestement J(M) .

Supposons maintenant que M soit somme directe de sous-modules injectifs indé-

composables :

et montrons que f est alors surjective.
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Soit & un endomorphisme de E , désignons par I1 le sous-ensemble de I
constitué des indices i tels que Ei ne soit pas inclus dans ker & . Si 1
appartient a I1 , 11 existe un élément X, de Ei tel que @(xi) ne soit pas
nul. M étant essentiel dans E , on peut trouver un élément a; de A tel que
a. @(Xi) ne soit pas nul et appartienne & 1 et, par suite, & une somme directe

i
finie :

D =

2=1 2
Cette somme directe finie de modules injectifs étant elle-méme injective, il existe
n
un homomorphisme ¢. de E. dans T E. dont la restriction & Aa, x, coin-
i i &9 i7i

cide avec ¢ .
Soit ¢ 1'endomorphisme de I ¢

(P=%Cpi,
iel
ou les ©; sont définis comme précédemment pour les indices 1 de I1 , et ou

les D5 sont nuls pour les indices 1 n'appartenant pas & I Si ¢ est un

1 ’
endomorphisme de E prolongeant ¢ , on a pour tout indice i de I :

ker (¢ -3) N Ei #0,

en effet, ou 1 appartient a Il et alors ker (@ -3) N Ei contient a; X,

ou 1 n'appartient pas a I1 et alors

ker (p - 8) n B, = E, .

I1 en résulte que § et ¢ different d'un élément de J(E) , et 1'on a par
suite :
o) =73 .

I1 nous suffit d&s lors de rechercher la structure de

s( E;)

iel

LEMME 3.1, - L'anneau associé a une somme directe de A-modules injectifs indé-

composables

M= @Ei

i€l

est isomorphe au produit des anneaux associés aux composantes isotypiques de GE}E..
. i
i€l
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Soit (ﬂk s, AN E A) 1l'ensemble des types de sous-modules injectifs indécomposa-
bles de QE Ei . Pour tout A appartenant & A désignons par Ik l'ensemble
iel
des indices 1 de I tels que Ei soit de type ﬂk et posons :
u =& E Moo= & E o,
IEIA i;ix

appelons enfin nh 1'injection canonique de Mk dans M et gx la projection
de M sur i parallélement a ﬁ; . Si 4 un endomorphisme « de !N nous faisons
correspondre 1'élément

(" o) de T s(n)
Ae A e A

( gh aﬂx étant la classe de gh aﬂx modulo J(Mx) ), nous obtenons une application

6 de 1l'anncau © des endomorphismes de M dans | S(MK)
AEA

1° © est un homomorphisme d'anneaux : il est évident que pour tout couple

(al ’ a2) d'éléments de & , on a ¢

e(al + a2) = e(al) + 9(02) .

Pour montrer 1'égalité :

Il

e(al-a2) 9(a1)-9(a2) ’

on est amené & montrer que l'on a, pour tout A appartenant a A :

A A A N A
4 al £ a2 N =g al a2 n o,

soit

A N A
£ al(g @, - azzn =0,
Or 1'homomorphisme (gx a, = ag) envoie Mk dans ﬁ; . S1

rer (g" @, = @,) n My

ntétait pas essentiel dans Mh , 11 existerait un indice 1 de IX vérifiant

ker (gk ay = a2) nE =0,
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et Mh et ﬁ; admettraient alors des sous-modules injectifs indécomposables iso-

morphes, ce qui est impossible (en vertu, par exemple de la proposition 2 de [2] :

Soientwn A-module M et & Xi une somme directe de sous-modules de M , si
iel
Y est un sous-module de M vérifiant
iel
il existe un sous-module non nul de l'un des Xi isomorphe & un sous-module de
A
Y). ker (g @, = a2)ﬂx

est donc essentiel dans M il en est évidemment de

I

9

néme de Kér gh aI(gk a, = a2)ﬂ , par suite on a bien

e al(g)‘ oy = az)n)‘ =0 .

20 g est surjectif : si (aX)XEA est un élément de I S(Mk) , 1l'endomorphis-

€
me o de M : MEA

o= & T& ay ol pour tout A , a

9
NEA A

o, =
est tel que e(a) soit égal a (aK)XGA .

30 ker § = J(M) : on vérifie immédiatement 1'inclusion : J(M) € ker 6 .

Supposons que l'on puisse trouver un élément o de ker 6 n'appartenant pas

by

a J(M) . Pour un tel élément on peut troufer un indice i de I vérifiant :

ker ¢ N Ei =0 .

Si A est 1'élément de A tel que i appartienne a Ih , on a, 6(e) étant nul,

kerg)\o{nEi#O.

a(Ei) est donc un sous~module injectif indécomposable de M de type ™

(ker o nk; = 0) , rencontrant M. (ker gk o NE; # 0) ceci est impossible

A
d'aprés la proposition 2 de [2], rappelée précédemment.

I1 nous reste & étudier l'anneau associé & chaque composante isotypique de
& Ei , clest-d-dire & une somme dirécte de modules injectifs indécomposables
i€l
tous isomorphes :

/ \
THEOREME 3.2. - L'anneau associé & une somme directe de modules injectifs indé-

composables tous isomorphes :
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n= &

CE, ,

T
i
iel

est un anneau régulier, self-injectif & droite, isomorphe a 1'anneau des endomor=-

phismes d'un espace vectoriel de dimension ;

dim M = card T ,

sur le corps associé au type des Ei

Remarquons tout d'abord que les propriétés pour s(M) atétre régulier et self=-
injectif & droite, résulteront de 1'isomorphisme entre S(M) et 1'anneau des endo-
morphismes d'un espace vectoriel qui posséde lui-méme ces propriétés (cf. proposi-

tion 1.1)°

Soit F un A-module injectif indécomposable isomorphe aux A-modules Ei et
soit K 1le corps associé & F ; désignons par V 1'espace vectoriel & droite sur

K engendré par une famille quelcongue (ei)iEI indexée par I ¢

V=€Be.K
ier *t

Pour tout indice i de I , nous choisissons un isomorphisme o) de F sur Ei ,

et nous désignons par g; la projection de M sur Ei paralldlement & & Ej .
J#i

Soit ¢ un endomorphisme de M , et 1 wun indice de I , les indices j de I

pour lesquels @51 gj oxps ntest pas nul, sont en nombre fini : en effet, fixons—~

nous un élément non nul x de Ei s si @31 gj o, n'est pas nul, on a
ker g5 n E;, =0 c'est-a~dire € aolx) £ 0,

or, l'ensemble des indices j pour lesquels gj o(x) n'est pas nul est fini.

On peut donc considérer 1l'application 17 de l'anneau @ et des endomorphismes

de M dans 1l'anneau £ des endomorphismes de V définie par :

—~1_
N(e).(e;) = ji e5@y By 0 -

1°© 7 est un homomorphisme d'anneaux : on a pour tout couple (al , a2) dré1é-

ments de d :

ﬂ(al + az) = ﬂ(dl) + ﬂ(az) .



19-08

D'autre part,

( )- ( 7)(6-) = 2 e 2 --'1 a, B a, o,
Meag) - Magtey) = 2 k 2 % %2 5p 91 O3
Mogoy)(ey) = 2 e €, a0 0 -

kel

Désignons par I1 1l'ensemble des indices p de I vérifiant :

ker g o nE; =0 .

Si x est un élément de Ei vérifiant al(x) # 0 , on peut trouver un élément

a de A tel que aal(x) ne soit pas nul et soit égal & X € al(ax) , ax
pel
1

est alors un élément non nul de ker (al - 2 g al) . On a donec,
peI1

ker (a1 - 2 €p al) N Ei # 0
Pell

et par suite :

_1 T
29y G0y Ep @ o S §oap o v
pe11 ,

ce qui donne, compte tenu de la définition de I1 :

-1 . _ =1 .
ooy Gy, Sp %1 @3 T O G 05 oy 05 -
pel
Remarque. - La démonstration précédente suppose que I1 n'est pas vide;; il est
trivial que la conclusion subsiste dans le cas ol I1 est vide,

2° 7 est surjectif : soit p un élément de £ . Posons

by J
ple.) = 2 e, p? .
* Jjel J 3

L'endomorphisme de I :

avec pour tout i de I :
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5y k
a; = (2 o p:)op;
i kel k Fi'vi
est tel que son image par o soit p .

30 ker T = J(M) : on montre immédiatement qu'un élément o de & est annulé

par T si, et seulement si,1l'on a pour tout couple d'indices (i, 3) :

ker gj o nEj #0 .
Ceci est évidemment vérifié par les éléments de J(M) . D'autre part, si o n'ap-
partient pas & J(M) , il existe un indice i de I tel que l'on ait

ker o r\Ei =0 3
pour un élément non nul x de Ei , on peut édcrire :

a(z) =g, olx) + ... + e, olx),
I In
de 1l'hypothése ker o r\Ei =0 , on déduit qu'il existe un indice j parmi

jl g see jn , tel que ker gj o r1Ei ne soit pas essentiel dans Ei , clest-

P
d~dire tel que ker 53 o r\Ei ne soit pas nul. Ceci prouve que o« n'est pas

annulé par 1| . P

Nous sommesmaintenant en mesure d'énoncer un théoréme de structure, dont le théo-

réme 2.2 de [ 4] apparait comme cas particulier.

r A\
THEOREME 3.3. — Soit E un A-module riche en co-irréductibles (zesp. somme di-

recte de A-modules injectifs indécomposables)-et s0it (nx s - N E A) 1'ensemble

des types de sous-modules injectifs indécomposables de E 3 1'anneau S(E) asso-

cié & E est un anneau régulier, self-injectif & droite, isomorphe & 1'anneau

est 1'anneau des endomorphismes d'un es-

produit M ﬁk , ou pour tout X\ , EK
Neh
pace vectoriel sur le corps associé au type m dont la dimension est égale & la

nk—dﬁmension de E .

S(E) est régulier et self-injectif & droite en tant que produit d'anneaux pos-

[4 .« 7 s
sedant ces propriétés. Pour montrer qu'un anneau

L= [l

ren M

produit d'anneaux self-injectifs & droite (resp. & gauche) est lui-méme self-injec-
tif & droite (resp. & gaiche), on peut montrer que pour tout A\ , Lh est un
L-module & droite (resp. & gauche) injectif ; L , produit de L~modules injectifs,

est alors un L-module injectif.
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