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Séminaire DUBRAIL-~-PISOT 16=01
(Algébre et Théorie des nombres)
20e année, 1966/67, n° 16 17 avril 1967

STRUCTURE DES DEMI-~GROUPES

par Roger DESQ

(d'aprés Hans Jiirgen HOEHNKE [1])

Dans son mémoire [ 1], HOEHNKE adapte & 1'étude des demi-groupes certaines métho-
des utilisées dans le livre de JACOBSON [ 2] pour déterminer la structure des an—

neaux. La notion de représentation d'un demi-groupe a été introduite par TULLY [3].

1. Représentations d'un demi-groupe.

Soient S un demi-groupe, M un ensemble j on dit que S opére & droite sur
M, si, & tout élément a de S , correspond une application Py de M dans M .
On note

Pyt X => Xp =Xa, pour x €M, ael |,

M est un S-systéme (& droite), si
(xa)b = x(ab) , yx€EM, Ya,bes ,
L'application A : a -> 0, est un homomorphisme de S dans le demi-groupe des

transformations de M . L'image SM de S par A est appelée représentation de

S associée au S-systéme M ; si A est injectif, SM est dite fidele.

On définit de fagon naturelle les homomorphismes entre S-systdmes, les S-sous—
systemes, les congruences. Si L est un sous-systéme de M , on définit le S~

systéme quotient M/L en prenant 1l'ensemble quotient de M par la relation

X=Y¥ ,
A ox=y(N) <>
ou x,y €L .

M/N  est muni d'une structure de S—-systéme par la loi
Xa = Xa (X = c1(x) mod \) .

Un S-sous-systéme L de M est dit trivial, si L =M ou si ILI =1 (ILI =

puissance de L) .
On pose
Fg (M)

MS

{xeM; xa=x, vyaes} (=FM) si S est fixd) ,

{xa; xeM, aes} .
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Exemple ¢+ S lui-méme est muni d'une structure de S-systeme en posant P, = oy

multiplication & droite.
F(s) = 0(8) = {zéros & gauche de S} .

Si M est un S-systime quelconque, M 0(S) < F(M) .

DEFINITION 1.1. - Un S-systime M (une représentation Sy ) est dit irréducti-

ble, si :

(i) Ms ¢ ™ ;

(i) M n'a que des sous-systémes triviaux.

(1) => F(M) #M ; (ii) => |[P(M)| <1 . De plus MS = M , car autrement,

(4i1) => MS={x}; vaeS, xa=x; xe€PFWM), ce qui contredit (i).

DEFINITION 1.2. — Un demi-groupe S est dit primitif (& droite), s'il admet une

représentation irréductible fidéle.

Si S est primitif, [0(S)| <1 , puisque I 0(S) = r(M) .

A une représentation quelconque SM de S on associe une congruence 6M H

a= b(éM) <==> p, =Py o

DEFINITION 1.3, — On pose

rad S = ﬂ 6 H
MeT M

I désigne l'ensemble des S-systimes irrdductibles. (Si I est vide, rad S=u,

la relation universel%g.)

L}
THEOREME 1.1. - rad(S/rad 8) = 0 ( O représente 1'identité).

En effet, si M est un S-systéme, si A est une congruence dans S contenue

dans 6M , on définit sur M une structure de S/\-systdme, en posant

a]=xa ([al]=0C1 a mod A) .

Inversement, si M est un S/\-systéme, cette relation définit sur M une
structure de S-module. Le S-gsystéme M est irréductible si, et seulement si, le

S/\ systime M est irrdductible.

’
DEFINITION 1.4. - Un S-systeme Z est strictement cycligue, s'il contient un

élément 2z tel que

Z=ZS .
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L'élément 2z est un générateur strict de Z .

A
L'ensemble Z des non-générateurs de Z est un S-sous-systéme de Z , distinct

de Z .81 Z contient au moins deux éléments, on a

®(z) €2 .

THEOREME 1.2.

A
(a) Un S-systeme irréductible M est strictement cyclique, avec M) =M .

(b) Soit 2 un S-systeme strictement cyclique, IZl > 2
~Si Z=06, Z est irréductible ;

-Si Z#8, 2/8 est irréductible.

Preuve.

(a) Pour tout élément x e M - F(M) , on a xS = M ; autrement, soit

Yo

, donc L =M, ce qui contre-

L={yeM, ysScrM)
L est un sous-systéme de M non contenu dans F(I)
dit 1'hypothése MS ¢ F(M) .

(b) Z=

nudans Z . W contient un élément w tel que wS=2, Z<CWS<cW, Z=W.

zS dimplique ZS = 2 ¢ F(2Z) . Soit W un sous-systéme de Z non conte-

A
Ceci démontre (b), lorsque 2 = .

si 246 7(2/Z) = {2} . (2/Z2)s ¢ F(z/Z) , tout sous-systéme de Z/Z est de

la forme W/ﬁ , oUW W est un sous-systéme de Z contenant g : Z/é est bien ir-

réductible.

NI ISP IS

2. Le socle d'un demi-groupe.

LEMME 2.1. -~ Soit © wun homomorphisme d'un S-systeme irréductible M dans un

S-systéme quelconque N ; M' = (M) est, soit un sous-systéme irrdductible de N,

soit un sous-systime trivial contenu dans F(IN) .

M!S = o(M)S = o(MS) = ©(M) = M' . D'autre part, si L est un sous-systime de
M, @-I(L) est un sous-systéme de M , M' ne contient pas de sous-systime pro-
pre. Si F(M') = M' , M' ne contient qu'un seul élément, car si x , y € H' ,

{x} et {y} sont des sous-systimes de M' , m-l(x) et m-l(y) sont deux sous-

systémes distincts de M , et 1'un d'eux est égal a M .
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DEFINITION 2.1, - Soit J 1'ensemble de tous les sous-systémes irréductibles de
M.

6={uU L} uFrWm
LeJ

est le socle de M .

Soit Ha le sous-ensemble de J formé des sous—-systemes irréductibles isomor-

phes & un sous-systéme fixe X .

0, =1{U L} u F(m)
LEHa

est la composante homogéne de © relative & K . L'intersection de deux composan-

tes homogenes distinctes est F(M) .

Dans 1'ensemble des sous-systémes de M , considérons la relation suivante ¢

XN Y, si et seulement s'il existe une suite finie Ml ’ M2 g eee Mn de sous-

systémes de M tels que Ml =X, Mn =Y , et pour tout 1 gign~-1, il exis-

te un homomorphisme de M. sur M, ou de M. sur M., . Cette relation décom~
i i+l i+l i

pose J en classes, J =U Jc .

Les sous-systémes

g ={ U 1L} uFrm)
o LeJ

sont appelés composantes semi-homogénes du socle 6 .

M est dit compldtement réductible [resp. semi-homogeéne, homogéne ], si M =6

4
THEOREME 2. 1.

(a) Soit Mi un S-systeéme ayant un socle Gi #0 (i=1, 2) . Tout homomor—

phisme o de Ml dans M2 induit un homomorphisme de 61 dans 62 .

(b) Toute image homomorphe d'un S-systéme compldtement réductible est complete-

ment réductible.

(¢) Tout sous-systéme M' d'un S-systdme complitement réductible M est com-

plétement réductible.

Preuve. — (a) et (b) résultent du lemme 2.1.

()
M=f{uU LYurRmM ,
LET



M =M'nM={U M nL)}u @ nrM) .
Led

M' n F(M) = F(M") s M'NnL est un sous-systéme de L , ou est vide j nous avons
M'nL=g,ou W NnLcFL) cFM'),ou M AL=1L.

Si on considdre S comme S-systéme, les sous-systémes de S sont les idéaux a
droite, le socle 6 de ce S-systime est appelé socle (droit) du demi=-groupe S .
L'application a ->ua est un endomorphisme du S-systéme S , d'aprés le théoreme
2.1, 6 est vide ou est un idéal bilatdre ; d'aprés le lemme 2.1, les composantes

semi~homogénes sont des idéaux bilatéres.

6§=U3_, avec 3_ N3, = o(s) si o#7T ,

ce qui implique
3 .8 =0(s si o#T .
o T (s) ,

Si 0(8) est vide, 6 est vide ou semi-homogéne.

Dans la suite, "idéal" remplace "idéal bilatere".

LEMME 2.2. - Un S-systéme M irréductible est irréductible comme T-systeme,

pour tout idéal T de S tel que MNT ¢ F(M) .

Si xeM-PFM), xT =M, car xT est un S-sous-systime,
L={x€M; x0crM}
est un S-sous-systéme de M égal & M , s'il contient un élément de M - FII .

’ 4
THEOREME 2.2. - Si S est un demi-groupe tel que O0(S) soit vide ou que S/0(S)

ne contienne pas d'idéal nilpotent non nul, le socle 6 de S est vide ou compleée-

tement réductible.

Preuve. — Soit R un idéal & droite de S irréductible (irréductible en tant
que S-systéme). Si R6 ¢ F(R) , d'aprés le lemme 2.2, R est un G-systéme irré-
ductible. Si RS c F(R) , RPcF(R) =R no(s) 3 (RuskR)®co(s) ;3 RcO(S) et
RS € R n 0(8) = F(R) , contrairement & 1'hypoth&se.

’ L)
THEOREME 2.3. - Soit S un demi-groupe complétement réductible.

(a) Tout S-systéme M qui vérifie MS = M est complétement réductible.

(b) Tout S-systime irréductible est 1'image homomorphe d'un idéal & droite irré-
ductible de S .
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Preuve. = S = U R uO0(S) .
Rel
(a) M o(s) < F(11) .

M=MS=(U MR) uFM) = (U U =zR) uPrl) .
ReI REI xeM

r ->» xr est un homomorphisme de R sur xR , d'apres le lemme 2.1, xR est ir-

réductible ou contenu dans F(M) .
(b) 8i M est irréductible, MS # F(M) , il existe R irréductible avec
MR £ F(M) ,

il existe x e M avec
xR ¢ F(M) ,

ona xR=M; r->xr est un homomorphisme de R sur M .

3. Btude de Hom(M , M) .

Hom(M , M) = FM = {homomorphismes de M dans M} = centralisateur de M .

’ \
THEOREME 3.1. - Le centralisateur d'un S-systéme strictement cyclique est homo~

morphe a un sous-—demi-groupe de S .

Preuve. — Soient M =x5, o € FM s o(x) = xc ’ w(xa) = m(x).a = Xca j comme
¢ est une application,

Xa = Xb ==> Xca = xcb .

Inversement, un élément c qui vérifie les relations précédentes définit un ho-
momorphisme de M dans M . L'ensemble C de ces éléments est un sous-demi-groupe

de S homomorphe a FM .

LEMME 3.1. - Soient e un idempotent de S , et M un S-systeéme. Il existe une

bijection entre Hom(eS , M) et Me ; si M= eS, T, ~ eSe.

Si © € Hom(eS , M) , ae S, olea) = pleca) = o(e)ea .

m(e) =y € Me ; inversement, un élément y de Me définit un homomorphisme Oy
de eS dans M , par my(ea) =ya . Si M= eSS, cette correspondance devient un

isomorphisme.

/i \)
THEOREME 3.2. - Soit e un idempotent de S .

(a) Si 1'idédal & droite eS est irréductible, e ¢ 0(s) , ©eSe est un groupe ou
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un groupe avec zéro adjoint ; dans chaque cas, eSe = {e} ou 0(eSe) = eSe n 0(8) .

(b) si 0(S) est vide ou si S/0(S) ne contient pas d'idéal nilpotent non nul,

si e # 0(S) , et si eSe vérifie les conditions de (a), eS est irréductible.

Preuve.

(a) e ¢ 0(S) , car autrement (eS)S = {e} = F(eS) .

Posons F(eS) = F, F(e8) € F(8) , F<0(S) . Soit T un idéal & droite de
eSe , TS = eTeS < eS ; donc on a :

- soit TScF,dloy T=Tec<F, T=F et |T]=

- soit TS =eS, d'oh T CeSe =TSe=TeSe =T , T

=
-

eSe .

Il

En particulier,

eSe , ce qui donne eSe = {e} ,
0(eSe) =dou F, O0(eSe) = eSe n0(S) ,

ou g .

Si F est vide, le demi-groupe eSe n'a pas d'iddaux 3 droite propres, c'est un

groupe.
Si F={f}, f estun zéro de eSe ; en effet, si aeeSe, a #f,
a € a.eSe = eSe , af.eSe = af = f .

Ceci montre également que eSe est un groupe avec zéro f .

(b) F(es) = F c 0(s) n 0(eSe) , comme e ¢ O(S) , on en déduit (eS)S ¢ F . Soit
ea un &lément de eS - F , eaf 0o(s) , eaS ¢ 0(s) , car autrement
Q={xes, x5co0(s)}
est un idéal qui contient strictement 0(S) , et tel que Q° < gs c o(s) .
Maintenant, eaS ¢ 0(S) implique (eaS)? # 0(S) , eaSe £ 0(S) , si eSe # {e} ,
il résulte de 1l'hypothese qu'il existe b € S tel que eabe ¢ 0(eSe) . Comme eSe
est un groupe ou un groupe avec zéro, il existe c¢ tel que eabc = e , pour tout

deS, ea.bed = ed , donc ea.S = oS , oS est irréductible. Si eSe = {e} ,

on a encore eaS o eaeS = ed .,

COROLLAIRE 3.1. - Soit S wun demi-groupe vérifiant 1l'une des conditions suivan-

tes 3

(i) S ne contient aucun élément zéro & gauche ou & droite ;

(i11) S contient un zéro, mais ne contient pas d'idéal nilpotent non nul.
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Soit e un idempotent de S , eSS est irréductible si, et seulement si, Se

est irréductible.

’
THEOREME 3.3. - Soient oS et £S deux idaux 3 droite irréductibles de S en-

gendrés par les idempotents e et .

(a) eS~fS <==> eSf £ 0(3) .
(b) oS~ fS ==> eSe ~ £Sf .

(c) Tout homomorphisme o de fS dans eS est trivial ( ¢ est un isomorphis-

me, ou |p(es)| =1 ).

Preuve. - D'aprés le lemme 3.1, Hom(fS , eS) <> eSf .
(a) Si eS .~ £S5, il existe c¢ € eSf tel que cfS = eS , comme oS ¢ 0(8) ,
c=cf £0(S), eSf ¢ 0(s) .

Si eSf £0(S) , eSf ¢ F(eS) , donc eSS = eS , eSf.fSe = eSe . Il existe
a€eSf et b efSe tels que ab=s6., g=ba vérific g° = g , agb=ed 0(3),
g £0(S) , g e £Sf, qui est un groupe ou un groupe avec zéro, donc g = f . L'ap-
plication x —-> ax est un isomorphisme de S sur eS .

(b) L'application s —>» bsa est un isomorphisme de eSe sur fS3f .

(c) Si eSf < O(S) , tout homomorphisme de fS dans eS est l'application sur
1'é1ément fixe F(eS) de eS . Si aeeSf, ag¢o0(S), afS=eS, afSe=eSe,
on peut trouver b € fSe avec ab = e , la démonstration de (a} montre que 1'homo-

morphisme associé & a est un isomorphisme.

4. Ensembles vectoriels.

4
DEFINITION 4.1. = Soit A un groupe ou un groupe avec zéro. Un A-systdme 3 gau-

che M est appelé ensemble vectoriel (& gauche) sur A , 8'il vérifie les condi-

tions suivantes

(i) vxeM, 1x==x (1= é6lément unitd de A ) ;
(11) [FOD| <1 ou P(M) =1 ;

(1ii) FM) =M => |a] =1 ;

(iv) B #PM) #M => [sM - F(1))] > r(1) ;

(v) Pour v, 6€A, x€ll, la relation yx = §6x entralne vy = § ou xeF(M).

LEMME 4.1. = 8i M est un ensemble vectoriel sur A , et si £ # F(M) # M ,
|[P(M)| = 1, A contient un zéro, F(M) = OM .
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Dtaprés (iv), il existe x e ¥ - F(M) et 8 €A tels que 8x € F(M) , vy b,
on a v&x = &x , ce qui, d!apres (v), implique y§ =8 « Donc § =0, ou ¥y = 1,
et A ={1}, ce qui contredit F(M) #M .

Al
THEOREME 4.1. - Tout ensemble vectoriel sur A est un A~systéme complétement

réductible homogéne.

Preuve.

M= U Ax ou M= F) .
xeM-F(M)

Si xeM-PFM), Ax est un A-systéme irréductible. En effet, Alax) € Fax)
donme Ax € F(M) , |ax| =1, |a] =1, ce qui est impossible. S1 8x £ F(ax) ,
ASx = AS™Y bx = Ax .

D'autre part, 1l'application &x => &y (6 € A) est un isomorphisme de Ax sur

py (si x et y £ R ).

’
DEFINITION 4.2. - Soit M wun ensemble vectoriel sur A ; une forme linéaire sur

M est un homomorphisme de M dans le A=-systéme A = Al .

*
L'ensemble M  des formes linéaires sur I est un A-systéme & droite relative-

ment & la loi

*
x(£8) = (x£)8 (xem, feu , 8eh) .

S

M est non vide, en effet, si A=A - {0} , on peut décomposer M en classes

de transitivité modulo A 3

M= U Bbx ,
xeN

1z H s . . .
pour avoir un élément £ de M , on peut choisir arbitrairement les images des

é1éments de N .

L 3t
LEME 4.2. - i |al #1, FOr) #4 si, et seulement si, lP(M )] =1, Oen,
ki %
F(Mb) =M O °

Soient £ e F(M) , xeMj (xf)s = x(£8) = xf , come [A] #1, xf=0¢€n,
3*
[P | =1 .

’ N 3%
THEOREME 4.2. — M est un ensemble vectoriel & droite sur A .

Preuve. - Il faut vérifier les conditions symétriques de la définition 4.1.

(i) est immédiat.



(ii) résulte du lemme 4.2.

%I _

* *
(1ii) si P(M ) =M et ol #1, |m 1 (lemme 4.2), mais ceci est impos-

3
sible, car |M | > |a

(iv) si |al =1, POr) =" 3 si |al #1, le lemme 4.2 donne le résultat.
* *
(v) Si fy=f6, v#6 et fel -FM); vxeM, (xf)y=(xf)s, dtod
xf =0, ferM).

/s
THEOREME 4.3. - Soient M un S-systeme irréductible, I son centralisateur.

FS(M) [resp. FT(M) ] représente 1'ensemble des éléments fixes de M pour S
[resp. pour T 1.

(a) 8i IFS(M)I =1, 0el, et FF(M) = 0N .

(v) si Il #1, F(m)=7F () .

(¢) 8i T est un groupe ou un groupe avec zéro, M est un ensemble vectoriel

sur I .

Preuve.

(a) si FS(M) = {y} , considérons 1'application 6 de M dans M définie par

o(x) =y, vxeM ,
o(xa) =y = ya = 6(x).a, perl .
Si yel, (ey)(x) =s6(yx) =y=06(x) , &y=86,
(yy)a = v(ya) = vy , donc vy € FS(M) s Y=Y

(ve)(x) = y(ox) = vy =y = o(x) , v6 =8 .
Comme |M| # 1, IT| # 1, © est bien un zéro pour T .

(b) Soit x un élément de FF(M) s yx=x, vy(xa) =xa, si x¢g FS(M) ,
xS=M, y=1,et I'={1} .81 T#{1}, FP(M) c FS(M) et FF(M) = FS(M) ,
car ]FS(M)| = 1 . D'autre part, d'aprés (a), si FF(M) =@ , il en est de m8me
pour FS(M) .

(¢) Les conditions (i), (ii), (iii) de la définition 4.1 sont vérifides, d'apres
(v).

Si @ # FF(M) £M, |I| #1, done, dtapres (b), IFS(M)I =1, d'aprés (a),
FF(M) = OM , et comme IFF(M)I =1, FF(M) =0(M - FF(M)) .

Si y,86€l, y#6,ctsi x£P(1), Irl #1, dome x g F M), x5=1,

et si yx = 6x , on en déduit vy =8 .
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Soit M [resp. M' ] un ensemble vectoriel & gauche [resp. & droite] sur A . Le
couple (M , M') forme une paire d'ensembles vectoriels duaux, s'il existe une ap-—

plication de M x M! dans A vérifiant :

(1) fox, x*) =a(x, x), (x, x@)=(x, x"a;
(2) si 0en, et si (x, x') =0, pour tous les x' eM! , x e F(M) ;

(21) si 0en, et si (x, x') =0, pour tous les x €M , x' e F(U') .

On dit que la paire (M , M') est non dégénérée, si elle vérifie de plus :

(3) si (x, x') =(y, x') alieu pour tout x'eM' , x :

Il

y
(3') si (x, x*) = (x, y') alieu pour tout x €M, x' =y! .

Les conditions (3) et (3') entratnent (2) et (21).

Soit (M , ') une paire d'ensembles vectoriels duaux sur A . Les endomorphis—
mes du A-systime M constituent un demi-groupe £(M) . 8i s € £(M) , on note xs
1'image de 1'élément x de M par s . Ms est un ensemble vectoriel sur A , ou
contient seulement 1'élément fixe de M . L'ensemble 3(M) des éléments s de

£(M) , tels que Ms = Ax , est un idéal de £(M) .

Une application s!' de M' dans M' est un adjoint de 1'élément s de £(1M) ,
si,
yxeM, v x'el , (xs , x*) = (x, x's') .
On désigne par EM,(M) 1l'ensemble des éléments de £(M) qui admettent un adjoint
relativement & M' . On pose

5 (1) = 8(1) n ﬁM,(M) .
EM,(M) est un demi-groupe, 5M,(M) est un idéal de EM,(M) .

LEMME 4.3. - Soit (M , M') wune paire d'ensembles vectoriels duaux. Un &élément

s de £(I1) appartient 2 ﬁh,(M) , i et seulement s'il existe y' eM' et ueM

tels que xs = (x, y'u .

Si se3M), Ms =AM pour ueM, xs =olx)u, ox) ea.

Si uePFM) =04, oflx) est arbitraire, on peut prendre o(x) = (x , y!') pour

y' quelconque. Si u £ F(M) , soit s' 1'adjoint de s , la relation
(xs , x') = (x, x's?) implique olx)(u , x') = (x, x's') .

Comme u ¢ F(M) , on peut trouver x' € M! , tel que (u, x*) =0 #0, on a

olx) = (x, x’s')a—l =(x, y') , avec y!' = X's’.a~1 .
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Inversement, si xs = (x, y*)u , définissons s' par x's' = y'(u, xt) , on a

(xs , x*) = (x, y)(, x*) = (x, x's') .

LEMME 4.4. - Soit S wun demi-groupe primitif ayant des idéaux a droite minimaux

( O-minimaux, si S contient O ).

Tout idéal 3 droite minimal R de S est irréductible et fidele.

Tout S-systime irréductible et fiddle est homomorphe & R .

Soit R un idéal & droite minimal de S . Si |R| =1, R<0(S), done
lo(s)| =1, o(s) = {0} et R={0} ,
contrairement & 1'hypothdse, car dans ce cas R est O-minimal donc différent de
{oy .
Soit M un S—systime irréductible fidele ; MR ¢ 7(M) , car autrement
lMR| = |P(u)| =1, M fiddle donne Ir| =1 .

Donc MR = M . Il existe un élément x de M +tel que xR =M . L'application
: r->xr de R dens M est un épimorphisme. I1 en résulte que R est fidele,

car si, YreR, ra=r7rb,
3(ra) = 8(rd) == d(r)a=38(x)d ,
ya = yb a lieu pour tout élément y de M .
RS ¢ F(R) , car autrement RS = {0} , et R n'est pas fidéle. R est bien irré-

ductible.

LEMME 4.5. - Soit S un demi-groupe primitif contenant un idempotent e tel que

11idéal eS soit irrdductible, SeS est le socle de S .

Tout idéal irréductible est minimal. D'aprés le lemme 4.4, le socle

6= U RuoO(S) ,
Rel
R , idéal 2 droite irréductible, est homomorphe & eS . 31 s € S, seS est un
idéal homomorphe & eS (x -» sx) , donc, d'aprés le lemme 2.1, est contenu dans
6; SeSc6.,

Inversement, soit R un idéal irréductible ;3 R.SeS < R n SeS , R.SeS qui est
un idéal & droite contenu dams R est, soit égal & R , soit égal a F(R) .
R.SeS = R donme R < SeS . Si R.SeS © F(R) c F(8) , Re © 0(8) , d'aprés le lemme

3.1, tout homomorphisme de eS demns R est trivial, comme il existe un homomor—
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phisme surjectif, R < 0(S) , ce qui est impossible.

(4 Y
THEOREME 4.4. - Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) S est un demi-groupe primitif aysnt un idéal & droite irréductible engendré

par un idempotent ;

(b) I1 existe une paire d'ensembles vectoriels duaux (M ’ M') sur A (hﬂ # 1),

telle que S soit isomorphe & un sous—demi-groupe de ﬁM,(M) contenant Sﬁ,(M) .

Le socle de 1l'image de S dans cet isomorphisme est SM,(M) .

Preuve.
(b) => (a) : Soit S un demi-groupe, :SM,(M) cgc EM,(M) . Soit
yr e - F(1')

R

7t est 1'ensemble des applications de M dans M définies par

x -» xr=(x, yu, pour un u el .

D'aprés le lemme 4.3, Ry, c %M,(M) . % ses, x(rs)=(x, y')us , donc Ry,

est un iddal 3 droite de S .

Soient u, un élément de N - r(M) , y} un élément de M' tel que

o = (ul , yi) £0 .

Définissons

x => x = (x , y‘)ul .

Si welM, considérons s : x =-> x8 = (% y')a-l u, S E€ (M) 3 u, s=u
’ 1 1 1 ’

xrl s = (x , yt)u = Xr , donc rl S = Ry'

Si y' ¢ P(M) ’ Ry, contient plusieurs éléments, tout élément de Ry, engen—

défini par

dre Ry' y sauf T
X —> xry = (x, y‘)uo , oh uy € r(M) (= om) .
R est un idéal irréductible de S .

y!
Si, peur s , t €S, rt=1rs a lieu pour tout élément r de Ry' ’

yueM, (x, y')ut = (x, y')us, wus=ut et s=1%t .

Donc S est un demi-groupe primitif ayant des idéaux & droite irréductibles. Choi-

sissons ve M, tel que (v ,y') =B#0, v ¢ FM), 1'application

e: x = xe=(x, y")(E L v)
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engendre Ry' , clest un idempotent. Ry, = eS . D'aprés le lemme 4.5, le socle ©
de S est SeS; 6 ¢ ﬁﬁ,(M) , qui est un idéal de EM,(M) . Mais, inversement,

5,,1) = U R, uo(s) ,
i yrar-pae) Y

dtapres le lemme 4.3, est contenu dans 6 .

(a) ==> (b) : Soit M = eS wun idéal & droite irréductible engendré par un

idempotent, d'apres le lemme 4.4, M est fidele.

D'aprés le théoréme 3.2, le centralisateur A = eSe de M est un groupe ou un

groupe avec zéro ;3 M est un ensemble vectoriel sur A (théortme 4.2).

Posons M!' = Se , pour la multiplication & droite, M' est un A-systéme. M
est un ensemble vectoriel & droite sur A . Si ]AI =1, clest évident. Si lAI;fl,

S contient un zéro, ou S ne contient aucun élément zéro & gauche ou & droite.

S étant primitif, [0(S)] < 1 . Soit

Or(S) = {zéros & droite de S} 3
si Or(S) est non vide, c'est 1l'intersection de tous les idéaux & droite de S ,
c'est donc un idéal & droite irréductible. Supposons lOr(S)I > 1, alors 08 = 3,

or(s) c fs c or(s) , f=f°, si fe or(s) .

L'idéal & droite fS est irrdductible, eSf ¢ 0(S) , donc, d'aprés le théoréme 3.3,
eS ~ fS et eSe ~ £fSf = {f} , ce qui est impossible (|a] # 1) . Si S contient
un zéro, soit N wun idéal bilatdére nilpotent de S . eN € eS , donc eN = eS ou
eN = {0} ; (eN)®? c NP = 0 montre que la premidre hypothése est impossible ; de

eN = {0} , on déduit eSN = {0} , N = {0} . D'aprés le corollaire 3.1, M! = Se

e

est un idéal & gauche irréductible, qui admet A comme centralisateur (1emme 3.1),

c'est un ensemble vectoriel & droite sur A (théordme 4.2).
Pour ex €M, y'e € M!' , posons
(ex , y'e) = exy'e ,

clest une application de M x M' dans A ; pour cette application, (M , M') st
une paire d'ensembles vectoriels duaux. Si a € S , posons
Pyt M=>M; xp, =xaj p, € (M) .
La relation (xa)y' = x(ay!) montre que Py admet un adjoint
(xp, 5 v*) = (x, y"2) 3

Xa : M' == M! est la multiplication & gauche. M étant fidéle, a —-> Py définit
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un isomorphisme de S dans EM,(M) . Un élément s e %H,(M) est caractérisé (lem-

me 4.3) par
xs = (x , yH)u s xeM, uel, y'eMm ,

soit xs = xy'u ; posons a=y'u, s=p_.L'inage de S contient SM,(M) .

A
THEOREME 4.5. ~ Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) S est un demi-groupe primitif 4 gauche et & droite ayant un idéal a droite

irréductible engendré par un idempotent ;

(b) I1 existe une paire non dégénérée d'ensembles vectoriels duaux (M, M') sur

A, avec IAI # 1, telle que S soit isomorphe 3 un sous-demi-groupe de EM,(M)

contenant SM,(M) o

Preuve.

(a) => (b) : Soient S wun demi-groupe primitif A gauche et & droite, M = eS
un idéal & droite irréductible de S , d'aprés la démonstration du théoreme 4.4,
M!' = Se est un idéal & gauche irréductible de S , donc c'est un S-systéme & gau-
che fidéle (lemme 4.4). Pour 1'application {ex , y'e) = exy'e , la paire (m, M)
est non dégénérée. A = eSe , |A] #£1 , en effet, si xe et ye sont deux é1é-

ments distincts de Se , eS étant fideéle, il existe s € S avec esxe # esye .

(b) ==> (a) : |A| #1 implique |[M| #1 et |M'| #1 . Soit S wun sous-
demi-groupe de EM,(M) contenant ﬁﬁ,(M) , d'aprées le théoréme 4.4, S est primi-
tif & droite et contient un idéal irréductible eS . En prenant A' anti-isomorphe
& A, M' peut &tre considéré comme un ensemble vectoriel & gauche sur A! , M
4 droite sur A' . Pour 1'application (x' , x)!' = (x, x') , (M', M) est une
paire non dégénérée d'ensembles vectoriels sur A' . Comme (M , M!) est non dégé-
nérée, 1l'application

s == 38! = adjoint de s

est un anti-isomorphisme de EM,(M) sur EM(M') qui envoie %M,(M) sur SM(M') .
L'image S' par cet anti-isomorphisme de S est un demi-groupe primitif & droite
contenant un idéal irréductible & droite engendré par un idempotent, le théordme en

résulte.

Remarque. - Si (1 ’ M!) est une paire d'ensembles vectoriels duaux, il existe
#
un homomorphisme canonique de M!' dans 1'ensemble M  des formes linéaires sur

M.A y'eM', on fait correspondre

F': ox ->» (x,y') .
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Soient Mi (1=1 , 2) deux ensembles vectoriels & gauche sur Ai . Une appli-

cation s de Ml dans M2 est dite semi~-linéaire, s'il existe un isomorphisme o

de Al sur A tel que

2
(6x)s = 8%(xs) , yxeM , ¥6ebd .

Si (Mi , Mi) (i =1, 2) sont deux paires d'ensembles vectoriels duaux sur

Ai , Si (s , c) est une application semi-linéaire de Ml dans M2 , on dit que
(st , c_l) est un adjoint de (s , o) , si c'est un homomorphisme de M! dans M

tel que

YO _ 1ot 1 1
(Xls,y2)2 -(xl,yzs)l, vox, €M, U yheEM .
(xi y yi)i désigne la forme bilindaire associde & la paire (Mi , Mi) .

Si, de plus, s est bijective :

-1

-si a € E(Ml) , S a se€ E(MZ) :

1

€ 3(Ml) , s_l a s € 5(M2) .

- si a
1

1

Done, si (s ’ o) et (sml ’ 0—1) ont des adjoints, 1l'application

al - S al S

est un isomorphisme de %ﬂ’(Ml) sur EM,(M2) qui applique $h,(Ml) sur ﬁﬁ,(Mz) .
1 2 1 2

Pour chaque éi € Ai , la multiplication & gauche par éi appartient au centra—
lisateur du Si—systéme Mi , pour tout sous-demi-groupe Si de E(Mi) . On peut

considérer que Ai est contenu dans ce centralisateur.

r N
THEOREME 4.6. - Soient (Mi ’ M{) une paire d'ensembles vectoriels duaux sur

b, 5 et 8; un sous-demi-groupe de EM{(Mi) contenant gﬂi(Mi) (i=1,2).

3i le centralisabeur du Si-systéme Mi est Ai (i=1, 2), tout isomorphisme

gg Sl sur 82 est de la forme

-1
a, => s a s ,

’

ou (s , o) est une application semi-lindaire bijective de M1 sur M2 telle que

(s, o) ait un adjoint (s! ’ c—l) s

(s, o) ait wn adjoint (8" , o) .
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