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Séminaire DUBREIL~PISOT 12=01

(Algdbre et Théorie des nombres)
20e annde, 1966/67, n° 12 6 mars 1967

(%)-ALGEBRES NON ASSOCIATIVES

par Marie-Christine GERMA

En 1956, LESIEUR et CROISOT exposaient une théorie des (z)~algdbres, qui appor—
tait de nombreux résultats relatifs 3 la théorie des idéaux d'un anneau ou d'un
demi~groupe non commutatif, ainsi qu'a celle des sous-modules d'un module sur un
anneau non-commutatif (voir un exposé complet dans [4]). En 1964 et 1965, KURATA
publiait deux articles dont une partie présentait trop de parallélisme avec la
théorie des (B)-algdbres pour ne pas lui 8tre intimement liée. Plus précisément,
les deux exemples de KURATA sont exactement deux exemples de (G)-algdbres dans
lesquelles on aurait supprimé certains axiomes d'associativité. D'ou cet exposé sur
les " (G)-algdbres non associatives", dont le but est de rendre compte des proprié-

tés des (G)-algdbres qui subsistent aprds suppression des axiomes d'associativité.

Dans une premidre partie, nous donnons la définition d'une (%)-algébre non asso=

ciative et ses premiéres propriétés. Cette partie se déduit, avec peu de modifica=-
tions, de [4] (p. 25 et suivantes) ; nous renvoyons donc & cet ouvrage pour des

commentaires et pour les démonstrations.

Dans une deuxidme partie, nous étudions la "théorie tertiaire". Nous donnons uni=-

quement des énoncés de définitions et théortmes, car cette partie de la théorie de

LESIEUR et CROISOT était déja une théorie non associative, bien que cela ne soit

pas explicitement dit dans leur ouvrage (pour plus de précisions, voir donc [4 ],
p. 66 et suivantes) ; dans leur partie tertiaire, les deux exemples de KURATA ne

sont que des cas particuliers de cette théorie.

Dans la troisieme partie, nous étudions la "théorie primaire" ; il est remarqua-

ble que de nombreuses propriétés subsistent de cette théorie, mais au moyen de dé-
monstrations nouvelles, car la suppression de l'axiome d'associativité supprime
certains modes de raisonnement et certains liens qui existaient entre la théorie
primaire et la théorie tertiaire. Dams ce chapitre, nous sommes donc amenés & re-
* faire un certain nombre de démonstrations, qui sont souvent directement inspirées
de ce qui a été fait & ce sujet, dans leur cas particulier, par BEHRENS d'abord,
puis par KURATA.
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I. Définition et Rremiéres Erogriétés

d'une (G)-algébre non associative.
M’M’\NWWWM

1. Définition (voir [4], p. 25 et suivantes).

Une (G)-algdbre (1) est constituée par deux treillis (z) et (L) satisfai-

sant sux axiomes suivants :

Axiome (A) @ (z) est un groupolde réticulé, quasi-entier, complet ;
Axiome (B) : (L) est un treillis complet ;

Axiome (C) : Les éléments de (5 sont opérateurs dans (L) ,

(5) x (L) -> (L) + (a, X) p-> X, avec XX, 0X=0 .

Double distributivité généralisée :

(2 a)x =20 %) ,

i€l

a2 Xx,) =2(0x,) .

iel

Notations. — Dans (&) : Elément nul =0 , Elément universel = & ; dans (L) , on

les note ¢ 0 et U .

Pour retrouver la théorie des (G)—algébres associatives, on doit ajouter deux

axiomes d'associativité d'importance trés inégale @

(a) Associativité de la loi de (B)

(ag)e = a(@e)

(b) Associativité mixte

a(ex) = (aB)x .

I

Ctest surtout la deuxi®me associativité qui est importante, car elle exprime que
les deux tables de multiplication, que l'on peut écrire, ne sont pas indépendantes

1tune de 1'autre, ce qui est le cas dans une théorie non associative.

De plus, presque toute la théorie des (%)-algebres de LESIEUR et CROISOT est va-

lable en supprimant (a).

Exemples de (G)-algdbres :

I

10 (%)
20 (%)

(L) = ensemble des sous—groupes normaux dtun groupe (KURATA).

(L)

ensemble des idéaux bilatéres d'un anneau non associatif (BEHRENS

I
il
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et KURATA).
30 (%) = ensemble des iddaux bilatéres d'un anneau non associatif.

(L) = ensemble des idéaux & gauche d'un anneau non associatif.

2, Premisres propriétés. Résiduation.
wwwmww

Notion de résiduel : Conséquence immédiate de l'axiome (c).

X ot Y é&tant donnds dans (L) , 1'ensemble des Sléments & de (T) tels que

dY & X posseéde un élément maximum noté X ‘. Y , appelé résiduel & gauche de X
par Y .

xe (L), e (), alors {Y € (L) , oY €X} a un plus grand élément noté
X .

‘Formulaire.

1° Définition.
AeX* ¥ <= WSk <> YcX d ,

WeX <> XX, d .

20 Résiduation et relation d'ordre.

XSX' => X.YCSX'"Y e X dcX d ,
Yey' => X.Y2X"Y' ,
de@ => X daX.; a .,

Si on ajoute au deuxidme membre de ces propositions 1'hypothése " Y est un rési-
duel & droite de X " (resPectivement "9 est un résiduel & gauche de X "), on a

m8me la propriété réciproque (qui sera conséquence de formules ci-apres)

(n x) a=n (x, s a)

iel = iel

(n x)1Y=n (X 1Y)

jer T jel  * ’
X EIYi = N(X Yi) ,

X (Eﬁai) =n(x . a) .

%0 Résiduations successives.

gex, (xsq ,

galité <==> U est un résiduel & gauche de X ,
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Yex., (XY ,

égalité <==> Y est un résiduel & droite de X |,

0 . _’[ 3
(x, al) A, AX A A, .

Conséquences.

(a) Cette formule, valable avec 1'hypothése d'associativité mixte, n'est pas va-

lable en général ;
(b) Un résiduel d'un résiduel de X n'est plus un résiduel de X .

4° Résiduel & gauche propre.

2

Définition. = ® =X * ¥, @ résiduel & gauche propre <==> Y £ X .

U Y=§& n'est jamais un résiduel propre.

N

PROPOSITION 1. = Pour que @ e (%) soit un résiduel & gauche propre de X , il

faut et il suffit que

X (xsa) =« , avec X, d>oX .

PROPOSITION 2. = X [ U2 X <==> ( est contenu dans un résiduel 3 gauche pro-

pre de X .

by

Axiome (D) : Condition de chatne sur les résiduels : L'ensemble des résiduels 3

°

gauche et l'ensemble des résiduels & droite de tout élément X de L +vérifient la

condition de chafne ascendante.

Propriété (ef. résiduations successives). - Une condition de chatne sur les rési-
duels d'un c8té entraine 1'autre condition de chatne sur les résiduels de 1'autre
cbté.

Exemples : L'axiome (D) est vérifié, en particulier, dans 1l'un ou l'autre des cas

importants suivants :

1© (8) et (L) vérifient la condition de chafne ascendante :
2° (8) et (L) vérifient la condition de chafne descendante ;
30 (8) vérifie les deux conditions de chaine ;

4° (L) vérifie les deux conditions de chatne.

Conséquence de 1'axiome (D). = Tout élément X de (L) , X4U s posséde au

moins un résiduel & gauche propre maximal
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P=X"'Y .

Nous verrons plus tard, sous 1'hypothdse d'une condition de chaine pour (L) ,
que les résiduels propres maximeux d'un élément X de (L) .sont en nombre fini.
La proposition 2 s'écrit alors

X4 a2X <=> 4 est contenu dans un résiduel & gauche propre maximal de X .

II, Théorie tertiaire (cf. [4], p. 66 et suivantes).

A. Radical tertiairez é1ément tertiaire.

1. Hypothdse : (Hl) Axiomes (4), (B), (¢), (D).

DEFINITION 1. — Résiduel essentiel :

e (G), ® est un résiduel essentiel de X

<> AY>oX avec P=X"'°Y et X<CcZ2<€Y = X2=X"'7Y.

14
DEFINITION 2. - Résiduel pseudo-essentiel :

® e (%) , @ est un résiduel pseudo-essentiel de X

<> 1Y%X avec p=X"Y et 2SY, Z2FX => X" Z=X'Y.

2. Existence de tels éléments.
U n'a pas de résiduel essentiel, ni de résiduel pseudo=-essentiel.

Pour tout X # U , 1'existence de tels résiduels résulte de la proposition sui-~

vante.

PROPOSITION 1,
® résiduel & gauche propre maximal de X ==> ( résiduel essentiel de X .

® résiduel essentiel de X ==> @ résiduel pseudo—essentiel de X ,

PROPOSITION 2, - Si (L) est modulaire, alors tout résiduel pseudo—essentiel de

X est un résiduel essentiel de X .

Exemples : Dans tous les exemples donnés plus haut, (L) est modulaire.

Pour la suite, nous faisons lthypothése que la (z)-algébre (L) vérifie la pro-

priété suivante :
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3. Hypothese : (H2) ® rdsiduel essentiel de X <«==> @ résiduel pseudo-essentiel

de X.

THéORﬁME 1. = Soit Xe L . On considére les ensembles suivants :

3:{&66, X.‘ﬂ.n@:X = G:X} ’
5t ={0et, X, dnCecX => CcX} ,

alors % = %' est une section commencgante d'élément maximum

GB(X) = N résiduels essentiels de X .

LEMME, - Soit X ‘. C un résiduel propre, alors il existe C' , C! € C tel que

X* C' soit un résiduel essentiel.

DéFINITION 3. = L'élément R3(X) , mis en évidence dans le théoréeme 1, s'appelle
le radical tertiaire de X .

PROPOSITION 3, - RS(Xl A eee 0 Xn) 5 RB(Xl) N eee N ﬁ3(Xn) , et, en général, on
n'a pas 1l'égalité. ‘

1
DEFINITION 4. - Soit Q€ (L) , Q# U, Q est dit tertiaire s'il vérifie 1l'une

des propriétés équivalentes suivantes

10 Xesq, X£EQ = 0cfa);

20 Qg R(Q => Q=20

30 Qo020 et (Q7U) NX=Q => X=Q3

40 Q8 o5Q et (o) NXsqQ => XSQ;

50 Tout résiduel & gauche propre de Q est contenu dans ﬁ3(Q) :

6° Q admet un seul résiduel essentiel @ .

Si Q est tertiaire, @ = R3(Q) , et on dit que Q est P=tertiaire; U sera

dit &-~tertiaire.

4, Existence d'éléments tertiaires.

PROPOSITION 4. - Tout élément n~irréductible de (L) est tertiaire.
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B. Décompositions tertiaires.
PPN P L e s

1. Décomposition réduite.
el e avtaalalaaatarar el N o o e e e

3i X = Ql N ..o N Qn est une décomposition de X € (L) en intersection d'é1é-
ments Qi qui soient @i—tertiaires (i=1, .. , n) , cette décomposition est

dite réduite si aucun Qi n'test superflu et si les @i sont tous distincts.

2, Existence de décompositions réduites.

Pour obtenir un théoréme d'existence, nous supposons que la (G)-aigdbre (L)

vérifie 1'hypothese suivante :

3, Hypothdse : (H3) (L) vérifie la condition de chafne ascendante, ou bien; (L)

vérifie la condition de chalne descendante, et L est faiblement n~continu.

4 1
THEOREME 2. - Pour tout X # U , il existe au moins une décomposition réduite

comme intersection d'un nombre fini d'éléments tertiaires.

Ce théordme est conséquence des propridétés suivantes :

(a) Proposition II.4 : Tout &lément m-irréductible de (L) est tertiaire.

(b) 8i Q#U, QelL et @ e (G) sont tels que 1l'on ait
XsqQ, X£Q = dcf ,

63 & (R‘B(Q) ?

alors Q est EP=tertiaire.
(¢) L'intersection d'un nombre fini d'éléments P-tertiaires est ®P~tertiaire.

4. Unicité des décompositions réduites.
At e e et e arav Ve el ol ol et A AV o N o o P e el

7 N
THEOREME 3. - Soient deux décompositions réduites d'un méme élément X € (I) comme

intersection d'éléments tertiaires

X=Q NnQyNneee nQ =0 n.eee 0 QY

on a n=n', et les éléments s associés aux Q, sont les mémes que les élé-

ments @3 associds aux Qé .

LEMME., = Soient Q un élément @P-tertiaire, et Q' un élément P'-tertiaire de

(L) . 5i @ £ Pt alors la relation




A:QnX:Q'nX’ entraine A=XnX' .

5. Lien entre les résiduels essentiels d'un élément X de (L) et sa décomgosi—

tion tertiaire.
,v\MI\JWW\I\IVW

’
THEORﬁME 4. - Les résiduels essentiels de X coincident avec les é1éments @i

associés aux éléments tertiaires Q. d'une décomposition réduite de X comme in-

tersection d'éléments tertiaires.

PROPOSITION 5. — Soient @ un résiduel essentiel de X , Y un élément satis-
faisant & la définition II.1, et X =Q N... N Q, une décomposition réduite de

X comme intersection d'éléments tertiaires. Il existe un Qi , et un seul, satis-

faisant a
X=0Q nY ,

et 1'on a P = ﬁi , Si &3 est le radical tertiaire de Qi .

COROLLAIRE 1. - Le radical tertiaire de X s'écrit X = @l N eee N Qn , ou les

éléments @i , en nombre fini, sont & la fois les résiduels essentiels de X et

les radicaux attachds de manidre unique aux décompositions réduites de X en é1¢é-

ments tertiaires.

COROLLAIRE 2, — Tout X #U n'a qu'un nombre fini de résiduels propres maximaux.

6. Bléments composant R3(X) dans les exemples de (¢)-algdbres.

EXEMPLE 1 : Soient G wun groupe, X un sous—groupe normal de G , (b) 1le sous-

groupe normal engendré par b , b € G ;

ﬁ3(X) ={aeG; Db é X == dce(b) tel que c ﬁ X et E(a) s (c)) cx} .

EXEMPLE 2 : Soient A wun anneau non associatif, % wun idéal bilatére de A4 ;

.

Gé(%) ={a€h; bEEX => 3ce(b) tel que ¢ £% et (a)(c) €%}

EXEMPLE 3 : Soient A un anneau non associatif, X un idéal & gauche de A

<e

.

R3(X) =f{aech; bEX == ace(b|l tel quu c £X et (a)(c| cX}

Pour les démonstrations des exemples 2 et 3, voir [4], p. 71, avec quelques modi-
fications de détail évidentes. Pour l'exemple 1, la démonstration est tout-a-fait

paralledle.
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Remarque. ~ On constate que le RB(X) , trouvé dans 1l'exemple 1, coincide exacte-

ment avec la définition du radical tertiaire de KURATA [2], d'ou la coincidence pour

la notion d'é1ément tertiaire.

Dans 1l'exemple 2, le ﬂ3($) coincide avec la définition du radical tertiaire de
[3], et la notion d'élément tertiaire introduite ici, quand les éléments de (3G)

opérent & gauche sur (L) , coincide avec la définition d'élément "tertiaire a gau=-
che" de [3].

Précisons que la théorie tertiaire, dans son ensemble, rend compte de propriétés
relatives & la loi (%) x (L) , et n'a aucun rapport avec les propriétés de la loi
(G) x (G) ; en particulier, aucun rapport avec la notion d'élément premier dont nous

parlons dans la suite ; ceci, évidemment, dans le cadre le plus général ou (8)% ®).

III. Théorie grimaire.

Hypothdse ¢ (%)-algdbre (L) vérifiant (4) , (B), (¢), (D).

A. Notion d'élément premier, Premiéres Erogriétés.
DEFINITION 1. - @ e (3) , @ premier <==> [BCS P ==> B ou CS P].
Existence. = & est premier.

Exemple (I) : On peut donner un exemple de (G)=-algébre o & est unique élément

premier : (G) (L) = le treillis & 5 éléments suivant, muni de la table de multi-

plication
D olalB|clD
ololofololo
B c Alo{ofofolo
2 BlO|O|&|O |4
clolalalala
0 D|O|A|A|A[A] .

Dans cet exemple, & est également unique élément semi-premier, au sens de la dé~-

finition suivante.

DEFINITION 2. - ®e () , ® semi-premier <==> [B°C @ =—> Bc P].
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PROPOSITION 1. - @ e (3) , @ premier ==> ¢ semi-premier.

® est un résiduel propre maximal =¥> ®  est premier ,
@ est un résiduel essentiel =£> @ est premier ,

(et ceci contrairement aux résultats obtenus en supposant 1'axiome d'associativité

miX‘te) .

Exemple (I) : Les résiduels propres de O sont O°‘ A=B, 0° B=A,
0" C¢C=B, 0''D=A.

B=0°*C est &ala fois résiduel propre maximal et résiduel essentiel de O , et

ce n'est pas un élément premier.

r
DEFINITION 3. = P;(ﬂ1 o Oﬁ) est un produit de poids p et de type u ¢

Etant donnés Gl s ses qh , n é&léments distincts ou non de (%) , et p en-
tier 2 n , on appelle produit de poids p , tout produit obtenu au moyen de p
facteurs pris parmi al g ovs g an s chaque ai figurant effectivement une fois au
moins dans le produit. Pour distinguer entre eux tous les produits de poids p , on
associe, par définition, & chacun son type qui rend compte de 1'ordre des facteurs

et de la disposition des parenthéses.

PROPOSITION 2. - ( premier,

8
Pp(al cee ah) c P

we

alors, 3i, ief{l, ..., n}, tel que o Sf .

COROLLAIRE. - & n... n@ <@ => 31, iefl, ... , n}, tel que ais@.

B. Radical primaire.

L4
DEFINITION 4. - Soit X € (L) ; on pose r(X) = N éléments premiers contenant
X U, et on 1tappelle radical primaire de X . Il existe toujours, et peut &tre
égal 3 & pour tout X e (L) .

PROPOSITION 3. — X € X' ==> r(X) c »(X') .

PROPOSITION 4. - Quel que soit un nombre fini d'!'éléments Xl s eee Xn de (1) ’

on a

r(X cee Xn) = r(Xl) Neee N r(Xn) .

1 ?
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Démonstration.

° C . — A
1 Xln“.n%_xi(V1_1,”.,M entraine

! ~
r(Xl N oeee an) Er\xl) A ees nr(Xn) .

2° Soit ® premier contenant (Xl Neee N Xn) U = (Xl “U)N.ee N (Xn U)o,

alors 3i, iefl, «e. , n} , tel que @ o X, . U, donc

@;ﬂ%);ﬂ&)n”.nﬂ%) et r@ln”.n%);ﬂ%)n".nﬂ%).

THEOREME 1. - Soit un treillis (g) satisfaisant 1'axiome (4). Soit 3 e (%) .

Alors il existe un élément premier minimal de (G) contenant 9 .

¥ A
THEOREME 1 bis. - Sous les mémes hypotheses, et avec @ premier, @ o3 , il

existe alors un élément premier minimal @O tel que @ o @O 53 .

Démonstration. — Les deux théordmes résultent du fait que l'ensemble $§ suivant

est inductif, pour la relation d'inclusion vers le bas o ,

% = {é1éments premiers o2 3} , $#£%, car §€F .

Soit & wun sous-ensemble totalement ordonné de F , @ = {@i , 1€1I}.

qui est la borne inférieure de & dans (&) , est aussi borne inférieure de
dans % . En effet, @ contient & , et ® est premier, car, si B et C sont

deux éléments de (T) tels que BE @, CZ @, alors il existe i1 et i2 el

tels que B ¢ @i et Cg @i . @i et &E sont comparables. Supposons, par
1 2 1 2
exemple, @i c @i , alors B ¢ @i et Cc¢£ @i , donec @C £ @& , dlol
1 2 1 1 1
BCEP= N ¢, .
iel

C. Q. F. D.

COROLLAIRE., = r(X) = N éléments premiers minimaux contenant X * U .

[ .
THEOREME 2. - Soit (%) wun treillis vérifiant 1'axiome (A) et la condition de

chaine ascendante. Soit 3 € (%) , alors les éléments premiers minimaux contenant

d sont en nombre fini.
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COROLLAIRE. - Soit une (G)-algtbre (L) telle que () satisfait la condition

de chaine ascendante, alors

r(X) =P, N.e 0P,

i=1, +¢0 , n, désignent les éléments premiers minimaux contenant

ou les @a ,
X5 U.

Démonstration. - Soit

§ = {éléments premiers minimaux contenant 3} = {@i , ieI} ,
$ #3% , d'apres le théoréme 1.
Supposons que & admet une infinité d'éléments, alors & n'est pas premier, il
existe B et C tels que

BES, CE3 et BC S .

(s+g)(@+c)cascep, , viel ;

1'un au moins des éléments & + B , 3 + C est contenu dans une infinité de &a ;
soit 81 cet é1ément. On a 3 ;251 s et les @i qui contiennent 81 sont exacte-
ment les éléments premiers minimaux contenant 81 , et ils sont une infinité. On
recommence de m&me avec 81 . On obtient ainsi une chafne infinie strictement crois-—

sante d'éléments de (%) , ce qui est impossible.

’ \
THEOREME 3. - Soit un treillis (G) vérifiant 1'axiome (A) et la condition maxi-

male, soit 3 € (G) , soient @1 g eee @n les éléments premiers minimaux conte-

nant J . Alors, il existe @i s ons ’@i ’ lSikszl, m<n, et un certain
1 m

produit
PP, , vev , P. ) tel que PP, , su. , P )3 |

1 1 ——— 1

1 m 1 m

Démonstration., = Soit

5 = {éléments 3 de () qui ne vérifient pas le théortme} .

Supposons & non vide : il admet donc un élément maximal o .

3 n'est pas premier. Soient B8 et C tels que B¢ 3, C¢£3d, BCc I, ona
(B+3)(c+ ) ca .
Appliquons le théoréme 2 : soient
@i y eee @; les éléments premiers minimaux contenant @+ 3 |,

@? g see o 62 les éléments premiers minimaux contenant C+ &
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3+8,3+C n'oppartiennent pas & & , car ils contiennent strictement 3 ; il

existe un produit

1 u

et un produit
Pn(oalgl y eee obl'{' )sc+3d ,
v
d'ou
PH(R! , ..., PL) PO , ..., )3 .
J1 Iy kl kﬁ

D'autre part, @3 et @ﬁ sont des éléments premiers de (z) contenant 3 s ils
X y
contisnnent donc des éléments premiers minimaux contenant & , soit @j et @k
v x ¥
(x=1, vee U, T=1, eeo , v) , et, pour ces éléments, on a

PP, , e, P )P(P ,...,F )e3
1 Ju k]. v

ce qui contredit 1l'hypothése que g € §, donc = ¢ .

7 N
THEOREME 4 (Corollaire du théordme 3). - Soit une (&)-algdbre (L) , telle que

() satisfait la conditionmaximale. Soit X e (L) , alors il existe une certaine

puissance de r(X) contenue dans X °*, U ,

Pg[r(x)] cX*U .

On peut préciser le théoréme 4 en introduisant un type particulier de puissance
dans (@) : d(n) y " & dérivé d'ordre n ", puissance de & de poids . , défi-

ni par récurrence de la manidre suivante :

a(O) =d ’

q(n) _ glo=1) o(n-1)

’ )
THEOREME 4 bis. - Sous les m&mes hypothdses, et avec X € (L) , il existe alors
n tel que [ﬂxffm cX*U.

Ce théortme est une conséquence de la proposition suivante.

PROPOSITION 5. ~ Tout produit de poids n > 1 , Pn(a) , contient a(n"l) .

Démonstration. - Elle se fait par récurrence sur n .
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Si n=1, la propriété est trivialement vérifide.

On suppose la propriété vraie pour tout produit de poids < n - 1, alors tout

produit de poids n s'écrit

Pnﬂd> =0, (@) @n @) , ol n, +n,=n, n >1, n, >1 .
1 2

Supposons, par exemple, n, < n, ; alors,

(n-1) (n~1) (n,-1) (n,-1)
1 1) a 2 2d 2 a 2 =

P (@) e, (&) 2a a(nz) _ gln=1)

1 2

A
THéOREME 5. = Soit une (&)-algtbre (L) , telle que (%) vérifie la condition

maximale. Soit X € (L) . Alors

s={0e(z), 3n tel que G.(n><_:.X‘,U}

est une section commencante d'élément maximum r(X) .

Démonstration.

10 der(X) => 3an tel que a(n) c [r(X)](n) cX*'U.
20 Soit A € & . Soit p tel que G(p) cx Ucr(X) = @1 Nees N Qn . Pour
i1=1, sea yn 4y o0na

P cp — ace, ,
1 1

dtod @ € r(X) .

C. Eléments primaires. Décompositions primaires.

[
DEFINITION 5. - Q€L , Q primaire <=> Q vérifie une des propriétés équi-

valentes suivantes :

10 Xsq, X£q = acr(Q ;
20 A£r(Q = Q. d=2Q;

30 Tous les résiduels propres de Q sont contenus dans r(Q) .

Si () vérifie la condition maximale, on a encore la propriété équivalente sui-

vante @
4° X cQ, X£Q => 1n tel que a(n) €cQ.U.
Dans tous les cas, on dit que Q est r(Q)—primaire.

Dans 1l'exemple (I), tout élément est &-primaire.
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PROPOSITION 6. - Si Q € (L) est primaire, alors 0?3(Q) cr(qQ .

En général, cette inclusion est stricte. De plus, pour un élément quelconque X

de (L) , on ne peut donner aucune loi générale liant RB(X) et r(X) .

PROPOSITION 7. = L'intersection d'un nombre fini d'éléments @P-primaires est @-

primaire.

Démonstration. - Soient Ql et Q2 deux éléments E-primaires, soit

Q=Q nQ,, r(Q) =r(Q nQ) =¢f .

Soient d et X tels que X € Q et X £Q . Soit i tel que X ¢ Qi 3 alors

OX < Q > X ¢ Q entratne 9 ¢ r(Qi) =@ , donc Q est bien @-primaire.

DEFINITION 6. - On appelle élément décomposable, tout élément X de (L) tel

que X s'écrit comme intersection finie d'éléments primaires.

DEFINITION 7. = La définition de la décomposition réduite est analogue i la défi-

nition tertiaire.

COROLLAIRE de la proposition 7. = Tout élément décomposable admet une décomposi=-

tion réduite.

Nous nous proposcns maintenant de démontrer les théorémes suivants

1° Unicité (en un certain sens) pour les décompositions primaires (Théordme 6).

20 Unicité des composants fortement isolés (Théordme 7).

3° Pour un élément X de (L) , supposé décomposable, lien entre les premiers

minimaux de (%) , contenant X ‘., U, et les radicaux r(Qi) , attachés a toute dé-

composition primaire de X (Théordme 8).

4° Condition nécessaire et suffisante pour que tout élément X de L soit dé-

composable (Théoréme 9).

En attendent de pouvoir les démontrer, dans leur ensemble, dans le cas plus géné-
ral d'une (&)-algdbre (L) , nous allons les démontrer dans le cas particulier de
(8)-algsbre (L) s Ol (¢) = (L) .

Donc, & partir de maintenant, nous supposons partout que (%) = (L) .

Un produit AB peut &tre considéré : soit comme un produit de deux éléments de
() , Soit comme le produit d'un élément de (&) par un élément de (L) . Il véri-

fie toujours AB < An 3B, dtold
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En particulier, X < X°' U , donc
Xcr(X) .

De plus, les notions introduites présentent une symétrie parfaite, et on peut énon-

by

cer des résultats paralleles & gauche et a droite.

Nous garderons partout le point de vue d'éléments de () opérant 3 gauche sur

by

les éléments de (L) . D'ol la notion de résiduel 2 gauche propre, d'élément pri-

maire & gauche, etc.

PROPOSITION 8. — Soient X e (L) , P e () = (L) , ® premier, alors

Po2X <=—> P2X*' T .

Démonstration.

1°©° PoX, UxX.

20 Posons X U=0, QU X <SP premier, dtou A €F ,

COROLLAIRE 1.

r(X) est 1'intersection des éléments premiers contenant X * U .

r(X) est 1'intersection des éléments premiers contenant X .
r(X) est le plus grand élément tel que : 3 n , ) cxcx U .

COROLLAIRE 2. - L'application X -=» r(X) : (L) -» (L) vérifie les propriétés

suivantes :
1° r(X) 2%
2° XY = r(X) < r(y)

30 p(r(X)) = r(X)

4o p(XY) =r(X nY) = r(X) no(y) .

“e

LEMME. - X admet une décomposition réduite X = Q Nneee nQ o4 n32,

alors X n'est pas primaire.

Démonstration. = Pour tout j e {1, ..., n} , nous avons

Qk =X .

kh l-f#J
La décomposition étant réduite,

4 £ 9

k#a
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dtou

n Q ¢x .

k73

Supposons X primaire, alors Qj cr(X) , d'ou

2()) 5 2(:(1) = =(0) = N =(e)

i=1

d'ou r(Qj) c r(Qi) , pour tout i et tout j € {1, ... , n} , ce qui est impos-

sible, car les r(Qi) sont deux & deux distincts.

Remarque. - Cette technique de démonstration utilise trés explicitement 1'hypo-—
these (%) = (L) .

, ‘
THEOREME 6 (Théordme d'unicité). = Soient X un élément décomposable de (L) , et

X=(;11r1...an=Q'ln...erI'1

deux décompositions réduites de X . Alors n=m , et il est possible de numéroter

les composants de maniére que r(Qi) = r(Q{) pour l1€igmn=n.

Démonstration par récurrence sur inf(m ’ n) .

m=1. Alors Q = Qi Neas N QY‘1 implique, grice au lemme, n = 1 . De méme,

n=1 implique m = 1 et, dans ce cas, le théordme est trivialement vérifié.

m>1, n>1,. Parmi les radicaux r(Ql) y een r(Qm) ’ r(Qi) y ses r(Qﬁ) ’
il existe un é1ément maximal, supposons par exemple que ce soit r(Ql) , alors

r(Ql) # r(Qi) , ¥i=2, +es , m , car la décomposition est réduite.

Supposons
r(Ql) # r(Qé) L] V j = l g eco n .

Alors
Q £r(q), 122, vee ,m (sinon z(q)) € x(x(q)) = r(q) ) ,

de méme

il
[y
=]

. .
Q £ (e, 3

d'ou, puisque les Qi et Q3 sont primaires,
Qi‘.leQj_’ Vi=2,.oo’m’

Q'B:Ql:Qé’ Vj=l,-..,n,

dtou



Il

X"Q1=(an...an).'Ql QN eee 0 Q (car Ql.'Q1=U) ,

1]

X‘.Q]_:(Q;_n"'n%)-’Ql Qiﬂ.--ﬂ'=X.

Ceci contredit 1'hypothése que Q1 n'est pas superflu.

Donc il existe un indice j , j € {1, «». , n} , tel que r(Ql) = r(Qé) , et on
peut supposer que Jj =1, dfoh

r(Q) = =(Q}) .

Supposons le théordme d'unicité vérifié pour les décompositions primaires dont le

nombre de composants est < inf(m . n) , et supposons par exemple m 1 . Posons

Q=Q nQ , Q est primaire de radical r(Q) = r(Ql) = r(Qi) (proposition 7),
d'ou, comme précédemment,
Q?é—r(Qi)’ i=2, ¢ee ,m ,
Q£ r(a)) , J=2, ooy
et
anooo ﬂQm=X,°Q,=Qéﬂ... ﬂQ;l 9
dtou

%nn.n%=%n”.n%,

et les deux décompositions sont réduites, d'ol, par hypothése de récurrence,

m-1=n-1 (d'oh m=n ) et, aprés un numérotage convenable,
r(Qi) = r(Q{) , pour i ={2, «ss ym=m} |,

d'ol le théordéme, puisque nous avons déja r(Ql) = r(Qi) .

PROPOSITION 9. - Soit X = Q N eeen Qn une décomposition réduite d'un élément
X de (L) décomposable. Soit

n

r(q,) =
W=

Il D

Pik = éléments premiers minimaux o Q,i (1 =1, eauy n)
1

alors on a les implications suivantes

X vérifie (1) ==> X vérifie (2) ==> X vérifie (3) ’

ot (1), (2), (3) sont les propriétés suivantes :

#*
(1) Pour chaque i € {1, ... , m} , il existe au moins un élément P., =P,
lki i
*
tel que P, ne contienne pas ij , et ceci pour tout je {m+ 1, ... , n} et
tout k
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(2) vief{t, «e. ,m}, r(Qi) ne contient pas Q ., N e.e n Q 3
(3) viefm+1, «eo ,n}, r(Qj) ¢ r(Qi) , et ceci pour tout i€ f{1,...,m}.

DEFINITION 8., - X vérifie (1) <==> {r(Ql) , eee s r(Qm)} est un ensemble

fortement isolé dans 1'ensemble des radicaux associé 3 toute décomposition de 1'é=

1ément X de (L) eupposé décomposable (on dit plus bridvement un ensemble forte—

ment isolé de X ).

X vérifie (3) <=> {r(Ql) y eee s r(Qm)} est un ensemble isolé de X .

Démonstration de la proposition 9.

(1) => (2) : Supposons que X vérifie (1) et non (2). Soit i appartenant 2
{1, «e. , m} tel que
r(Qi)Q%+1n..a n%, r(Qi)=PilnPi2n... nPini s

¥* 3*
et, par hypothése, il existe Pik = Pi tel que Pi ne contienne aucun Pj

k ?
i

jem+1, ... ,n}.

, *
Considérons Pi :

%
P, 2 r(Qi) 2Q,;N.-nQ
*
P, 2 r(Qi) > r(Qh1+1 N vee N Qn) = r(qn+1) Neee N r(Qn) ,
#* n J *
Pi >. N (n P.k) ’ avec Pi premier ,

j=m+l k=1 Y

#*
donc 3je{m+1, ... ,n} et k tels que Pi 2 ij » ce qui est contraire a
1thypothése.

(2) ==> (3) Supposons que X vérifie (2) et non (3). Soient J appartenant

by

d fm+1, ... ,n} et i appartenant & {1, ... , m} tels que
r(Qj) S r(Qi) ’ r(Qi) ) r(Qj) o] Qj 2 Qm+l N eee N Qn ’

ce qui est contraire & 1l'hypothdse que X vérifie (2).

7 .
THEOREME 7 (Unicité des composants fortement isolds). — Soient X wum élément dé-

composable de (L) , X = Ql N eese N Q.n une décomposition réduite,

{T(Ql) ? ey r(Qm)}

un ensemble fortement isolé de X . Alors Ql N ses N Qm ne dépend que de

{r(Ql) g see r(Qm)} s et non de la décomposition réduite particulidre de X .
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Démohstration. - Soient X = Q1 N eee N Qn = Qi Neee N QA , deux décompositions
réduites avec r(Qi) = r(Q{) , i=1, cee ymn. {(r(Ql) y eee s T(QQ)} vérifie
(1), donc (2). Posons

Q=Qm+1n...nQn;¢r(Qi)=r(Q:!L), Fi=1, een ym ,
Q‘=Q&+1n--.n%¢r(Qi), =1, eee 0
d'ou
Q S e=Q Qre=q, Fim=1, e ,m ,

mais Q. 2Q, ¥j=m+1, «.. , n, donc Qj S Q=0U. D'ou
Xc. Q= (Ql N eeoe th.) “ Q: Ql N oo ﬂ% )
X -. Q= (Qi N esse ﬂQ.;l) c. = (Qi N ees n%) n(Q' -. Q) H

d'ou

e g‘ LN ] '
an. an an an,
il en est de mdme de 1'inclusion inverse en considérent X [ Q' , d'ou le théoréme.

COROLLAIRE. — Soient X un élément décomposable de (L) , et

n.
(o) = n
r(Q.) = n P.
Y k=1 K
les radicaux associés & X . Soit Pi Xk un élément minimal dans l'ensemble des
171
Pik ’ 33_523323 Pi2k g ses Pi X les autres éléments Pik éventuellement
) . p 2 PP
égaux a . .
1k
Alors

{r(Qi ) R r(Qi )} est un ensemble fortement isolé de X ,
1 12

Q nNeeen Q est indépendant de la décomposition réduite de X .
1 P

s A Y
THEOREME 8 (Lien entre les éléments premiers minimaux de (G) = (L) contenant X

décomposable, et les radicaux r(Qi) attachés 3 toute décomposition primaire de
X ). - Soient X un élément décomposable de (L) , r(Ql) g oo g r(Qn) les radi-

caux associés & X avec

i
ﬂQﬁ = n P, Yi=1, eec o0 o
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Les éléments premiers minimaux de (L) contenant X sont les éléments Pik mini-

maux dans 1'ensemble de tous les Pik R

Démonstration. - Il existe un certain produit @l cos @n <X, ou

oai._.aai(Pil,,,Pini);Qi, §1=1, eoe o0 3

91 . @n est contenu dens X et fabriqué avec les Pik .

Soit P premier 2 X , alors P contient un Pik au moins, soit Prs .

Soit P premier minimal o X, P2 Prs > X, avec PrS premier, donc P = Prs’

De plus, P est minimal dans 1'ensemble des P. .
rs ik

Réciproquement, soit Prs minimal dans 1'ensemble des Pik . Alors
Prszr(Qr)er:.X .

De plus, Prs est premier minimal contenant X (sinon,

Prs premier non minimal o X => Pr“ 5 premier minimal o X ,
(=4

et ce premier minimal, d'aprés la partie directe, est un Puv particulier).

[ \
THEOREME 9 (Condition nécessaire et suffisante pour que tout élément X de (L)

soit décomposable). — Soit (%) = (L) satisfaisant la condition maximale. Les con=

ditions suivantes sont équivalentes :

(1) Tout élément de (L) peut s'écrire comme 1'intersection d'un nombre fini

d'éléments primaires ;

(2) (L) possede la propriété d'Artin-Rees 3

(3) (L) posséde la propriété P ;

(4) Tout élément tertiaire de (L) est primaire

(5) Tout élément n-irréductible est primaire,

avec les définitions suivantes.,

[4
DEFINITION 8. - (L) possdde la propriété d'Artin-Rees, si, pour deux éléments

A et B de (6) et tout entier n >0 , il existe un entier h(n) > 0 tel que

4(8(@) 5 e g

(L) possdéde la propriété P , si, pour deux &léments A et B de (B) , il
existe un entier h tel que

A0 e .
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(a) PROPOSITION 10. - (%) posséde la propriété P ==> tout élément tertiaire

de (L) est primaire.

Démonstration. — Q étant &lément tertiaire de (L) , soit X €@, X £qQ .
(h) cQ [d'on @€ r(Q) , clest~

Nous allons montrer que, pour un h convenable, «&

d-dire Q est r(Q)-primaire].
Xsq, X£Q => Q. d>Q (car XsQ. d) .
On considire alors Q. & ; d'apres la propriété P , il existe h tel que

o) fn(qr@ea(eraesq ,

o) o g,

Q étant tertiaire, on en déduit
C. Q. F. D.

(b) PROPOSITION 11. - (%) = (L) satisfait la condition maximale et tout &lément

est décomposable, alors (L) vérifie la propriété d'Artin-Rees.

Démonstration. - Soient A et B deux éléments de (L) , et n wun entier. On

consideére la décomposition primaire réduite,
(n)
A B-Q,lﬂ... ﬂQm .

51 B & Qi g pour i =1, oo ,m , la proposition est trivialement vérifiée, car

m

A(n) NBEBE N Q = A(n> B .

i=1 *

D'autre part, si pour au moins un i , on a B & Qi , alors on peut supposer qu'il

existe m' (< m) tel que B ¢ Qi , pour i€ {1, «c. ,m'}, et

A(n)B=an...an,nB ,

A(n)BQQi, vie{l, ... ,m'} ,

ou Qi est primaire, donc pour tout i , il existe s; tel que

(s,)
Si on pose s = Sup{s1 g eee s Sm‘} , Nous avons

almrs) _,(m)y(s) %

Vi=l,ooo,m' ’
d'ou (
n+s) (n)
A. nBQan-oon%,nB-:A Bn
C. Q. F. D.
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Remarques sur le cas (8) = (L) .

(o) Tout élément premier @ est & la fois CP-primaire et C-=tertiaire.

(B) Dans le cas ot & =7U est seul &lément premier : tout élément est &~
primaire, et le théoréme 9 est trivialement vérifié.

(y) Dans 1le cas de (G) = (L) satisfaisant le théordme 9 : tout élément tertiai-
re est primaire ; une décomposition tertiaire réduite d'un élément X est aussi

une décomposition primaire, mais celle-ci n'est pas nécessairement réduite.
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