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Séminaire DUBREIL-PISOT 10-01
(Algtbre et Théorie des nombres)
20e annde, 1966/67, n° 10 30 janvier 1967

MODULES FACTORIELS

par Anne-Marie NICOLAS

1. Définitions préliminaires.
MJ\NMWWW’\N
M est un module sans torsion sur un anneau A commutatif et unitaire (donc in-

tégre).

Elément irréductible de M .

DEFINITION 1. - Un élément € non nul de M est dit irréductible si

E=2all, a€ld et NMeM => a inversible dans 4 .

Si M est l'anmeau A module sur lui-méme, les éléments irréductibles sont les

unités de A .

Si M est monogéne et égal & AE , les éléments irrdductibles sont tous les é1lé-

ments de la forme € , ol e est unité de A .

Elément primitif de M .

DEFINITION 2. - Un &lément E non nul de M est dit primitif si

all € AE , ol ae€ld et NMeM == T€A .

Si M = A, les éléments primitifs de M sont les unités de 4 .

Si M = AE , les éléments primitifs sont tous les éléments de la forme € , ol

€ est unité de A .

’ A
THEOREME 1. - £ primitif ==> € irréductible.

Soit £ un élément primitif de WM :
E=al)l => alle Af ==> T =D ,

o belAd => ab=1, et a est inversible.

4
PROPRIETE 1. ~ Soient € et M deux éléments primitifs de M tels que af=1bE,

ou aed, bed. Alors, il existe ¢ , unité de A, tel que M = eE et

o’

= E&
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En effet, a7 € AE , donc T € AE ; DE € AT, d'ou
AE = Am et N=¢€eE ,

ou & est unité de A .

Décomposition d'un élément de M en produit de facteurs irréductibles. - On

rappelle qu'un élément a de A , non nul et non inversible, est dit irréductible

si
a=pqy, pEL, gelA => p ou g sont inversibles .

DEFINITION 3, — On dira que x € M se décompose en produit de facteurs irréduc-
tibles s'il existe 8y 5 By p ees 5 B éléments de A irréductibles, et E é1é-
ment irréductible de M , tels que x = 8 8y e B €

DEFINITION 4. - Deux décompositions de x ,

x=alazcooang=blb2~oobp’n ’

seront dites équivalentes si n =p , et s'il existe e , unité de A , tel que

E = ¢ , et une permutation j de {1, 2, «.. , n} et des unités (ek)
k——-l,.oo,n

de A, tels que
= b. .
% = % j(k)

Si A est un anneau factoriel, dans M = A considéré comme module sur lui-méme,
tout élément admet une décomposition en produit de facteurs irréductibles, et deux

décompositions d'un méme élément sont toujours équivalentes.

THEOREME 2. - 8i M est un module noethérien sans torsion, tout élément de M

se décompose en produit de facteurs irréductibles.

Soit € wun élément de M . Ltapplication ¥ : I +-> IE est une injection de

l'ensemble des idéaux de A dans l'ensemble des sous-modules de M , telle que
¥(I) c¥(d) <= 17 .

I1 en résulte que A est un anneau noethérien d'intégrité, et que tout élément de

A se décompose en produit de facteurs irréductibles de 1l'anneau A .

Supposons qu'il existe x dans M ne se décomposant pas en produit de facteurs
irréductibles. f{Ax | =x # 8, eee B €} a un élément maximal, soit Az , z n'est
pas irréductible, donc il existe a non inversible dans A, et T dans M , tels
que z = all; Az ; AN, donc T admet une décomposition en produit de facteurs

irréductibles M= bl oo bn T\l $ O a = 8. see ap s U a; est irréductible dans

1
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A, Donc z = 8y ees B bl cee bn ﬂl , et z se décompose en produit de facteurs

irréductibles.

Remarquons que deux décompositions ne seront pas toujours équivalentes (exemple

d'un anneau noethérien non factoriel considéré comme module sur lui-méme).

2. Définition d'un module factoriel.

DﬁFINITION 5. = Un module M sans torzion sur un anneau A est dit factoriel si:

(1) Tout é1ément de M admet une décomposition en produit de facteurs irréducti-
bles 3

(2) p irréductible dans A => p premier (condition de Geuss dans 1'annesu
A)

(3) € dirréductible dans M ==> £ primitif (condition de Gauss dans M ).

Si A est un anneau factoriel, c'est un module factoriel en tant que module sur

lui-méme (la condition (3) est réalisée dtaprés le § 1, définitions 1 et 2).

Tout module monogeéne (libre, de rang 1 ) sur un anneau factoriel est un module

factoriel.

Pour qu'un module noethérien sans torsion soit factoriel, il faut et il suffit

que la condition de Gauss dans A et la condition de Gauss dans M soient satis—

faites.

PROPRIETE 2. - Si M est un module factoriel sur A, alors A est un anneau

factoriel.

D'aprds les conditions (1) et (3) de la définition 5, il existe dans M des &1é-
ments primitifs. Soient £ un élément primitif de M , et a un élément de A .
D, & = LY

apres (1), ag a, a5 &,
N=¢e€€ , ou € est inversible dans A ; a = ea

N , donc M€ A€ ; or T est irréductible, donc
1 oeee B donc tout élément de
l'anneau A se décompose en produit de facteurs irréductihles. Puisque la condi-

tion de Gauss est vérifide dans l'anneau A , A est un anneau factoriel.

[
PROPRIETE 3. - Si M est un module factoriel, et E et 7 deux éléments irré-
ductibles de M :

al=b§, ac€h, beld => N=¢eE et ac=>0 ,

ou € est unité de 4.
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Cela résulte immédiatement de la proposition 1 et de la condition de Gauss dans
M . D'autre part, si M est un module factoriel, A est un anneau factoriel. Il
résulte de la proposition 3 et de 1'"unicité" de la décomposition dans 1l'anneav. 4
en produit de facteurs irréductibles que deux décompositions d'un méme élément de

M seront toujours équivalentes.

Donc si M est un module factoriel, c'est un module sans torsion sur un anneau
factoriel, tel que, tout élément admette une décomposition en produit de facteurs
irréductibles, et que deux décompositions d'un méme élément soient toujours équiva~

lentes.

Réciproquement, soit M un module vérifiant les trois conditions précédentes.
Les conditions (1) et (2) de la définition 5 sont satisfaites. Soit € wun élément

irréductible de M : afe AE , MelM.

all = bg, a= 8y eee B (décomposition en produit de facteurs irréductibles dans 4) ,

b =bl cee bp (décomposition en produit de facteurs irréductibles dans 4A) ,

M= Cloeee cq ¢ (décomposition enproduit de facteurs irréductiblesdans M) .

al se0 o0 an Cl ees ng=bl

M en produit de facteurs irréductibles. Elles sont équivalentes, et ( = €€ , ol

ceo bp E sont deux décompositions d'un méme élément de

e estunité de A, [ € AE => 1N €At , et E est primitif dans M . D'ol le

théoréme suivant.

~ .
THEOREME 3. = Pour qu'un module M =sans torsion sur un anneau A factoriel soit

factoriel, il faut et il suffit que tout élément de M se décompose en produit de

facteurs irréductibles, et que deux décompositions d'un méme élément soient tou—

jours équivalentes.

Remarquons que dans le théorsme précédent nous avons supposé, non seulement que
M était un module sans torsion dans lequel tout élément se décomposait en produit
de facteurs irréductibles, de fagon unique (& 1l'équivalence prés définie ci-dessus

(définition 4)), mais que A &tait de plus un anneau factoriel.

I1 serait intéressant d'étudier les modules sans torsion pour lesquels on suppo—-
serait seulement l'existence et 1'unicité d'une décomposition en produit de fac—

teurs irréductibles. Les modules factoriels en sont des cas particuliers.

Propriétés caractéristiques des modules factoriels.

sy
PROPRIETE 4. = Pour que M , module sans torsion sur un anneau factoriel, soit

factoriel, il faut et il suffit que :
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19 Tout 4lément se décompose en produit de facteurs irréductibles ;

2° € irréductible dans M ==> £ primitif .

Ceci résulte immédiatement de la définition 5.

PROPRIETE 5. = Pour que M , module sans torsion sur un anneau factoriel, soit

factoriel, il faut et il suffit que :

1° Tout élément se décompose en produit de facteurs irréductibles ;

2° al=DbE , ou € et TN sont irréductibles dans M , => a=¢b, E=¢l,

ot ¢ unité de 4 .

Si M est factoriel, les conditions 1° et 2° sont bien réalisées d'aprées la dé-
finition 5 et la proposition 3. Réciproquement, si M vérifie les conditions de la
proposition 5, les eonditions (1) et (2) de la définition 5 sont satisfaites. Soit
€ irrédductible : ax = bE 3 alors x = cT, ou T est irréductible d'aprés 1l'exis=-
tence de la décomposition ; acT = bE , donc § = eT) ot x € AE . E est donc

primitif, et la condition de Gauss dans M est satisfaite.

3. Somme directe, produit direct, facteur direct de modules factoriels.

Soit (Mi)ieI une famille de modules factoriels sur le méme anneau 4 . Nous dé-
signons par
I m, et 2 M,
iel T ijer =

respectivement le produit direct et la somme directe des Mi .

Si Mi est un A=-module sans torsion pour tout i ,
M om, et 2 M,
iel jer *

sont des A-modules sans torsion.

— &l [ — i —
X—(%AEIC.“ M, dens M, , X; =8 eee 8 E =2 E
iel i

ou gi est irréductible dans Mi , et ai irréductible dans A ,

X=¢y, c€A, yE <=> ¢ } ai oo a; y Vi
i

Donc x = (xi) est irréductible si, et seulement si, il n'existe

ser = (85 B)ier
dans A aucun diviseur commun aux a; - Soit d 1le p. g. c. d. des a; 3



10-06

x =dy , ou y est irréductible dans M Mi .
i€l

A étant factoriel, tout élément se décompose en produit de facteurs irréductibles.
Montrons 1l'unicité de la décomposition (& 1'aide de la propriété 4),
€ irréductible dans M ; af =DbT, E = (gi)i€I , M= (ni):.LeI .
§i = a, gi et ﬂi = bi ﬂ{ s OU gi et ﬂ{ , sont irréductibles dans Mi .

as, g{ = bbi ﬂi y Vi€l ; il existe €4 9 unité de A, tel que ag, €, = bbi’

i
- 1 .
§i = €5 ﬂi , donc blaai , 1€,

Si B est un facteur irréductible de b , B divise a , car B mne peut divi-

ser a, pour tout i . Il en résulte que bla y Clest=g~dire a=Dbc, c €4,
= 1) 1) — 1) —
T] - (bi ﬂ.i/ - (Cai ei Tli) = (Cai gi) = Cg *

€ est donc primitif.

Le raisonnement précédent s'applique aussi bien au cas d'une somme directe.

THﬁORﬁME 4, - La somme directe et le produit direct d'une famille de modules fac-

toriels sont factoriels.

Tout module libre sur un anneau factoriel est factoriel.

Mais il existe des modules factoriels qui ne sont pas des modules libres sur un
anneau factoriel : si A est un anneau principal ayant une infinité dvidéaux maxi-
maux (par exemple Z ), si I est un ensemble infini, alors le module produit A
n'est pas un module libre. ZN est un module factoriel sur Z qui n'est pas un

module libre ([2], § 3, exercice 10). Donc :

module factoriel =£> module libre sur anneau factoriel .

Exemples : Le théorime 4 permet de donner de nombreux exemples de modules facto-

riels.

A anneau factoriel =—> A" est un A-module factoriel .
4 amneau factoriel ==> A[X] et A[[X]] sont des A-modules factoriels .

Facteur direct d'un module factoriel. - Soit un module factoriel M . P sous-

module de M est facteur direct dans M s'il existe un supplémentaire Q de P

dans M: M=P®Q . M étant sans torsion, P est sans torsion.

Soit & wun élément de P irrdductible dans P
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E=alx+y), x€P, y€Q => E-ax€PnQ => ay=0 => y=0 .

E=ax, ol a€ A, x€P, donc.a est inversible, et € est irréductible dans

Soit x un élément de P : x = a ... an(gl + gz) sa décomposition en produit
de facteurs irréductibles dans M ; alors 52 =0, et gl est irréductible dans
P . Il en résulte l'existence et 1'unicité de la décomposition de tout élément en

produit de facteurs irréductibles. M étant factoriel, A est factoriel et P

est factoriel.

Tout module projectif étant facteur direct d'un module libre, tout module projec—

tif sur un anneau factoriel est factoriel (d'aprés le théordime 4).

THéORﬁME 5. = Tout module facteur direct d'un module factoriel est factoriel.

Tout module projectif sur un anneau factoriel est factoriel.

Sur un anneau principal, tout module de type fini est libre ([2]), et tout module
projectif non de type fini est libre. Donc, si A est principal ¢ M projectif

équivaut & M 1libre ([3], § 4, exercice 21).
ZN est factoriel, mais non libre sur Z , donc non projectif. Par conséquent :

module factoriel =#£> module projectif sur anneau factoriel .

4, Autres exemples de modules factoriels.

1° PROPRIETE 6. - Soient A ot B deux anneaux factoriels tels que A € B

# 3 *
et A =B ( A étant le groupe des unités de A ). Alors B est un A-module

factoriel.

Conséquences : On retrouve le fait que A[X] est un module factoriel sur A .

A[X.]i 1.2 est un module factoriel, si A est un anneau factoriel.
1 =’ ,ooo,n

L'anneau des polyndmes & une infinité d'indéterminées sur un anneau factoriel est

un module factoriel non noethérien.

2° A étant un anneau factoriel, cherchons les idéaux de A qui sont des mo-

dules factoriels sur A . Tout idéal principal est un A-module factoriel.

Soient § un idéal de A, et E un élément primitif de § ; supposons AE ; 83
soit yeg, yAAE ., EyechEcyg, Ech, yei ot y £ A , d'ob la con-

tradiction.
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PROPRIETE 7. - A étant un anneau factoriel, les idéaux de A , qui sont des mo-

dules factoriels sur A , sont tous les idéaux principaux de A .

I1 existe donc des modules sans torsion de type fini sur un anneau factoriel qui

ne sont pas des modules factoriels.

Remarquons que dans ce cas les iddaux de A qui sont des modules réflexifs sont

les iddaux principaux de A ([4]).

3° Comparaison avec les modules réflexifs. - Démontrons d'abord une autre pro-

priété caractéristique des modules factoriels.

PROPRIéTﬁ 8. = Pour que M ,module sans torsion sur un anneau factoriel, soit un

module factoriel, il faut et il suffit que :

1° Tout élément se décompose en produit de facteurs irréductibles ;

2° S8i a et b sont premiers entre eux, ax=by => y eaMl.

Condition nécessaire : ax =by , x=2a'€E, y=Db'"M, o E et 17T sont irré-
ductibles dans M j; aa'€ = bb'M , donc aa' = ebb' (propriété 5), ou e est uni-

té de A .

albb! => alb! => yeal .

Condition suffisante : Soient T et £ irréductibles tels que af] = bE .
a=da', b=db', od d=p. g.c. d. (a2, b), et a' et Db' premiers entre

eux.

al) = b§ ==> a'll=Db'E ==> £ cal ==> a!' inversible ==> alb et b=ac ,

N =cg => ¢ inversible .

Et les conditions de la propriété 5 sont satisfaites.

A est supposé maintenant factoriel et noethérien, et M module de type fini sur
4 , donc noethérien. Tout élément de M se décompose alors en produit de facteurs
irréductibles. Dans ce cas, dire que M est factoriel équivaut & dire qu'on a la
condition 2° de la propriété 8, et par conséquent puisqu'un anneau factoriel est
intégralement clos, cela équivaut & dire que le module M est réflexif ([4], pro-

priété 1).

THEOREME 6. - Soit M module sans torsion de type fini sur un anneau factoriel

et noethérien. Alors :

M réflexif <«==> M factoriel .
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. . . s '
Si K est un corps, et E un espace vectoriel de dimension infinie, c'est un

'agt pos odflexif. On peut montrer qu'il existe des anneaux

e

module f-ctoriel gui = &
factoriels A tels que la somme directe AY" ne soit pas un module réflexif,

bien que ce soit un module factoriel. Donc @

M factoriel =% K péflexif sur un anneau faotoriel .

Je pense que : M rdéflaxif sur anmneau foctoricl = M factoriel , mais je

n'ai pas d'exemple.
Si A est un anneau principal, et M un module de type fini sur A :

M sans torsion <=> M projectif <==> M réflexif <=> M factoriel <=m=> M 1libre

(cf. [3]).

5. Propriétés des modules factoriels.

Dans un anneau factoriel, toute famille non vide d'idéaux principaux admet un
élément maximal. Soit M wun module factoriel sur un anneau A factoriel ; soit

une famille non vide de sous-modules monogdnes de A4 , x, = a; §i s OU

(Axi)ieI i

E; est irréductible dans M .

Axi c ij <=> Ho € ld tel que X, = axj <==> 1o, a, Ei = aaj gj .

§i et gj étant irréductibles dans M factoriel :

Ax, © Ax., ==> a.]a. ==> Aa, € Aa, .
i 3 jii i J

(Aai)ieI y famille d'idéaux principaux de A , admet un &élément maximal da, .

Xy = ao go . Axo est alors maximal dans la famille des (Axi)

iel ’
Réciproquement, soit M un module sans torsion sur un anneau factoriel tel que
toute famille non vide de sous-modules monogines admette un &lément maximal. Suppo-
sons que la famille des (Ax) » O X ne se décompose pas en produit de facteurs
irréductibles, ne soit pas vide : elle a un élément maximal Am . m n'est pas ir-

réductible, donc m=ay , o y e M sy 8 € A, a non inversible.

Am ; Ay . Donc y est décomposable en produit de facteurs irréductibles, et par

conséquent m aussi. D'ou :

PROPRIéTﬁ 9. — Dans un module factoriel, toute famille non vide de sous-modules

monogénes admet un élément maximal.

Réciproquement, si M est un module sans torsion sur un anneau factoriel tel que

toute famille non vide de sous-modules monogdnes admette un &1ément maximal, tout

élément de M se décompose en produit de facteurs irréductibles.
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M est un module factoriel. Soit a € A tel que al =M ; il existe E irréduc-
tible dans M et x dans M tels que E = ax , donc a est inversible. Suppo-
sons maintenant aM < bM ; soit € dirréductible dans M ; il existe x tel que

]

af = bx 3 M est factoriel, donc x € AE , et b divise a .

Examinons maintenant al nbt , ou a€ A, b €A,

zeadl nbM, 2z = ax = by = a®f = bdl = bd'g , € irréductible dans M 3

Aa nAb = Ac ou Cc =Dp. p. Co m. (2, b) ;

Il

7z = asf = bd'f ==> 2z € (Aa ﬂAb)g ’

donc z € cM .

Mais si z €cM , z €al NnbM , car c est multiple de a et b . Donc,

SM ﬂbM = CIU.E avec CcC = po P; Ce Mo (a 9 b) . D'O‘l\l H

PROPRIETE 10. - Si N est un module factoriel :

1©° aM =M ==> a inversible ;
20 &M < bM ==> bla
3° af nbM=cl, oh c=7p.p. com (a,b).

La condition 1° montre en particulier que Q n'est pas un Z-module factoriel.
Soit M un module sans torsion tel que
al €M =—> bla et al Nnbl = cM
goit € wun élément irréductible de M (s'il en existe).

af = b =z€eal NbM =l ,

Il

]

or ale et blc ycar cM cal et cM WM, c¢c=ad=>bl, z=ady=">bfy, si
Z = CY o
€ =dy , donc d inversible j

n:fy=fd"1§ => 1 € AE ,

et € est irréductible. D'ol le théoréme suivant (résultant de la propriété 4) :

’ 4
THEOREME 7. ~ Pour que M , module sans torsion sur un anneau factoriel, soit

factoriel, il faut et il suffit que :

1° Tout élément de M se décompose en produit de facteurs irréductibles ;

20 &l ©BM ==> bla et &l nbBM =M .
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Pour qu'un anneau A soit factoriel, i1 faut et il suffit que chaque élément se
décompose et que l'intersection de deux idéaux principaux soit un idéal principal.

Le théoreme précédent est une généralisation de ce résultat aux modules factoriels.

Si M est un module de type fini sur un anneau factoriel, alors aM CPM => bla

(ce résultat m'ayant été signalé par L. LESIEUR). D'ol on déduit le théoreme sui-

vant 3

» ¢
THEOREME 8. — Pour que M , module sans torsion noethérien sur un anneau facto—

riel, soit un module factoriel, il faut et il suffit que &M n M = cM , quels que
soient a et b, &1éments de A (cf. résultat analogue pour anneaux factoriels).

Condition portant sur 1'espace vectoriel X ®A M pour que M soit un module
factoriel. — A est un anneau factoriel de corps des fractions K , M un module

sans torsion sur A, M(K) =K By M est muni d'une structure d'espace vectoriel

sur K par la multiplication externe :

Mp® x) = (@ x), AeK, pwek, xeM ,
© xl-->l®Ax
M - M(K) :

@ est injective, et A-lindaire. L'image de M par ¢ est un A-module isomor-

phe & M , que nous identifierons & M ([1], § 7, n® 10, prop. 26).
Soit A une droite de M(K) . Btudions A nM , M é&tant supposé factoriel.
zeANM, z=2a(l®€), o £ est irréductible dans I .

z €N => -i;zezx => 1®Eeh => A1QE)SAnM .

z4 e A nM: il existe p € K tel que
M1
Z, =Wz = E; a(l®E) , My € A, Moy € A .

My By = By a(l®E) , 1®E est irréductible, donc primitif, et z, € AM1QE).
Donc AnM=A(1Q g) .

Réciproquement, soit M wun module sans torsion sur un anneau factoriel tel que

7 z € M(K) , Kz nM = A(1 ® x) .

Montrons d'abord que x est irréductible dans M : si x = ay ,
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1ex=alloy) , 1ey=21®x ,

donc 1®y €Kz nll, donc 1®yeA(l@x),dmc =eh.
Soit xeM, K(1®x) n=A(L®E) , ou E est irréductible dans I .
1x=c0(l®E), @ e,

donec x = o . D'ol l'existence d'une décomposition en produit de facteurs irréduc-

tibles.

Soient £ et 1T, deux éléments irréductibles de M tels que af = DbT .
z=1Q® af =1Q bN , 1®E €Kz nM |
donc A(1®E) <Kz nM.
Kz nM = A(1l @ x) 5 MiocEg)c Ml ®x) => o€l tel que E=oax .

Mais € est irréductible, donc

Mi9e) =A1®x) =Kz nll = A(1®T) ,

1l

AMiee)=A10m ,

donc il existe e unité de A tel que € = €T .

\
THéOREME 9. = Pour que M , module sans torsion sur un anneau A Tfactoriel (de

corps des fractions K ), soit un module factoriel, il faut et il suffit que, dans

1'espace vectoriel K ®A M sur K , l'intersection de toute droite avec M soit

un sous-module monogéne de M .
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