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?éminaire DUBREIL-PISOT ) 4-01
Algebre et Théorie des nombres .
20e année, 1966/67, n° 4 5 décembre 1966

GROUPOIDES DISTRIBUTIFS ET AXIOMATIQUE DES TREILLIS

par Jean RUEDIN

Introduction. — Par groupoide distributif, nous entendons un groupoide dont les

translations & gauche et a droite sont des homomorphismes. Un groupoide distributif

E(T) satisfait donc aux axiomes de distributivité & gauche et de distributivité &
droite (1) :

(D.G) x T (y T z) (x T y) T (x T z)

(p.D) (xTy)Tz=(xT72)T7(yTz) .

I

Nous connaissons un grand nomhre d'exemples de groupoides distributifs : les
demi-groupes de cube zéro (en particulier les demi-groupes zérQ), les bandes rec-
tangulaires (en particulier les demi-groupes zéro a gauche et les deai-groupes
zéro & droite), les demi-treillis, les quasi-groupes distributifs. Pour 1'étude
de ces derniers, nous nous réfererons au travail de S. XK. STEIN [15] sur la fonda-
tion des quasi-groupes. De nombreux exemples et une bonne bibliographie y sont

proposés.
Nous nous intéressons ici aux groupoides distributifs les plus généraux.

En nous proposant de deéfinir la notion de puissance d'un élément d'un groupoide
distributif, nous allons nous apercevoir du rdle Tondamental des idempotents d'un

tel groupoide.

Nous verrons, entre autres, que pour qu'un groupoide distributif ait tous ses é1é-

ments idempotents, il faut et il suifit qu'il soit globalement idempdtent.

(1) L'indépendance de ces deux axiomes est démontrée par l'existence du groupolde
dtordre 2 , E(T) , dont la table d'opération est

T a b
b b
a

En effet,

I

alT (xTy) = (aTx)T (aT y) b
bT(xTy)=(Tx)T(bTy)=xTy
et (aTa)Ta=bTa=a,alorsque (aTa)T(aTa)=bTb="b,
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Nous appellerons grille un groupoide distributif dont tous les éléments sont

idempotents, et nous établirons le théorame de décomposition : Tout groupoide dis-

tributif est une grille de demi-groupes de cube zéro (2).

A partir de ces résultats s'ouvrent plusieurs voies d'étude des groupoides dis-
tributifs [10], [11], [12].

Nous choisirons celle qui méne « une axiomatique des treillis analogue a celle
que nous a proposée D. D. LILLER en 1965 [8]. D. D. MILLER nous a montré 1'intérét
des axiomes d'absorption conditionnelle et nous a proposé un systéme de sept axiomes
indépendants, les utilisant afin de remplacer les six axiomes indépendants classi-

ques de la théorie des treillis [2].

Nous allons voir gque les propriétés des groupoides distributifs nous permettent

d'établir une axiomatique des treillis réduite & six postulats indépendants, ou

toutefois les seuls axiomes d'absorption utilisés sont les axiomes d'absorption

conditionnelle. Nous trouverons également un nouveau systéme d'axiomes pour les

treillis avec élément nul et universel.

Nous donnerons enfin une axiomatique des treillis distributifs & élément nul ré-

duite a trois postulats indépendants.

1. Etude des éléments idemgotents d'un grougoide distributif.

Soient a un élément quelcongue d'un groupoide E(T) , et n un entier stricte-

ment positif.

Hous appelons puissance n=ieme & gauche [resp. puissance neidme 3 droite] de

a 1'élément a'" [resp. a"n] de E défini par a‘1 =a et, pour n > 2, par
la formule de récurrence

n n~
a'” " =a T a! !

1 ‘
[resp. a"" =a et, peur n > 2, par la formule de récurrence

Tee = ann"'l

a T a ].

N n n . . . P
Dans le cas ou a' = a"™ , nous dirons que la puissance mmidme de a est défi-

nie.

Cette puissance n-idme est alors 1'élément a" de E tel que

(2) Dans le méme sens que CLIFFORD et PRESTON [3] énoncent le résultat de
SCHWARZ [13], [ 14] sous la forme : Tout demi-groupe périodique abélien est un demi-~
treillis de dewi-groupes ne possédant gqu'un seul idempotent.
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n n n
a =a'" =a"" .

Si A est une partie de E , nous définirons A'n y A" et, éventuellement,

An conformément aux définitions ci-dessus par utilisation du groupoide @(E)(T)

([1]: be. 7)'

THEOREHE 1. - Soit a un élément d'un groupoide distributif E(T) . Pour tout

n , entier strictement positif, la puissance n-idme de a est définie.

Pour tout n , entier supérieur ou égal & 3 , la puissance n-idme de a est

un idempotent de E égal a la puissance 3e de a .

Nous établissons successivement que :

1° La puissance 3e de a est définie et égale & la puissance 2 de a T a,

ce qui résulte de l'application des identités (p.¢) et (D.D).

a'3 =afT (a7 a) =(aTa)T(arT a)=(aTa)Ta=a"

3
2° La puissance 4e de a est définie et égale & la puissance 2e de a” .
Par utilisation de (D.G) :

att —ar[aT(ara)]l=(aTa)T(aT(aTa)l=(aTa)T[(aTa)T(aT a)]

=(aTml a)2 T (aT a)2 .
Par utilisation de (D.D) :

4

it

[(a T a) T a] T a-= [(a T a) T a] T (a T a)

a" [(aTa)T(aTa)]T (aT a)

Il

(a T a)2 T (a T a)2 .

Par utilisation de 1° :

5° La puissance 3e de a est un idempotent de E , égale & la puissance 4e

de a .
Par utilisation de (D.D) et de 1° :

a3 T a3 = [a T (aT a)] T [a T (a T a)] = (n T a) T (a T a) = a3 .

4 3

Le 2° nous montre que a’ = a”° .

4° Pour tout entier n supérieur ou égal & 3 , la puissance n-idme de a est

définie et est égale & la puissance 3e de a , ce qui résulte du 3° et du fait



que 1l'hypothése de récurrence
a,n—l = a,,n—l - a3 (n > 4)

entratne

4 3 |n-1

n
=38 T a =a'

n-1 T a=a" ,

3 4 _ 3

n
a'”’ = aT a! =aTa =a

COROLLAIRE 1. - Bans un groupoIde distributif E(T) , nous avons, pour tout couple

d'entiers strictement positifs p et q , les identités :

a1 al = 2P
et
(ap)q = aP2 |,

Nous démontrons ce corollaire par la méthode de disjonction des cas.

[t
™M
~~

v}
(=]
o
N’
(=]
©
[ —
-3
)
il
[\
N
il
o]
VA
1l
i
Q
[ ]

P al = a3 T a2 = [(a Ta)Tal]T (aT a)

Dans les cas 1°, 2°, 3°, il est immédiat que :
(a®)2 = (2)2 = 2 = gl
4° p=2, q23:
Ppgl= a2 T a3 =(aTa)T[aT(aTa)l]=aT[aT(aTa)]s= A4 = a3 = afte

(ap)q = (aZ)q = (az)3 = a2 T [(a PTa)T (aT a)] = a2 T a3 = a4 = a3 = apq .

50 p=2, g=2:

6° p

1
n
-
[1e]
il
[y
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7 p=1, 923

B’ral=ar a3 = a4 = a3 = ap+q .
8¢ p=1, q=2:
P ral=ar a2 = a3 = ap+q .
® p=1, g=1:
aPral=-nTa= a2 ; ap+q .

Dans les cas T7°, 8°, 9°, il est immédiat que

COROLLAIRE .2.~ e sous-groupoide du groupolde distributif E(T) , engendré par un
(3

élément a de E , contiment au plus trois é1épents distincts (°). De plus les

Brogriétés
3

1° 8" =a,

2° a2=a

sont équivalentes.

3

En effet, si a° =a,

R 2
et si a =a,

COROLLAIRE 3., - L'ensemble des idempotents d'un groupoide distributif -E(T) est

un idéal de E .

En effet, puisque pour tout élément a de B , a3 est un idempotent de E ,

l'ensemble I des idempotents de E est non vide.

Comme pour tout élément x de E , et pour tout élément e de I,

(3)’RQMARQUE : Le sous=-groupoide d'un groupoide distributif E(T) » engendré par
deux éléments distincts a et b de E , peut comporter une infinité d!'éléments
distincts.

a+b
2

Nous prendrons peur exemple E =R et aTb =
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Il
il

(e T x) T (e T x) (eT e) Tx=eTx

et
xTe [6],

(xTe)T(xTe)=xT(eTe)

]
I

I est un idéal de E .

THEOREHE 2. - La puissance 3e de tout groupoide distributif E(T) est définie.

Elle est identique & l'ensemble des idempotents de E .

Soient x, y , 2z trois éléments quelconques du groupoide distributif E(T) .

Les égalités

xT[yTz]= (xTy) T (xT2z)=[(xTy) Tx]J?[(xTy)T z]
xR rgralr[(xry) rel=[GFry) 1T xTy) 1],
[xTylTz=(xTz) P (yTz2)=[xT(yTz)]7[zT (y7 z)]

(xT(yT2)]r(zTy) T (27 2)]
2
=[xty (yrad)l,
les résultats du théordme 1 et de son corollaire 3 montrent que x T [y T z] et
[x ?Py]T 2z sont deux idempotents de E(T) .

1]

Ainsi, si I désigne 1'ensemble des idempotents de E(T) ’ E’3 &I et
EY e,

Mais comme tout idempotent e de E vérifie
e=¢eT (e T e) = (e T e) Te,
il vient
E'3 = E"3 =TI
ce qui prouve que

E3=I.

COROLLAIRE 1. - Il y a identité entre les groupoides distributifs ne possédani

qu'un idempotent et les demi-~groupes de cube zéro.

CORAQLLAIRE 2. - Pour qu'un groupoIde distributif ait tous ses éléments idempo-

tents, il faut et il suffit qu'il soit globalement ideumpotent.

Soient E(T) un groupoide distributif, et I 1l'ensemble de ses idempotents.

L'égalité E = I entraine E = E2 .



4-07

Réciproquement, 1'égalité E = E2 entraine

Nous appellerons orille un groupoide distributif dont tous les éléments sont

idempotents,

I1 découle du corollaire 2 du théordme 2 que tout groupoide distributif vérifiant

1l'existence des quotients d'un c8té est une grille.

Ce m&me corollaire permet d'énoncer que tout groupoide distributif, possédant un

élément neutre d'un c8té, est une grille (4) [6].

2. Décomposition d'un groupoide distributif en demi-groupes de cube zéro.
Rappelons quelques définitions empruntées & A. H. CLIFFORD et G. B. PRESTON [3].

Soient E(T) wun groupoide, et (Sa)aeQ une partition de E telle que, pour
tout élément o de €, Sa soit une partie stable de E , et telle qu'a tout
couple (« , B) d'éléments de Q , on puissge associer un élément vy de Q véri-

fiant S TS, &S .
o ) Y

Nous dirons que, dans ces conditions, E est le groupoide distributif des par-

ties stables (Sa)aEQ . 3i, dans les mémes conditions, l'opération interne

(@, B) —3y de Q est associative [resp. associative et commutative, distribu-

tive], nous dirons que E est la bande [resp. le demi-treillis, la grille] des

parties stables (Sa)ae§2 .

Soient E(T) un groupoIde distributif, et I 1'ensemble de ses idempotents.

A tout élément e de I , agsocions la partie Se de E définie par

3

S, = {xe E, x7 =e} . Nous savons que

Nous nous proposons de démontrer le théoréme de décomposition suivent :

THEOREME 3. - Le groupoide distributif E(T) est la grille des demi-groupes de

cube zéro (Se)eeI .

Nous établirons une série de lemmes.

LEMME 1. - La famille (Se)eeI de parties de E constitue une partition de E .

(4) Nous avons étudié dans [11] la possibilité pour un groupoide distributif,
possédant un élément neutre a gauche, de vérifier l'existence ou l'axiome des quo-
tients d'un cbté.
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En effet, pour tout élément x de E , X3 est un idempotent de E et x ap-

partient & S , .
x3

\ 3 3

a Sf , il vient x* =e, x =1 , soit e =1f .

De plus, si 1'élément x de E appartient & la fois a Se et

LENIE 2. = Pour tout élément idempotent e de E(T)

Se contient un seul idempotent de E(T) , & savoir e .
Ce lemme résulte immdédiatement de la définition de Se et du lemme 1.

LEGE 3. - Si e et f sont deux idempotents de E(T)

eTSf=SeTf={eTf}.
En effet, si y est un élément de Sf ’ y3 =f , et eT y est un idempotent
de E(T) .

Par suite,

(eTy)T[(eTy) T {(eTyl=(Ty)T (el y’l=cTl[yTy]

=eTfo

eTy ETy

De méme, si x est un élément de Se , x3 =e et

2

xTf=(xTf)T[(xTf) T (xTf)]=(xT7f)T(x Tf):(xTx3)Tf OO0

eTf .

Il
i

LEIHE 4. = 8i e et f sont deux idempotents de E(T) :

Se T Sf &€ SeTf .

S3i x est un élément de Se , X2 =¢e et, si y est un élément de Sf ’
y3 =f .

Par suite,

xTy) 2 [(xTy) T (xTy))=(xTy)?[x°Ty]=(xTx) Ty
= x3 Ty=eTy=eTTf

(x T y)°

1

ce qui prouve que x T y appartient a SeTf .

LEMiE 5. = Pour tout élément idempotent e de E(T) , Se est une partie sta-
ble de E(T) maximale dans l'ensemble U des parties stables de E(T) possédant

un seul idempotent.

Toute partie stable de E(T) possédant un seul idempotent e , maximale dans

U , est la partie Se associée a e . Sy & une structure de demi-groupe de cube
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zéro relativement & la restriction & Se de la loi de composition du groupoIde

distributif E(T) .

Le lemme 4 nous montre immédiatement que Se est une partie stable de E(T) .

Le corollaire 1 du thdordme 2 et le lemme 2 nous montrent que Se est un demi-
groupe de cube zéro. Si ¥ est un élément de U contenant Se , pour tout élé-
3 3

ment x de =, x° est un idempotent de E(T) ¢+ x° coincide avec e , ce qui

prouve que L = Se .

La démonstration du théordme 3 résulte alors immédiatement des lemmes 1, 4 et 5.

COROLLAIRE 1. - Pour tout triplet (e , £ , g) d'éléments idempotents de E(T) ,

on a les égalités

(se T sf) TS, = {(e T£)T g} et 5, T (sf T sg) ={eT(£7Tg)} .

D'aprés le lemme 4,

(Se T sf) TS

Ld

c
g = S(ers)re
D'aprés le théoreme 2,

C
(se T sf) T sg cI.

I1 en résulte,

(se T sf) T sg {leTf)T g}

De méme,

]

5, T (sf T sg) {feT (f Tg)l}.

COROLLAIRE 2. - Pour tout couple (a , b) d'éléments d'un groupofde E(T) . pour

tout p entier strictement positif, on a 1'égalité

(ar )P =P 0P,
Cette régle est valable pour p =1 , par définition de a1 .
D'autre part, le corollaire 1 nous montre que

3 3

(aT b)2 =(aTb) T(aTb) =aT(bThb)= a1 (b0 1 b3) =a’ Thb

et

a2 T b2 = az T (bThdb) = a3 T(b3 T b3) = a3 T b3

ce qui prouve que (a T b)2 = a2 T b2 .
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Enfin, pour p >3 ,

(aTb)P=(aTbd)’ =(aT b7 (aTb) =(2T )T (al b)
=@ T) T (2 TD) =a’ Tb =al TP,

COROLLAIRE 3. - La relation binaire R , définie dans un groupoide E(T) par

x R y‘€=bx3 = y3 , est une congruence de E(T) ., Le groupoide distributif E/R

est isomorphe a la grille I des idempotents de E . I est une image homomorphe

idempotente maximale de E . R est 1l'intersection de toutes les congruences
idempotentes de E [3].

R est la relation d'équivalence de E associde & la partition (Se)eeI de E .

De plus, pour tout élément 2z de E , la relation x Ry entratne

(x T 2)3 =T = y3 T o = (yr 2)3
et
(z T x)3 = 23 T x3 = 23 T ;y'3 = (z T y)3 ’

R est une congruence de E . Le théordme d'homomorphisme principal nous montre
que le groupoide distributif quotient E/R est isomorphe & la grille I des idem-

potents de E , conformément au schéma

X-----?X3

oﬁ_ f=90q).

Soient G(T) une grille homomorphe au groupoide distributif E(T) , et !
1'homomorphisme correspondant de E(T) sur &(T) .

La relation x Ry entralne

£1(x) = [£'(x)P = £1(2) = £1(57) = [£(1) P = £1(y)

ce qui montre que nous pouvons définir une application 6!' de E/R sur G en
associant &4 tout élément Se de E/R 1'élément f'(x) de G, indépendant de

x élément de Se « ©6' est un homomorphisme de E/R sur G @

6'[s, T sg] =f'(eTg)==5"(e) T () = e'(se) T e'(sg)
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ce qui prouve que toute image homomorphe idempotente G(T) de E(T) esttelle
qu'il existe un homomorphisme de E/R sur G : I est une image homomorphe
idempotente maximale de E . E est l'intersection de toutes les congruences

idempotentes de BE.

Le théoreme 3 permet de ramener 1'étude des groupoides distributifs & 1'étude de

ceux d'entre eux dont les éléments sont idempotents.

Considérons une gridle Q(T) et une famille équipotente & Q de demi-groupes
[SQ(TQ)] (xe Q) telle que les Sa soient disjoints deux & deux et vérifient

les conditions 3 Sa(Ta) posstde un élément zéro e, et

(sa T, Sa)Ta s, =5, Ta(sa T, S, ) = {ea}

Pour tout o € Q , considérons la partition de Sa :

Ry = (Nba ’ Nla ’ Naa)
ou
Tog = {oa}
N =f{xeS ; x€eS T S et x#e}
la « o o o« o
N =1{x .
n, ={xe 8,3 X ¢ s, 1,5,
3 . - . T\ : '= N .
ainsi que la partition de Jay Pu (Mla , MZa) ou
M =
M, {x e N+ S, 1T {x} {X}T S, {ea}}
Moy = txe S, » (s, T {x}) v ({x}T, 5)) # {e ]}

Soit &4 1la diagonale de C? R

THEORRBIE 4. - Toute famille d'applications (6,) + (@, 8) e P -,

e 2
de Sa X SP dans SaTb vérifiant, pour tout (o , 1) e Q° =4 et pour tout

) 2 e
(a7 o y) €Q” - 4o, les conditions (1), (2), (3) et (4) suivantes :

(1) 2 (Mg * Sg) = Mo 5 8, (5 % Wp0) = Mo s
(2) @aB(N1a X Ss) = Nogms 3 @ab(sa * Nlb) = Nogmy
(3) @ap(mza X st) = Hamp Y Niorp Y Yogmg

(4) AQB = MlaTB n @ab(N2a x F25) # § entraine

et

A xS =N O -
anv[ Y] 0(aTp) Ty QY,aTb[SY * Aab] Noyr(at,)
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définit sur E = |J S une structure de groupoide distributif E(n)
cEQ
X®y = @aﬁ(x , y) si xe Sa , YV € Sp et o #B
X#*y =X Ta ¥y si x e Sa s, YV E Sp et a=6p.

Tout groupoide distributif est obtenu de cette fagon.

Ce théoréme 4 n'est qu'une consequence immédiate du théoréme 3 et de son corol-

laire 1.
Illustrone-le par une construction de groupoide distributif .
Considérons la grille d'ordre 3 , E(T) [9], et les trois demi-groupes zéro

et s
Se(Te) , Sf(Tf) , Sg(Tg) dont les tables d'opération sont

B(T) ! e £

g

e e g T

g f e

g | f e g
s (1) | e x Sp(T,) ] f y Sg(Tg) ! g =z
e e f f f g g g
X e e vy f f zZ g g

On peut construire le groupoide distributif non idempotent A(*) dont 1la table

d'opération est

% e f g x y 3
e|le g f e g T
flg £ e g £ e
g|f e g f e g
x|le g £f e z f
vy])leg f e £ f e
z | f e g f e g

On remarque que le choix X * y = z entralne x%*z=f, y#*z=¢ y z2%x=1fF

Z %y = €.
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. . 5
Au lieu de choisir y % x = f , nous aurions pu choisir y % X = z ( ).

3+ Axicmatique des demi-treillis.

N

W. FELSCHAR et F. XKLEIN-EARMEN [4] ont caractérisé les demi-treillis a é1lément
neutre comme étant les demi-groupes commutatifs & élément neutre véréfiant la con-

dition (D.G).

Nous montrons ici qu'il est possible de supprimer 1'hypothése concernant 1l'asso-

ciativité.

LEMME 1. — Soit E(T) wun groupofde distributif. La relation binaire définie

dans la grille I(T) des idempotents de E par a < b , si et seulement si

aTb=bTa=a, est une relation d'ordre compatible avec T .

Cette relation binaire, définie dans I(T) , €st en effet :
19 réflexive 3
aTa=aTa=a pour tout élément a de I,

2° antisymétrique

aTb=bTa=a et bTa=aThb=>b entralnent a=1>v,

%0 transitive

aTb=bTa=a et bTec=cTb=>»,

entrainent
aTc=(aTb)Tec=(aTc)T(bTec)=(aTe)Tb=(aTbd)T(¢Tb)=aThb=
et
cTa=cT(aTb)=(cTaT(cTb)=(eTa)Tb=(cTb)T (aTb)=DbTa-=
4° compatible avec T ¢+ a T b=1b T a =a entratnent, pour tout élément ¢

de I :

(aTec)T(bTe)=(aTb)Te=aTe=(bTa)Te=(bTe)T (aTe)
et

(cTa)T(eTb)=cT(aTb)=cTa=cT(bTa)=(cTb)T(cTa).

a,

(5) REMARQUE : Les théortmes 3 et 4 ont un écho particulidrement simple en théo-
rie des anneaux non associatifs dont le groupoide multiplicatif est distributif :
un tel anneau non associatif est isomorphe au produit direct d'un anneau de cube
z€ro par un anneau non associatif de caractéristique 2 ayant pour groupoide mul-
tiplicatif une grille commutative | note & paraftre].




4-14

IEMIE 2. - Si un groupoide distributif E(T) possdde un élément neutre & gauche
[resp. & droite], il vérifie 1'axiome (R.D) x T (y T x) =y T x [resp. (R.G)
(X T y) Tx=xTy 1.

Conformément & la définition de N. XINURA [ 7], nous appellerons cet axiome @

axiome de régularité & droite [resp. régularité & gauche .

Soit e 1'élément neutre & gauche du groupoide distributif E(T) . Il vient

xT(yTx)=(eTx)P(yTx)=(eTy)Tx=y37Tx.

THEOREME 5. - Toute grille commutative réguliére a droite est un demi-treillis.

Réciproquement, tout demi-treillis est une grille commutative réguli®re & droite.

Soit E(T) wune grille commutative régulidre a droite.

1° Tous les éléments de E étant idempotents, le lemme 1 nous montre que la re-

lation binaire, définie dans E par
a<b siet seculement si aTb=bTa=2a,
est une relation d'ordre.

2° La commutativité et la rigularité 4 droite de E entralnent que toute partie
de E , comprenant deux ¢léments a , b, possdde relativement & la relation d'or-

dre £ au moins un élément minorant : 1'élément a T b .
En effet,
(aT b) Ta=aT (b7 a) =bTa=aTh
et
(aTDb) Tb=bT (aTb)=aThb.

3° Soit z un élément minorant de la partie {a , b} de E . La compatibilité

de la relation d'ordre avec T nous montre que
z<sa et z£b entralment z=2T z<aThb.
Toute partie {a , b} de E a deux éléments admet un plus grand minorant
inf {a , b} =aThb.

E(T) , ordonné par la relation < , a par suite une structure de inf-demi-
e 6
treillis ( ).

6 o . . .
( ) RE({ARQUE : Xous aurions pu démontrer directement 1'associativité de la loi
T . Soient a, b, c trois éléments quelcongues de E(T) . Nous avons

aT(bTec)=(Tec)T[aT (bTec)]l=[cT (b T a T ¢
) (cTa)T(bTe)=(cT ag i\ (ch b3)3 2 g (2 ébb§ =)9a Tb)Tec.
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Réciproquement, si E(T) est un inf-demi-treillis, nous savons que

(xTy)Tz=[(xTx)Ty]Tz=[xT(xTy)]Tz
[(x T y) Tx|Tz = (xTy)T (x T z)

xT (y T z)

il

Il

et
x T (y T x) = (y Tx)Tx=yT (xTx)=yTx

(ces propriétés se démontrent encore plus facilement par utilisation de la rela-

tion d'ordre).
E(T) est une grille commutative rézulidre a droite.
Nous pouvons, par conséquent, donner une nouvelle axiomatique des demietreillis.

On appelle deuni-treillis, un groupoide E(T) satisfaisant aux axiomes ¢

(1) xT x =%

(c) xTy=yTx

(D.G) xT(yTz2)=(xTy)T(xT2)
(r.D) xT(yTx)=y7Tx.

Des exemples, qui démontrent que chacun de ces axiomes est idépendant des trois
autres, sont constitués par les groupoides Al(T) ' A2(T) , A3(T) ’ A4(T) dont

les tables d'opdration sont respectivement lecs suiventes

A1 A2 A3 A4
T a b T a b T a b ¢ T a b ¢
a a a a a b a a b a a a ¢ b
b a a b a b b b b ¢ b c b a
c a ¢ ¢ c b a ¢

Pour vérifier la régularité & droite de A3(T) , 11 suffit de remarquer que
toute partie a deux éléments de A3 est stable pour T et est, relativement a la

restriction de T , un demi-groupe avec zéro.

A3(T) ne vérifie pas (D.G), puisque b T (a T ¢) =bTa=b, alors que
(bTa)T(bTc)=bTc=c .

A4(T) est, & un isomorphisme prés, le seul quasi-groupe distributif d'ordre 3

(9l.

A4(T) ne vérifie pas (R.D), puisque a T (bT a) =a T e =Db , alors que
bTa::Co
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COROLLAIRE. - Tout groupoide distributif, possédant un élément neutre, est un

z

demi-treillis & élément neutre. Réciproquement, tout demi-treillis & élément neu-

tre est un groupoide distributif possédant un élément neutre.

En effet, si un groupoide distributif E(T) possdde un élément neutre e , le
corollaire du thdordme 2 nous a montré que tous les éléments de E sont idempo-
tents., Comme e est élément neutre & gauche, le lemme 2 du théordme 5 nous montre
que E(T) vérifie l'axiome de régularité & droite. Comme e est également é1é-
ment neutre & droite, ce méme lemie nous montre que EBE(T) vérifie 1l'axiome de ré-

gularité & gauche. Par suite, B(T) vérifie
xTy-= (xTy)Px=(xT x) T(yTx)=xT (yTx)=y7x,
c'est—d~dire 1l'axiome de commutativité.

E(T) vérifie les axiomes (I), (¢), (D.g¢), (R.D), ce qui prouve que E(T) est

un demi-treillis.
La réciproque est immédiate.

Dans le cas d'un inf-demi-treillis E(T) , 1'élément neutre de E(T) est 1'é-

lément universel de E(T) .

Ce corollaire nous permet de donner une n:uvelle axiomatique des demi-treillis

a élément neutre :

On appelle demi-treillis & élément neutre un groupoide E(T) satisfaisant aux

axiomes
() Existence d'un élément neutre

(p.G) xT(yTz)=(xTy)T (x7T z)

i

(p.D) (xTy)Tz=(xT2)T(yTz).

Des exemples, qui montrent que chacun de ces axiomes est indépendant des deuv
autres, sont constitués par le groupoide A4(T) déjs mentionné et par les grou-

poides AS(T) , AMT) dont les tables d'opération sont

5
T a b ¢ T a b ¢
a a b a a a a a
b a b b b b b b
c a b c¢ c a b c
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4, Axiomatique des treillis.
P ava W o W o W W W W Ve i A et o o e e e e Ve =)
Considérons d'abord les paires ipso-duales d'axiomes suivsntes, respectivement
d'absorption, d'absorption conditionnelle, de distributivité & gauche, de commuta-
tivité, de régularité a droite, d'associativité, d'idenpotence, de distributivité

a droite, de régularité &4 gauche

0) (xv y)rx=x (0) (xay)vx=x

(1) xv z=12 entratne zA x =x (1') xAaz =2z entratne zv x =x
(2) zv(yvie)=Gxvy) v (xvaz) (2") xa(yaz)=(xay)a(xaz)
(3) =vy=yvx (3') xay=yacx

(4) zv(yvzx)=yvx (4') xa (yax)=yacx

(5) xv (yvz)=(xvy)va (5") xa(yaz)=(xay)az

(6) xv x=x (6') xax=x

(7) (zvy)va=(xva)v (yv 2) (7') (xay)az=(xaz)al(yaz
(8) (xvy)v=xvy (8') (xay)az=xavy.

L'axiometique classique de la théorie des treillis [2] utilise les six axiomes

indépendants (0), (0'), (3), (3'), (5), (51).

D. D. MILLER [ 8] nous a montré que 1'axiome (0) [resp.(0Y] entratne 1'axiome (1)
[resp. (1')] et que 1t'implicati-n réciproque : (1) entratne (0) [resp, (1') en-
tratne (0')] n'est pas valable. Puis il nous & proposé une axiomatique de la théo-
rie des treillis utilisant sept axiomes indépendants (1), (1'), (3), (3'), (5),
(5'), (6). La caractérisation des treillis en tant que systeme de d uble composi-
tion E(wv, A) , vérifiant les six axziomes (0), (ov), (2), (27), (3), (31), a ét¢
faite par W. FELSCHER [ 5].

Compte-tenu du résultat du théordme 3, il est possible de simplifier la démons—

tration de W. FELSCHER par utilisation du schéma cuivant :
(0) = (1) ; (or) = (1) ;
(0), (1), (3) = (4) ; (01), (1), (3') = (4') ;
(0), (0*), (3) == (6') ; (0), (01), (3') = (6) ;
(6), (3), (2), (4) = (5) ; (61), (31), (2"), (4") = (57) ;

La démonstration de 1'indépendance decs six axiomes (O), (O’), (2), (2'), (3),
(31) utilise les mémes exenples que cclle de l'ind{pendance des six axiomes clas—

siques (O), (O')y (3); (3')y (5)9 (5')°
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Dans son étude, 7. FELSCHER a montré également que le systhme des sept axiomes
1), (1), (2), (21), (3), (31), (6) ne suffit pas pour la caractérisation d'un
treillis. W. FELSCHER a pris pour exemple le systdae de double composition
E(v , A) , ou B(v) et E(a) cofncident tous deux avec le groupoIde A4(T) déja
cité.

Nous nous proposons d'établir ici une axiomatique des treillis réduite a six
postulats indépendants, ol les seuls axiomes d'absorption utilisés sont les axio=-

mes d'absorption conditionnelle (1), (11).

Nous nous proposons plus précisément de démontrer le théoreme suivant,

THEOREME 6. - Il y a identité entre lcs treillis et les systémes de double com-

position E(v , A) satisfaisant aux six axiomes indépendants :

(1) zv z =2 entraine za X =X (1') x A z=12 entraine zv x =x
(2) X v (y'v z) = (x v y) v (xv z) (2') X A (y A z) = (x a y) A (X A z)
(4) xv(yvx) =y vx (3') xAy=yaAZX.

Nous établirons une série de lemmes.

LEWIE 1. — Si un sytdme EB( , o) satisfait & (1), (1), (2'), (4) et (3') ,

il satisfait & (6) g}_(6'). Ln particulier B(a) est une grille,

Soit a un élément quelconque du systéme B(v , A) , satisfaisant & (1), (11),
(2'), (4) et (3'). (4) nous montre que a v (ava)=ava.FPar utilisation de
(1), il vient (ava)aa=a, ce qui prouve que le groupoide 3(n) est globa-
lement idempotent. Comme d'aprds (2') et (3'), E(a) est un groupoide distribu-
tif, le corollaire 2 du théordme 2 nous permet d'affirmer que tous les éléments de

E(A) sont idempotents : E(A) est une grille.

(1') nous montre alors que tous les éléments de (v) sont idempotents.

LE{IE 2. - Si un groupoide E(v) satisfait & (2), (4) et (6), il satisfait & :

(d) (y v X) vVy=Xvy
et &
(p) [(gve)v Gvy)lvizvy) =xvy.

En effet, si a et b sont deux éléments quelconques de E(v) ,
avb=bv(avb)=(bva)v (bvb)=(ova)vhd

ce qui démontre («).
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Par suite, (a vb)va=bva et

(avd)v (avd)=[(avd)valv [(avDd)yv b
(bv a)v[(av b)vb]:[(bv a)v (av b)]v[(bv a)vb],

av b

Il

d'ou il vient
[(bv a)v (av b)]v (av b):(av b)

ce qui démontre (p).

LEMIME 3. - Si un systéme de double composition E(v , A) satisfait & (1), (2),
(4), (6) et (3'), il satisfait &

(v) (yvx)vixvy)=xvy.

En effet, si a et b sont deux éléments quelconques de E(v , A) on a

[bva)v(avbd)lv(avb)=avb enutilisant ()
et
(avb)v(bva)viavd)l=(bva)v(avbd) enutilisant (4)
(1) nous montre que
(avb)al(bva)vi(avb)l=(bva)v(avhd)
et
[(b v a) v (a v b)] A (a v b) =avb,
d'ol il vient dtaprds (3')
(bva)v(avd) =avb cequi démontre (y) .

LEMIE 4. - Si un systdme de double composition E(v , a) satisfait & (1), (1'),
(2), (21), (4) et (3'), E(v) est un demi-treillis.

En effet, si a et b sont deux éléments quelconques de E(v , A) , il vient,

par utilisation de (y), identité valable dans E(v) d'aprés les lemmes 1 et 3,

(bva)vi(avd)=avhb
et

(avd)v(bva)=bya
(1) nous montre que |

(avbd)a(bva)=0bva

et
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(bva)n(avb)=avb,
d'od il vient d'aprés (3!')
bva=avb©b

ce qui prouve que l'axiome de comutativité (3) est vérifié par E(v) . E(v) sa-

tisfait & (6), (2), (3), (4). D'aprds le théordme 5, E(v) est un demi-treillis.

LEMiE 5. - Si un systéme de double composition (v , A) satisfait a (1), (1),
(2), (21), (4) et (3'), E(A) est un demi-treillis.

1

En effet, pour tout couple a , b d'éléments de & , (4) nous montre que

av (bv a) =bv a, d'ou il vient d'aprds (1)
(bv a) A a =a,
d'ou, en tenant compte de (3') et (3) [valable dans E(v) d'aprés le lemme 4],
a A (a v b) = a .
Par suite, en utilisant encore (3'), (2) et (3') ’

[aan(avd)la(aanb)=aal(avb)abl=aab=hbas

aan (ba a)
ce qui prouve que l'axiome de régularité & droite (4') est vérifié par E(a) .

E(n) satisfait & (6'), (2'), (3'), (4'). D'aprds le théordme 3, E(a) est un

demi-treillis.
A 1'zide des lemmes 4 et 5, démontrons le théoréme 5.

Si BE(V ,A) est un systdme de d-uble composition vérifiant (1), (1'), (2),
(2v), (4) et (3'), le lemme 4 nous montre que E(v) est un sup-demi-treillis re-

lativement a la relation d'ordre définie par @

X Sl y si et seulement si xv y =y,
et le lemme 5 nous montre que E(A) est un inf-demi-treillis relativement & la

relation d'ordre définie par :

X $2 y si et seulement si yaA x=x,

Les conditions (1) et (1') nous montrent que les deux relations d'ordre $1 et
SZ sont confondues. E(v , A) est par suite un treillis : xwv y est le plus
petit majorant de la partie de E &4 deux éléments {x , y} , alors que XA Yy

est le plus grand minorant de {x , y} .

Réciproquement, tout treillis est un systime de double composition E(v , A) vé-
rifiant (1), (1'), (2), (2'), (4) et (3').
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(a) Etude de 1'indépendance des axiomes (1), (11), (2), (2'), (4) et (3').

Des exemples, qui démontrent que chacun de ces axiomes est indépendant des cing
autres, sont constitués par les systemes de double composition Bl(A , V)
Bl(v , A, Bz(v y A, B3(v , A, B4(v , A) BS(V , A) , dont les tables

d'opération sont les suivantes :

B1 B2 B3
v a b v a b ¢ v a b ¢
a a a a a a a a a
b a a b a b ¢ b a b a
c a a ¢ c a a ¢
Al a b Al a b ¢ ,\abc
a a b a c a
b b b b b b a
c c b ¢ c ¢ a
B B
4 5
v a b c v a b ¢
a a b a a a
b a b a b a
c a ¢ c a a ¢
A a b ¢ A a b ¢
a a b a a
b b a b b
c b a ¢ c c ¢ ¢

10 Bl(V) est un demi-groupe zéro : il satisfait & (2), (4) et (3).
Bl(A) est le inf-demi-treillis dont le diagramme est

a
[

il satisfait & (2'), (3'), (4').
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Bl(v , A) satisfait a (1), mais non & (1') [bab=1b , alors que b vb=a]
2° Bl(A ,v) satisfait & (1'), (2), (4), (2v), (3') et non & (1).
30 :B2(v , A) satisfait a (1), (117).
B2(A) est le inf-demi-treillis dont le diagramme est

a

c

b

il satisfait & (2') et (3').

Bz(v) vérifie (4) car il vérifie (6), a est élément zéro & droite, b est

élément neutre & gauche et cv (ave) =aves=a,
B2(v) ne vérifie par (2), car ¢C v (a % b) =cve=c¢c, alors que
(Cva)v(CVb)=ava=a.
40 33(v , A) satisfait & (1) et (11).
B3(v) est le sup-demi-treillis dont le diagramme est

A2

AN

BB(A) satisfait & (3'), mais non a (2'), car ba (aac)=bac=a, alors

il satisfait & (2) et (4).

que (baa)a(bac)=hbaa=0b.

50 B4(v , A) vérifie (1) et (1’), B4(v) et B4(A) sont identiques au quasi-

groupe distributif d'ordre 3 ddéji mentionné.

B4(v » A) vérifie (1), (1), (2), (2'), (3'). I1 ne vérifie par (4), car

av(bv a):av c=Db, alors que bv a=-¢,

60 BS(V , A) vérifie (1) et (1'). BS(V) est le sup-demi-treillis

.\

BBCA) vérifie (2') puisque a est (lément neutre & gauche et que b et ¢

il satisfait a (2) et (4).

sont tous éléments zéros & gauche de Bs(A) .
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Par contre, BB(A) ne vérifie pas (3') [LAac=Db, alors que ¢ A b= c] .
BS(A) vérifie (5').
Remarque. — Le systime des six axiomes indépendants
{(1), (17, (2), (21), (4) et (3")}

caractérise un treillis [de m8me que le systdme ipso-dual {(1).(1') (2) (2') (3)

et (4")}]0
Par contre les exemples ci-dessous montrent que

1o {(1), (1"), (2), (2'), (3), (3')} ne caractérise pas un treillis, exemple :

le systinme B4(V y N

20 {(1), (14), (2), (2'), (4), (4')} ne caractérise par un treillis, exemple :
le systeme B6(v , A)

v a b A a b
B6 a a b a
b a b b a

B6(v) et B6(A) sont identiques au méme dewmi-groupe zéro & droite. Ainsi

(1), (1), (@, (21, (4), 4"), (5), (51), (6), (6"), (7) (7')} ne caractérise

pas un treillis,

30 {(1), (1), (2), (2'), (3), (4)} ne caractérise pas un treillis, exemple :
le systéme B5(v , A) .

{(1), (1), (2), (21), (31), (4')} ne caractérise pas un treillis, exemple : le
systeme B5(A , ™) .

Le m&me exemple nous montre que :

(), (11, (2), (24), (3), (4), (5), (5'), (6), (6')} ne caractérise pas un
treillis.

4o {(1), (11), (3), (3'), (4), (4')} ne caractérise pas un treillis, exemple

B7(v s A) , sont les tables d'opération sont :

via b c 4 e Ala b c d e
ala b c d e aja a a a a
b|{Db b e d& e bla b a b b
clc e ¢ d e cla a c c ¢
d | d .d 4 e d]a b c 4 4d
e |l e e e e e el a b c d e
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B7(V ’ A) vérifie (1), (1v).
B7(A) est le inf-demi-treillis, dont le diagramme est :
e

d

a
ce qui prouve que B7(v » &) vérifie (3'), (4'), (2'), (5'), (61).

B7(v) vérifie (3), (6), (4) [ a élément neutre y e élément zéro, et (6)
montrent qu'il nous faut seulement vérifier b.cb = cb = e s bddb =db=4d,
c.be =bc=e¢, c.dc=dc=d, dbd=bd=d, decd =cd =d J. B7(V) ne

vérifie pas (2), puisque bv (cv d) =bdv d=4d , alors que
(bve)viibvd) =evd=e.
Nous avons ainzi montré que

(), (1), (29, (3), (31), (4), (41), (5v), (6), (6%)}

né caractérise pas un treillis.

50 Le systdme {(1), (1'), (2), (2), (&), (3')} ne caractérise pas un treillis,

exemple : le systeme BS(v y A) , dont les tables d'opération sont

v a b ¢ A a b ¢
a a ¢ b a a ¢ b
b b b b b a
c c c ¢ c b a e

E(v , a) vérifie (1), (1'), (2'), (3') [ E(A) est le quasi-groupe distributif
dtordre 3 J.

E(v) vérifie (2) , soit xv (yv z) = (x v y) v (x v z) .

En effet, b et c¢ sont éléments zéros a gauche de E(v) et
a.bx = ab = ¢ = c.ax = ab.ax ,
8.CXx = ac = b = b.ax = ac.ax .

B(v) vérifie (8), car (xy)x

Xy est vérifié si xy =b ou ec. Si Xy = a,
X:y‘:a,

(8) est vérifié.
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THEOREHE 7. - I y a identité entre les treillis et les systdmes de double com—

position E(v , A) satisfaisant aux six axiomes indépendants.

(1) xvz=2 entratne z A x = x (1') x Az =12 entrathe zv x=x

i

(7)) (gvy)vez=(xvz)v (yvz) (7') (xay)az=(xnz)nalyaz)
(4) xv (yvz)=yvzx (3') xaAy= ¥ AX .

Puisque B(A) est un groupoide distributif, la mé&me démonstration que celle du

lemme 1 du théoréme 6 nous mountre que
{(1), (1), (71), (4), (3')} entratne (6) et (6').
Par suite, si a et b sont deux éléments de B
[a v (a v b)] v (a v b) = [a v (a v b)] v [b v (a v b)] = (a v b) v (a v b) =av b

et
(a v b) v [a v (a v b)] =av (a v b) .

Par utilisation e (1), il vient
(avb)alav (avb)]s= lav (avb)]
et
[av(avb)lalavbd)=avb.
D'aprds (3'), il vient
av(avb)=avhb.
Mais alors
(bva)vy (? vb)=[byv(avd)lv [av(avb)l=(avbd)v (av b) =avhb.
De mé&me
(avb)v(dbva)=bva.

Compte-tenu de (1) et (3'), il vient by a=av b, ce qui démontre (3).
E(v , o) satisfait & (1), (1'), (2), (2'), (4) et (3') : E(v , A) est un
treillis.

(b) Etude de 1'indépendance de (1), (1'), (1), (74), (4) et (31),

(1) Exemple : le systéme BI(A s V) e
(1') Bxenple : le systime Bl(v , A) .

(7) Exemple : le systéme B2(v N
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[(av b)v c=cv c=c alors que (av c)v (bv c) =av c=al.
(7') Exemple : le systime B36/ y A)
[(aan D)a c=bac=a alorsque (anc)a(bac)=cara=c].

(4) Exenple : le systdme B4(v y A)

(31) Exemple : le systéme B6(v y A) e

THEOREME 8. - Les sept axiomes indépendants (1), (1'), (5), (5'), (4), (),

(3') constituent un systdme indépendant caractérisant un treillis.

Tout d'abord {(1), (1'), (4), (4')} entratne (5) et (6').
En effet, pour tout élément a de E ,
av(ava)=ava par utilisation de (4) ,
d'ol il vient
(a v a) A & = a par utilisation de (1) .
Compte-tenu de (4'),
ana=aallava)ral=(ava)aa=a,

(6') est vérifié. (1') entratne (6).

Si a et b sont deux éléments de E , les donditions (5), (4), (6) permettent
d'écrire
[(avb)valv(avd) =(avbd)v [av(avDb)]l=avavhb]

= (a v a) vb=avhb

et

]
il

(avd) v (avb)val=[(avd)v(avbd)lva (avd)va.

Les conditions (1) etﬂ(B') nous montremt glors que
(avb)va=avhb.
Coppte-tenu de (5) et (4) ,
bva=avb.

Par suite, le systéme vérifie (1), (1'), (3), (3'), (5), (5') et (6) & clest
un treillis.
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(c) Etude de 1l'indépendance des axiomes (1), (1v), (5), (5'), (4), (41) et

(31).

(1) B,(a, V) (11) B, (v, A)
(5) Bo(v, a) (51) B (n, v)
(4) By(v 4 A) (41) Byla s v)

31 B6(v y A)

Les systémes Bl(A , V) Bl(v , A) B6(V y A) s B7(v , A) ont déja été

cités.Lla table d'opération de Bg(v , A) est :

v a b A a b
a b a a a
a b a a

THEORBHE 9. - Les sept axiomes indépendants (1), (1'), (2), (2Y), (3), (3'),

(5) constituent un systdme caractérisant un treillis.

Tout d'abord {(1), (1'), (2), (2'), (3), (3')} entratne (6) et (6').

Pour tout élément a de E , nous savons qu'il existe un élément e de E tel
que ave=e [e=av (ava) par utilisation du théordme 1]. Draprds (1), i1
vient e A a = a , ce qui montre que E(A) est globalement idempotent. Conme
tout groupoide distributif, globalement idempotent, a tous les éléments idempo-

tents, (6') est vérifié. La condition {1') entraine alors la condition (6).

Si a et b sont deux éléments de E , les conditions (5), (6) permettent

d'écrire
a v (av b)=(av a)vb=avb.
Dtou, en tenant compte de (3),
ay, (bya)=by a,
ce qui montre que E(v , A) satisfait & (4). E( , A) vérifiant (1), (1), (2),

(2'), (3') et (4) est un treillis.

(a) Indépendance des sept axiomes (1), (11'), (2), (2v), (3), (3"), (5).

Llexenple Bl(v ’ A) montre que (1') n'est pas entrainé par les six autres.

L'exenple BIQ\ ’ v) montre que (1) n'est pas entrainé par les six autres.
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L'exemple B.(v , A) montre que (2) n'est pas entrainé par les six autres.

39(V , A) vérifie (1), (1'), (2v), (3), (3'), (5), (5') et non (2)
[b.ab = b.b = a , alors que ba.bb = b.a =Db] .
L'exemple Bg(A , v) mnontre que (2') n'est pas entrainé par les =mix autres.

L'exemple BS(A , v) montre que (3) n'est pas entrainé par les six autres.
By(n , v) wérifie (1), (1), (2), (2'), (3'), (47), (5), (5), (6), (6') et non
(3).

L'exemple B5(V , A) montre que (31!) n'est pas entrainé par les six autres.

L'exemple B4(v ’ A) montre que (5) n'est pas entralfné par les =mix autres.

5 Aziomatique des treillis a élément nul et & élément universel.

THEORMIE 10. - Il y a identité entee les treillis & élément nul et & élément

universel et les systémes de double composition 1.V , A, tels que E(v) et

E(A) soient des groupoides distributifs & élément neutre 1ids par les deux con-

ditions d'absorption conditionnelle (1) et (1').

Nous établirons d‘'une manidre plus restrictive :

P

Il v a identité entre les treillis & élément nul et & élément universel et les

systémes de double composition B(v , A) vérifiant les se;; axiomes indépendants.

(1) xvz=12 entratne z A x =x (1') x Az =12 entratre z vz =x
(2) xviyvz)=(xvy) vizxvz)
(7) (x v v) vz=(xv z) v (y v z) (7') (x A v) Az =(x A z) A (y AZ)

(9) E(v) possdde un é1émznt neutre O (9') z(A) possdde un 4lément neutre u

Soit E(v , A) un systdme vérifiant (1), (1'), (2), (1), (7v), (9), (9') .
{((n, (9)} entraine (4), puisque, si a et b sont des éléments de E

a v (b v a) = (O v a) v (b v a) = (O v b) va=b Va,
De méue, {(7'), (9')} entratne (4').

Dtautre part, le corollaire du théordme 5 nous montre que (2), (7), (9) en-
tratne (3).

Par suite, L(v, A) satisfait & (1), (1'), (7), (7'), (3) et (4').

D'aprés le théoréme 7, E(v, A) est un treillis. E(V, A) admet u comme

élément universel et O comme élément nul.
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(e) Btude de 1'indépendance des sept axiomes (1), (1), (2), (1), (71), (9),

(94).
La condition (1) n'est pas entratnéepar les six autres. Exemple : le systime

v a b ¢ d A a b ¢ d
a a a ¢ a a a d a d
b a b ¢ b b d b b a
c c ¢ ¢ ¢ c a b c d
d a b c d d d d d

Blo(v , A) vérifie (1'), mais non (1)

[bva=a et anb=4d].
BlO(v) est le sup-demi-treillis, dont le diagramme est :
c

1»&

B,olv » A) vérifie (2), (7), (9).
BlO(A) est le inf-demi-treillis, doat le diagramme est :

c

BIO(V , A) vérifie (2'), (7v), (9').

La condition (1') n'est pss entrainée par les six autres, exemple ¢ BlO(A y V) .

La condition (2) n'est pas entrainée par les six autres, exemple : Bll(v ’ A) .

v a b ¢ d A a b ¢ 4d
a a b ¢ d a a a a a
b b b ¢ d b a b ¢ b
c ¢c b ¢ d c a b ¢ ¢
d d d d d a b c¢c 4d
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Bll(v , A) vérifie (1) et (1').
Bll(v) vérifie (7), puisque a est élément neutre, d est élément zéro, c
et b sont éléments zdro & droite de la partie stable {a , b sc) .
By, (V) vérific (9) .

Bll(A) vérifie (7') et (9'), puisque Bll(A) est isomorphe a Bll(v) relati~

vement & 1'isomorphisme

—> d

[o 2N

~> b

— C

¢}

Qu

—_— a

Bll(v) ne vérifie pes (2).

[bv(cva)=bve=c, alorsque (bve)vi(bva)=cvb=>b.]

La condition (7') n'est pas entrainde par les six autres, exemple : B12(V y A)

v a b e¢ d A a b ¢ d
a a d a d a a a ¢ a
b d b b d b b b e¢ b
c a b ¢ 4 c c ¢ ¢ ¢
d d d d d a b ¢ d

B,,(v s a) vérifie (1) et (1').
BIZ(V) est le sup-demi-treillis, dont le diagrartie est

d

BlZ(V , a) vérifie (2), (7) et (9).

B12(A) vérifie (9'), mais ne vérifie pas (7').

[(dra) aAb=aab=a, alors que (A Ab)a(aadb)=baa=hb.]

I1 est a noter que B12(A) vérifie (2'), [ 4 é&lément neutre, ¢ élément zéro,

a et b élément zéro & gauche de la partie stable {a , b, 4} ],

Par suite :
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La condition (7) n'est pas entrainée par les six autres, exemple : B12(A , V) .

La condition (9’) n'est pas entralnée par les six autres. Nous avons besoin d'un

exemple 1313(\/ , A) d'ordre infini.

B1 (v , A) est la chatne des entiers naturels. Comme 513(v , A) est un treil-
lis, (1), (17), (2). (2'), (7), (7') sont vérifiés.

313(v , A) vérifie (9) : B13(v) admet 1'élément neutre 0 .
Par contre, BlB(A) n'adnet pas d'élément neutre.

La condition (9) n'est pas entrainée par les six autres, exemple : 313(A ’ v) .

I1 cst & remarquer gue les sept axiomes (1), (1'), (2), (2'), (7), (9), (9') ne

constituent pas un systéme caractérisant un treillis, [exemple : B12(V , A) ]‘é

élément nul et & élément universel.,

6o Axiomatique des treillis distributifs & élément nul.,
WWWW\I\M’WMWW

THEORBME 11. - I1 y a identité entre les treillis distributifs & &lément nul et

les systémes de doubles composition E(v , o) vérifiant les trois axiomes indé—

pendants

(1) (xvy)va=(xvaz)v (yvaz).

(3) E(v) posstde un élément neutre O , zéro pour E(A) .

(10) xv (yaz) =(xvy)a (xv z).

Ordinairement, un treillis distributif & dlément nul est considéré comme un treil-
lis E(v , A) vérifiant (3) et (10). I1 est remarquable qu'aneseule conétition (7),
ajoutée & (9) et (10), permette de constituer un systéme d'axiomes {(7), (9), (10)}

caractérisant les treillis distributifs, & élément nul.

LE/iE 1. - Tout systéme E(v , A) , vérifiant (3) et (10), vérifie

0) (xv y)ax=xa(xvy)=x.
En effet,
xv (0ay)=(xv 0)a (xv y)

xv O (XVO)A(va)

x=xA(xvy)

]

et
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Il

xv (ya0)=(xvy)a (xv 0)
xv 0 = (X v y) A (xv 0)

(xvy)ax.

X
i

LE:{4E 2. = Si un groupolde distributif & droite, E(V) , posséde un élément neu-

tre, 11 vérifie

(6) xv x =x
(3) (xvy)vz=xv(yvz)=yvzx.
En effet, xv (y v X) = (0v X) v (y v X) = (O v y) V=YV X,
Pour y =0, il vient
xv (Ov x)=0vzx, soit xvx=x.
Enfin, (x v y) v X = (X v X) v (y v x) =XV (y v x) .

LEME 3. - Si un systéme E(v , A) vérifie (7)), (§) et (10), E(v) est un

sup-demi-treillis & élément nul,

En effet, par utilisationssuccessives de (3), (10), (4), (Z), (o),

]

yv=yv xalxvy)lsv)alyvvy)l=(>Fvz)alzxvy)

[Evy)vzlalzvy) =xvy

]

B(y) vérifie (3), donc (2).

Par suite, B(v) vérifiant (2), (3), (4) et (6), est un demi-treillis. Clest un

sup-demi-treillis « élément nul, relativement & la relation d'ordre
XSy &Sy VI=Y .

La démonstration du théordme découle alors de ces lemmes, puisque

i

xv(xay)=xa(xvy)=x d'aprés (0)

]

yv(Exay)=(yvz)ay=y d'aprads (0)
ce qui prouve quc X Ay <x et X AYSKYy .
Soit z un élément de E , vérifiant z<x et z <y,

(x A y)vz=zv (xa y) = (z v z) A (z v y) = (x v z)- A (y v Z) =x A y

ce qui prouve que (x A y) est le ~lus grand minorant de {x , y} , relativement

a la relation d'ordre y v x = y.
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E(v ’ A) est un treillis. D'eprés (5) et (10), ce treillis est distributif, et

il possede un élément nul.

Indépendance des trois axiomes (7), (§), (10). = (7) n'est pvas entralné par
{(9), (10)} s exemple : El(v , /\) = BS(A , v)

v a b c A a b ¢
a al.a a a
b b b b a a
c c c ¢ c a a

(§) est vérifié par El(v y A) .

(10) est vérifié par El(v , A) , car

av(xay)=(avx)alavy)

I
™
>
:4

b v (X A y) = (b v x) A (b v y) =D
cv(zay)=(cvx)alcvy) sc.
(7) n'est pas vérifié, car
(a v b) ve=bvyve=>b, alors que (a v c) v (b v c) =Cc v (b v c) =cC .

Remarquons que (2) et (5) sont virifids.
ainsi @
{(2), (§), (10)3 ne caractérise pas un treillis distributif & élément nul.

{(5), (5), (10)} ne caractérise pas un treillis distributif & élément nul,

O

Et ménme
t(0),(01),{1),(11),(2),(2"),(3'),{a"),(5),(5"),(6),(6"),(7*),(8),(8*),(9),(10)}
ne caractérise pas un treillis distributif & 41ément nul,

(5) n'est pas entrainé par (7) et (10), exenple ¢ E2(v » A) dont la table

d'opération est :

o]
o
o]
o’

Si 1l'on pose



(10') A (yvz)=(xa y) v (x A 2)
(11) (% A y) vag=(xv z) A (y v z)
(111) (xvy)az=(xaz)v (yrz)
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(2), (1), (2'), (7v), (3), (3%), (5), (5'), (10), (10'), (11),et (11') sont véri-

fiés ainsi que (9), mais non (5).

(10) n'est pas entrainé par (7) et (3) : exemple : EB(V , A) = BI(A , V)

v a b A a b
al|l a a
b b a a

E(v) est un demi-treillis.
(2), (7)), (5), (3) sont vérifids.
(2v), (7'), (51), (3') sont vérifids.
(8) est vérifid.
dais (10) n'est pas virifié
bv (yaz)Z(dvy)albvaz)

car

b v (y A z) =bva=b et (bv y) A (bv z) =a .

Par contre (11) et (11') sont vérifids :

il

xa(yvz)=FGay)v (xaz)

ll

a

a .

(XA Z)v (YA z)

i

(XV.V)AZ

COROLLAIRE. = Il y a identité entre les treillis distributifs & éldément nul et

& élément universel et les systémes de double composition E(v , A) vérifiant leg,

quatres axiomes indépendants

(1) GGvy)vez=(xva)v (yva)

(%) E(v) posstde un élément neutre O s zéro pour E(a)
(10) xv (yaz)=(xvy)a(xvaz)

(12) E(v) posséde un élément zdéro & gauche u .

En effet, B(v , A) est un treillis distributif & élément nul,
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Comie uv z=2zvu=u, le treillis E(v , A) admet u comme élément uni-

versel,

Les trois derniers exemples, ainsi que l'exemple d'un treillis distributif sans

élément universel, montrent que ces quatre axiomes sont indépendants.

Remarque. - Les treillis distributifs a élément nul sont caractérisés par le

systéme {(2), (9), (11)}.

Les treillis distributifs « élément universel sont caractérisés par
{((71), (9, (101} ou {(2v), (g*), (111)}
avec (8'), E(a) possdde un élément neutre u , zéro pour E(v) ,
Les treillis distributifs & élément nul et universel sont caractérisé par
{(2) (9) (11) (12)3, {(79) (&) (10%) (121)} ou {(2) (§") (11') (12} ,

avec (12’), Ef{r) poss&de un élément zéro é‘gauche c .
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