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Séminaire DUBREIL~PISOT 21-01
(Algtbre et Théorie des nombres)
19e année, 1965/66, n° 21 9 mai 1966

SUR LE CALCUL DES LIMITES PROJECTIVES

par Paul JAFFARD

1. Rappels.

u é&tant une fldche d'une certaine catégorie, nous désignerons par ofu) sa sour—

ce et par B(u) son but.

Limites projectives. — Soit un foncteur F : I -» C dont la source I est une

petite catégorie (c'est-a-dire que la collection Ob I de ses objets est un ensem-

ble), qui sera dite catégorie des indices. On appelle F-systéme projectif la don-

née d'un objet L de C , et, pour tout objet i de I , la donnée d'une fléche
de C de la forme

A, + L ->F,

i i

de telle sorte que, pour toute fléche u : i ->j de I , on ait 1'égalité

A.=F A, .
J u i

Les F-systémes projectifs forment de fagon évidente une catégorie, une fldche ¢

- p t o 1 - h .
du F-systéme ()\i : L -—->Fi) dans le F-systéme ()\i s L —'>F')i60b1

i€Obl i

étant la donnée d'une flache encore notée o :
ws: L' ->L
telle que

. :
M=) o (ie0bI) .

La catégorie des PF-systémes projectifs peut d'ailleurs s'interpréter comme une ca-

tégorie de foncteurs.

Ceci posé, on appellera limite projective du foncteur F , et on désignera par

lim F un objet final (s'il existe) de la catégorie des F-systémes projectifs.

Si cette limite projective existe pour tout foncteur F de but C, ayant pour
source une petite catégorie (resp. une catégorie finie), on dira que la catégorie

C admet des limites projectives (resp. des limites projectives finies).

Limites projectives particulidres.

(a) Produits directs. = Clest le cas ou I est une catégorie discréte. La donnée

by

du foncteur F revient & celle d'une application
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i = g

de Ob I dans Ob C .

La limite projective de F , dite alors produit direct des objets a; est notée
M oe, -
iel

(b) Noyau d'un ensemble de fldches. — Soient a et b deux objets de C, et

U < Hom(a , b) . On appellera noyau de U , et on désignera par Ker U la donnée
d'une fléche de but a :
KerU=%k: K=->a

ayant les propriétés suivantes :

1° La fléche uk est la méme pour tout u € U j;

20 Si k' : K!' ->a est une fléche telle que uk' soit la méme pour tout
ueU, il existe une fldche unique o : K' ->K telle que k' = ko (nous lais-
sons au lecteur le soin de construire la catégorie I et le foncteur F qui per-

mettent de considérer Ker U comme étant 1im F ).

(e¢) Produit fibré d'un ensemble de fldches. - Soit un ensemble

(w; : &, =)

de fléches de C ayant toutes le méme but b .

On appelle produit fibré de cet ensemble de fléches, et on désigne par /ﬁ\ uy
iel

la donnde d'un ensemble de fléches de la forme

Oy r T=>ay)ig

ayant les propriétés suivantes :

1° La fléche Uy Xi est la méme pour tout i€ I j

0 Q4 1 . | = p2 1

20 Si (li s L >»ai)iEI est un ensemble de fléches tel que la fleéche 'uiki
soit la méme pour tout i e I , il existe une fléche unique o : L' => L telle
que

- .
ki = Xi 0 (V ie I) .

Nous laissons au lecteur le soin d'interpréter ce produit fibré comme une limite
projective.

Un théoréme fondamental. - Reprenons l'exemple du produit fibré précédent. Consi-

dérons le produit direct
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I a; = (pi : P ->» ai)

-e ,
iel iel

et le noyau

Ker(u, pi). ks K=>P- .

i iel —

Il est facile de voir que les flé&ches (pi k: K-> ai)ieI forment un produit fi-
bré /A\ u, des fléches wu, .
. i i
iel
On voit donc que si, dans la catégorie C , les produits directs et les noyaux
existent, il en sera de méme des produits fibrés. Plus généralement, on a le théo-

réme suivant.

THﬁORﬁME 1. = Pour que la catégorie C admette des limites projectives (resp.

finies), il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient remplies :

1° Dans C, le noyau d'un couple de fldches existe toujours.

2° Dans €, les produits directs (resp. finis) existent toujours.

Pseudo—-cofinalité. ~ Soit J une sous-catégorie pleine de I ayant les proprié-

tés suivantes : Pour tout objet i de I , 1l'ensemble U(i) des fléches de I ,
ayant pour but i et pour source un objet de J , n'est pas vide et possdde un
élément % tel que, pour tout élément u de U(i) , il existe we F1 J avec

u = 1w . On dira dans ce cas que J est une sous-catégorie pseudo-cofinale (& gau-

che) de I .

Nous aurons alors besoin du lemme suivant.

LEMME 1. ~ Soient J une sous—catégorie pseudo-cofinale de I , et un foncteur

2

F: I->C dont la restriction F|J & J admet une limite projective. Alors F

admet aussi une limite projective.

Supposons que (kj : L - Fj) soit la limite projective du foncteur FlJ .

je€0bJ
La limite projective de F sera

' .
s T=>F)iopr

avec

>
]
>

‘ si 1ie0bJ ,
1

A =T, A, si i £O0bJ et f£: j->i .
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2. Problémes étudiés dans cet exposé.

La démonstration du théoréme 1 n'est pas constructive et ne donne aucun moyen de
déterminer la limite projective d'un foncteur F en utilisant des produits directs
et des noyaux. Nous nous proposons, dans ce gqui suit, d'indiquer diverses méthodes
qui permettent de le faire, et ceci de plusieurs fagons possibles. Pour éviter des
descriptions fastidieuses, nous serons souvent conduits & remplacer la définition
de la catégorie I et du foncteur F par la donnée d'un diagramme qui les défini-
ra sans ambiguité. Donnons d'abord quelques exemples élémentaires d*applications de

ces méthodes :

EXEMPLE 1 : Construction d'un produit fibré au moyen d'un produit direct et d'un

noyau. Cet exemple a déja été indiqué plus haut.

EXEMPLE 2 : Associativité du produit direct. Soient une famille d'objets (ai)ieI

de C indexée par l'ensemble I , et une partition I = 2 Ia de I . 0nala
aeh

formule d'associativité

Moa, =1 (1 a) .

ieI 1 geA iel
o

Plus précisément, si les fléches (pi : Pa -> ai) font de Pa le produit di-

iel
o
rl . by . - . (o
rect ' a; et si les fléches (nd s P é'ay)aeA font de P 1le produit di
leIa
rect i Ry , les fleches (pi Ty * P - a'{{iela

Q€A

5 font de P 1le produit direct
el }

M oa. .

. i

iel

EXEMPLE 3 : L'associativité précédente peut se généraliser. Soient a, , a, et

1 2
X a5 et

a3 trois objets de C, (pi : b '9'ai)i=l,2 1

le produit direct 8y X as Alors le produit direct

le produit direct a

(qi : ¢ ->a,

1 i=2,3
a; x a, x a; "peut s'identifier" au produit fibré Py A G, o

/d

p, \“c ) fig. 1 .
/%A &

al 8.2 8.3
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EXEMPLE 4 : Soient guatre fléches f , g , u , v de la catégorie C telles que
B(uw) = 8(s) , o(u) = g(v) et off) = plg) .

La limite projective du foncteur F défini par le diagramme

|
fig. 2

N
>

v u

peut se eonstruire de plusieurs maniéres. D'abord, on "peut l'identifier" au pro-

duit fibré fg A uv . Ensuite, on peut prendre successivement les produits fibrés :

(V' , fn)

f* Aav
(', g') =ganu' ,
(vn , g") =g' Av' .
Les diverses fldches issues de ov" font de ov" 1la limite projective du foncteur

F , et en particulier :
(u"V" R fngn) =fg Auv .

" n
F LAMENG 4 g
)]

lg!l g! l
1 Y 1]
Fj v F, u >F_
i f" f| l f
F F
Cc

fige 3 .

v
a b

EXEMPLE 5 : Soit & prendre la limite projective du foncteur F défini par le
diagramme '

v figo 4 .
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On peut considérer successivement :
k = Ker(s , %) ,
k' = Ker(v , W) ’
(x, w =vk' Ak .

Les "fliches convenables" issues de o\ font de oM 1la limite projective cherchée.

On peut considérer également

k" = Ker(sv , sw, tv, tw) ,

(@, B) =k' ~Ak" .

Les "fldches convenables" issues de ow font encore de oo la limite projective

cherchée.
" >
A k
v ¢ s
v k! /”—\ /—_'\
w t
o
k"
v 8 N

La vérification des affirmations contenues dans les exemples précédents se fait
gans peine. Cependant, des diagrammes plus compliqués conduiraient vite & des véri-
fications fastidieuses. D'ol 1l'utilité de dégager des régles suffisamment générales
pour se passer de ces vérifications et pour pouvoir énoncer les résultats sans

avoir & les "deviner".
Les régles que nous indiquons ici sont déduites de deux idées générales :

La premidre consiste 3 augmenter peu & peu la catégorie I et le foncteur F
jusqu'd ce que 1l'on obtienne une catégorie d'indices suffisamment simple. Cette

idée est développée dans le § 3.

La deuxidme consiste 3 ramener la construction d'une limite projective a celle de
ce que nous appelons un produit fibré généralisé, et a donner les moyens qui per-
mettent de construire ce produit fibré généralisé & l'aide de produits directs et
de noyaux. A partir de 13, on obtient en particulier une démonstration constructive
du fait que, si la catégorie C admet des produits directs finis et des noyaux

pour tout couple de fléches, elle admet des limites projectives finies.
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3. Bxtensions de type T .

Soient une petite catégorie J , une sous-catégorie I de J , et un foncteur

F: I->C. Une extension de F & J sera par définition un foncteur G: J->C

tel que la restriction GlI soit égale & F .

Etant donndes deux telles extensions G et G! , un I-morphisme de G' dans G

sera, par définition, un morphisme fonctoriel
ws: G =G

tel que
o, = 1y (yieobI) .

by

On en déduit sans peine la catégorie & des extensions de F & J . Un objet fi-

nal de la catégorie & (s'il existe) sera dit une extension cartésienne du fonc-

teur F 3 la catégorie J .

EXEMPLE : Supposons que la catégorie J soit la catégorie obtenue en ajoutant a
I un objet initial w (voir plus loin une définition précise). Pour définir une
extension G de F , il suffit de se donner les fléches Gw ->»1i) = Xi et, pour
que G soit une extension cartésienne de F , on voit immédiatement qu'il faut et
qu'il suffit que les fléches ki fassent de G(w) wune limite projective du fonc-

teur F .

Une extension J de la catégorie I (c'est-a~dire une catégorie J dont I
est une sous-catégorie) sera dite une A-extension si elle vérifie la condition

suivante :
Toute fléche de J , ayant pour source un objet de I , est une fldche de I .

Ceci posé, on a le lemme suivant.

LEMME 2. - Soient :

- Une A-extension J de la catégorie I ;

- Deux foncteurs F et F' de I dans une catégorie C et un morphisme fonc-

toriel ¢ de F' dans F ;

- Une extension cartésienne G de F & la catégorie J , et unec extension

(guelconque) G' de F' & cette méme catégorie.

Dans ces conditions, il existe un morphisme fonctoriel, et un seul, ¢ de G'

dans G qui prolonge o , c'est-a-dire tel que

By = o (v ieObI) .
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Supposons réalisées les conditions du lemme. Nous allons d'abord définir un fonc-

teur H de J dans C de la facon suivante :
Soit w€ FlL J . On a & considérer trois cas :
ler cas ¢ ue L I . = On posera H(u) = F(u) . Le foncteur H sera donc une
extension de F a J .

Si u ¢ F1 I , 1l'hypothése suivant laquelle J est une A-extension de I en-

tratne ou é Ob I . Il reste donc deux cas a examiner.

26 cas : Pu ¢ Ob I . - On posera alors H(u) = G'(u) . En particulier si j
est un objet de J , qui n'appartient pas & I , on voit (en prenant u = lj ) que
1'on aura H(3F) = ¢'(3) .

3ccas:t j=oug ObI et i=pue Ob I . - On posera alors H(u)::miG‘(u).

H, = G!
J

fig. 6 .

Vérifions que 1l'on définit bien ainsi un foncteur, c'est-a-dire que toutes les
fois que 1l'on a deux fldches u: k ->m et v: m=-»>n de J , on a bien 1'é-
galité

H(vu) = H(v) H(u) .
On a & considérer divers cas possibles suivant 1l'appartenance ou non des différents

objets k¥ , m , n & la catégorie I .

lercas : ke Ob I .- Comme J est une A-extension, on aura u € F1 I et,
par suite, v € F1 I . Alors :

H(vu) = F(vu) = F(v) F(u) = H(v) H(u) .

2ecas : kfgObI, meObI.—-0naencore vebFlI. Alors :

H(vu) = 0, G'(vu)v= o, @'(v) 8'(u) = o F'(v) G'(u) = F(v) o G'(u)

= F(v) H(u) = H(v) H(u) .
36 cas : k,mfgObI, neObI.-0na:

H(vu) = 0, Gt(vu) = 0, ¢t(v) ¢'(u) = 5(v) 6¢'(uv) = H(v) H(L) .
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becas : k,m,ngO0bI.

H(vu) = G'(vu) = G'(v) G'(u) = H(v) H(u) .

H est donc bien un foncteur qui prolonge le foncteur F & la catégorie J .
Comme G est une extension cartésienne de F , il existe un I-morphisme foncto-

riel unique ¢ de H dans G .
Montrons que l'on peut définir un morphisme fonctoriel

©w: G -=G

en posant
o = o si ie0bI ,
0. = Y. si JgObJ .
5=y ié

I1 nous faut montrer que, pour toute fléche u : k ->m , on a 1'égalité

am Gt(u) = 6(uw) 0 -

ler cas : ke ObI ., - Alors ue F1 I, et

(-o'm Gt(u) = o G'(u) = o F'(u) = F(u) O = ¢(u) (‘Dk .

2ecas : k£ObI e meObI.-Ona:

E& G'(u) = o ¢t(u) = H(u) = by H(u) = ¢(u) ¥ = ¢(u) Ek .

3ecas : k,m¢€O0bI.-0na:

am G'(u) = Qrm H(u) = G(u) Q}k = G(u) ak. .

2Y

I1 nous reste maintenant a démontrer que ET est le seul morphisme fonctoriel de

G' dans G qui prolonge « . Soit donc un morphisme fonctoriel
o'': G' =->GC
tel que

| 3
0, = o (vieobI) .
I1 faut donc montrer que o' = © .

Pour cela, montrons que l'on peut définir un morphisme fonctoriel V't H—>G
en posant ¢
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lp si ie0b I ,
i

=
M
]

\,,3:@3 si j€O0b1I .

I1 nous faut montrer que, pour toute fléche u: k ->m de J , on a 1'8galité

Y

H(u) = G(u) ¢£ .

ler cas : ke ObI . - Alors ue F1 I et

1]}1;1 H(u) = lF H(u) = H(u) = F(u) = G(u) = G(u) le = G(U.) ‘!"1'{ .

2ecas : k¢ ObI et me Ob I.

o B(w) = 1 E(w) = H(u) = g 6'(u) = g} 6'(w) = 6(u) of = 6lu) ¥ .

Jecas : k,m¢g Ob I,

gt Hu) = ! ¢i(u) = a(u) o = 6(u) 4 .

Donc ¢' est bien un I-morphisme fonctoriel de H dans G et, comme G est

une extension cartésierme de F , ona ' =14 , et par suite

—

V= L o= o, ¥ J Ob I
fDJ \}J CPJ (Jé )’

donec ¢! = , ce qui achéve de montrer le lemme 2.

* [}
THEOREME 2 (Sur les extensions cartésiennes successives). - Soient une petite ca-

tégorie K , une sous-catégorie J de K , et une sous-catégorie I de J . Soient

d'autre part des foncteurs

F H I -96 9
Gs: J=>»C ,
H H K —96 .

1° Supposons que K soit une A-extension de J . Alors, si G est une exten-

sion cartésienne de F et H une extension cartésienne de G , le foncteur H

est aussi une extension cartésienne de F .

2° 8i G et H sont des extensions cartésiemnes de F , le foncteur H est une

extension cartésienne de G .
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by

Démonstration du 1°. = Soit une extension H! de F &a K . Comme G est une

extension cartésienne de F , il existe un I-morphisme fonctoriel unique o de
G! = H'IJ ‘dans G . Le lemme 2 montre qu'il existe un morphisme fonctoriel
¥ ¢+ H' =>H qui est le seul a prolonger o . Donc ¢ est un I-morphisme foncto-

riel de H' dans H .

Soit E‘: H' => H un I-morphisme fonctoriel. Il induit un I-morphisme foncto-
riel ©: G' ->CG . Donc p=c¢ et § prolonge © . Donc § = ¢ , ce qui achdve

de montrer que H est une extension cartésienne de F .

Démonstration du 2°. - Soit une extension H' de G & K . Comme H' est une

N

extension de F & K , il existe un I-morphisme fonctoriel unique ¢ ¢ H' =>H .

La restriction o de ¢ a J est un I-morphisme fonctoriel de G dans lui-
méme. Comme G est une extension cartésiemne de F , on a o = 1G s ce qui entrai-

ne que ¢ est un J-morphisme fonctoriel.

Réciproquement, donnons-nous un J-morphisme fonctoriel ' ¢ H' =>H . Clest un
I-morphisme fonctoriel, done ¢' = § , ce qui achéve de montrer que H est une ex-

tension cartésienne de G .
Nous allons maintenant définir la notion d'extension de type T . Pour cela, on
se donne :

~ Une petite catégorie I ,

- Un ensemble partiellement ordonné Q ,

- Une application w R qui & tout élément @ de Q fait correspondre un
sous—ensemble I® de Ob I de telle sorte que les deux conditions suivantes
soient réalisées :

(7)) ie1¥ et Hom(i, j) #8 => je1¥,

1
(1) o' gw => 1.
On peut alors définir une nouvelle petite catégorie J , notée
w
(I y Q3 (I )weQ) 9

laquelle sera une A-extension de I . On procede pour cela de la fagon suivante :
Ob J sera la somme des ensembles Ob I et Q (on identifiera pour simplifier

Ob I et Q aux sous—ensembles correspondants de Ob J ). F1 J sera la somme

FliermiQo (& 1%
we?
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(on identifiera encore F1 I et Fl (I aux sous—ensembles correspondants de FH.J).

Bien-entendu, on assimile ici 1l'ensemble partiellement ordonné Q & la catégorie
correspondante. Si o' £ w , on notera tww' la fléche ' -> w , unique élément

de Hom(w! ’ ®) .

Si us i -»J est une fléche de I , on la considérera encore comme une fldche

de source i et de but j dans J .

Si %, estune fléche de Q , on la considérera encore comme une fléche de

source o' et de but w dans J .
Pour tout we€ Q , on a une application canonique

M s mJ .

si ie1? , on notera tiw la fléche de J , image de i par cette application
canonique. Ce sera une fléche de source w et de but i .
Nous allons définir la composition des fléches dans J .
Soient uw: k=>m et v : m->n deux fléches de J . La fléche vu sera
ainsi définie :
ler cas : u, ve F1 1 (resp. F1 Q ). - Le produit des fléches u et v

dans J sera le produit des fléches u et v dans I (resp, Q ) de telle sorte

que I et J seront des sous-catégories pleines de J .

2ecas ¢ k=0w'eObQ; m=welbQ; n=1ie0bI .~ On posera

= i S. 3 T [
” tww' tiw' (ce qui est possible & cause de ( 2))

3¢ cas ¢ k=welObQ; m=1€0bI; n=jeoObI., - On posera

_ . . \ m
Vtiw = tjw (ce qui est possible a cause de (Ll)) .

En examinant les différents cas possibles, il est alors facile de vérifier que

1'on a toujours la relation d'associativité
(wu = wlwa) ,
c'est-a-dire que J est bien une catégorie.

Une extension de cette forme sera dite extension de type T de la catégorie I .

EXEMPLE ¢ Soient Q réduit au seul élément w , et I = 0b I . Alors J est la

catégorie obtenue en rajoutant & I 1'objet initial w .
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LEMME 3., - Soient J = (I, Q3 (Iw)wECQ une extension de type T de la caté-

gorie I , et un sous—ensemble Q' de Q gque l'on considérera comme une sous-

catégorie pleine de Q . La sous-catégorie pleine J' de J , définie par 1'égali-

té
ObJ'=0bITu ,

) .

peut s'identifier a la catégorie (I , Q' ; (I%)

wet

Ctest évident.

LEMME 4. - Soient J une extension de type T de la catégorie I , et K une

extension de type T de la catégorie J . Alors K est une extension de type T

de la catégorie I .

Soient

J= (I s Q3 (Iw)meQ) ’

K=(7,na; (3%

6eA) *

Posons E=Q®A .S o (resp. 6 ) est un élément de @ (resp. A ), on note-
ra ®w (resp. & ) son image canonique dans E . On voit immédiatement que 1'on

—

définit une structure d'ordre sur E de la fagon suivante :

Si E, NMe=E, onposera E <M si (et seulement si) on est dans un des trois

cas suivants :

lercas : E=w, M=o (0w, o' €Q) et wgo .
, M=26'" (56, 8" eh) et 856" .
N=% (6ed; weQ o wedId.

2e cas : E =

e cas ¢ E =
g étant un élément de E , nous noterons 15 le sous—ensemble de Ob I ainsi
défini
Si E=w et weQ, on pose 15 = 1%,
=8

si e et §eh,onpose I5=JnobT.

On vérifie alors sans peine que la famille (Ig)gea remplit les conditions (Tl)
et (Tz), et que la catégorie K peut s'identifier 3 la catégorie (I,=; (Ig)ge?)’

D'ou le lemme.

THEOREME 3. = Soient un foncteur F : I ->C , et une T-extension

T=(1,0; (19,9
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de la catégorie C . Supposons que, pour tout w e 2, la restriction de F & la

sous-catégorie pleine de I ayant ¥ pour ensemble d'objets admette une limite
projective (A, : L —F.)
_— iw W i%et

w

11 existe alors une extension cartésiemne G de F & J gqui est ainsi définie:

(w) = Ly VoweQ ,
. 3 w
G(t; ) = Ay, (fweQ; 1e17) ,
= Q
G(tww') Mot (v Tyt € T2 )
ou A ., est la fleche
Aoyt L,=>L
ww ) w

définie de facon unique par les égalités

. w
Mot = Mo M (vie 1V .

Vérifions d'abord que 1l'on définit bien ainsi un foncteur G . Soient donc deux

flédches u et v de J telles que g(u) = o(v) . Vérifions 1'égalité

¢(vu) = a(v) 6(u) .

Quatre cas sont & examiner.

ler cas ¢ u, ve F1 I . - Alors

¢(vu) = F(vu) = F(v) Flu) = ¢(v) a(u) .
26 cas :
,fu =ty (weQ; 1ie1¥) ,
ly : i->jeFLI .
Alors

G(vu) = G(tjw) = )\.jw ’
a¢(v) ¢(u) = P(v) G(tiw) = F(v) Mo

et on a bien A. = F(v) Ao .
Jw iw

3e cas
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Alors
¢(vu) = G(tiw,) =Myt
a(v) &(u) = G(tiw) G(tww,) = Ay Mt ?
et on a bien hiw' = hiw wa, .
4e oas :
u = tw’w"
(0, 0, " eQ .
v = tww'
Alors

a(vu) = G(tww") =Ny ?

G(V) G(u) = xw: )\u)'u)"

Pour tout i € IY , on a les égalités

( )

xiw wa" = xim" = Kiw' xw‘w" = xiw ww! Kw’w"

Comme les fléches (kiw) © forment une famille monomorphique, on en déduit bien
iel
)\(DUJ" = )\QX;U' )\wlwn

G est donc bien un foncteur extension de F . Montrons que c'est une extension

cartésienne de F .

Soit G' un foncteur qui prolonge F & J , et soit we Q. Les fléches

G’(tiw) : G& ->~Fi forment un FlIw-systéme projectif. Il existe donc une fléche

b4 G? =
o) w-éGw L

w w

définie de fagon unique par les égalités :
' _ . w
(1) G (tiw) = G(tiw) o, (vie1® .
Montrons que les (mw)wEQ définissent un I-morphisme fonctoriel ¢ de G' dans
G .
I1 faut donc vérifier que, pour toute fléche u de J , on a

(2) ‘ g 6! (u) = ¢(u) O *

fu

Trois cas sont & examiner :
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ler cas ¢+ u € F1 I , - Dans ce cas,

=1 et ¢t(u) = 6(u) = Plu) ,

%u = 'F(pu) ¢ “ou = ‘F(ow)
dtou (2).
2e cas : u=t, (we Q; ieI¥ .- 0n a alors
@Bu = lF(i) et w =0 ’
atou (2).

3¢ cas ¢ u = twwi avec w , 0! € Q. ~0n a

Il
)
0]
ot
S
Il
G

@Bu W "ou W
D'autre part, pour tout i€ I :
1 = ! $ = Q! = = a(+t.
G(tiw) @, ¢ (tww,) =G (tiw) G (tww,) =G (tiw,) = G(tiw,) 0,1 \(tlw) G(tww,) 0,1
et comme la famiile (G(tiw)) est monomorphique, on en déduit
iel

) =06t ,) o, -

4] G”(t o' W

® ew'!

Dtou encore (2).

©w est donc bien ur I-morphisme fonctoriel de G!' dans G . Montrons que c'est
le seul. Soit donc wa I-morphisme fonctoriel ¢ de G' damns G . Soit w € Q.
On a :

Lo . @y
6(t;,) b, = () (v i e 1%

Les conditions d'uni-<itd (1) cntrainent done =0 (VweQ , done =4 , ce
W ‘W ’ QD Y ?

qui achéve de montrer le théorenme.

Soit maintcnant un foncteur F : I —-> C . Supposons que l'on ait une suite d'ex-
tensions de la catégorie I :

- C [ond
I=Jy,cd, el

chaque Jﬁ dtant une extension de type T de la catégorie précédente Jﬁ—l
(1gmgn), et J, admettant un objet initial w .

Supposons que le procédé du théoréme 3 permette de définir pour tout m (1€m<n)
un foncteur

G ¢+ J ->C ,
m m

extension cartésienne a J, du foncteur G 4 (avec Gy =TF ).
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On peut se demander alors si les fléches
(6, {0y = 1) Jieqrr
définissent une limite projective du foncteur F .

On peut démontrer qu'il en est effectivement toujours ainsi. Nous ne le ferons

que dans le cas ol la catégorie C est supposée avoir des limites projectives.

L'application répétée du théoréme 2 montre en effet que Gn est une extension
cartésienne a Jn du foncteur F . Comme Jn est une extension de type T de la
catégorie I (1emme 4), et comme C admet des limites projectives, 1'extension
cartésienne Jn se construit par la méthode indiquée au théordme 3, ce qui entrei-

ne le résultat annoncé.

Comme application de cette méthode, démontrons les résultats indiqués dans 1'exem-

ple 4 du § 2.

En se reportant & la figure 3, on peut considérer que la catégorie I a cing ob-

jots notés a , b, c,d et e . On fait l'extension J. = (I, @ ; (1% )
1 1 mte
dans laquelle

Q = {i1 , ={b,c, e} .

Le théordéme 3 montre que l'extension cartésienne Gl de P 2 J1 se fait & par-

tir de la limite projective de F‘Iw , clest—-a~dire en posant :
—_ 1 —_ ]
G (tgy) =t G () = %
(u' et f' &tant définis comme il a &té dit plus haut).

. . . s B oo ®
On fait ensuite 1'extension J, = (J1 y 3 (Jl)weQ ) dans laquelle

2
02 ={j , k} (sans relation d'ordre entre j et k ) ,
JJ’-'{a;b,cye’i}, Jk={bsc,d’e’i}'

1
Le théordme 3 permet encore de construire G2 .

La sous—-catégorie pleine de Ji , dont 1l'ensemble des objets est (ay, b, i),

est pseudo-cofinale dans Ji « On voit donc, & partir du lemme 1, que l'on peut po-

ser

I
<

— " —_—
G2(taj) = f" , Gz(tij)

de méme

GZ(tdk = u") ? GZ(tik) = g' d
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On fait enfin 1'extension J3 = (J2 ’ 03 ; (Jg)wEQB) , dans laquelle

0

La sous-catégorie pleine de J2 , dont 1l'ensemble des objets est {1 , 3, X},

étant pseudo-cofinale dans J2 , on voit encore que
— n — "
GB(tjw) =g ’ GB(tk(D) =V .

D'ou la construction indiquée plus haut.

Pour obtenir la premiére construction indiquée dans 1'exemple (au moyen du pro-
duit fibré fg A uv ), il suffit de remarquer que la sous—catégorie pleine de I ,

dont 1'ensemble des objets est {a , ¢, b} , est pseudo-cofinale dans I .

Nous laissons au lecteur le soin de traiter de manidre analogue 1l'exemple 2 (as-

sociativité du produit direct) et 1'exemple 3.

Par contre, la méthode exposée dans ce paragraphe ne permet pas de traiter 1'exem-
ple 5, d'ol la nécessité de donner de nouvelles méthodes qui vont faire 1'objet du

paragraphe suivant.

4. Produits fibrés généralisés.

Etant donnée une catégorie G , on appellera donnée de produit fibré généralisé

dans € 1la donnée de deux applications
f:+ X = 0bC ,
g: Y -» ObC ,
(X et Y é&tant des ensembles), et la donnée, pour tout couple (x ’ y) e XxY,

d'un sous-—ensemble
AXy < Hom(f(x) , gly)) -

C ’ rd 3 Ve
ette donnde pourra 8tre désignée par (£(x) , Axy)(x,y)eXxY

& &tant une telle donnde de produit fibré généralisé, on appellera I-systéme

adéquat la donnde (xx : L -> f(x))XGX d'une famille de fldches indexée par X,

ayant toutes laméme source, et telles que

ueAX_y, veAX,y == uxx=vxy (y(x,x*,y) e XxXxY) .

Les ¢-systémes adéquats forment une catégorie si 1l'on considére qu'une fléche du

g~systéme adéquat (h; : LY > f(x))x dans le d-systdme adéquat

€X



21-19

()\.X: L -» f(x))XGX y

est une fldche k : L' -=> L telle que

A=Ak (f xe X) .
X X

Si cette catégorie possdde un objet final, celui-ci sera dit un produit fibré géné-

ralisé de donnée & .

EXEMPLE 1. - Produits fibrés ordinaires. Dans le cas ou Y = {yl et ou AKY= &%J

(v x € X) , ce produit fibré généralisé est le produit fibré des fléches (ux)xGX .

EXEMPLE 2. - Produits directs. Dans le cas ou Axy =0 (v x, v) , On n'a pas a

définir g , et le produit fibré généralisé est le produit direct Ioe(x) .
xeX

EXEMPLE 3. - Noyau généralisé. C'est le cas ou X = {x} .

On remarquera qu'une donnée de noyau généralisé peut &tre caractérisée par 1l'ob-
jet a = f(x) de € et par les ensembles Ay = Axy . Une telle donnée peut donc
8tre notée (a , A .

<

EXEMPLE 4. - Noyau ordinaire. Dans le cas ob X = {x} et Y = {y} , le noyau gé-

néralisé est le noyau ordinaire Ker Axy .

’ A
THEOREME 4. - La construction d'une limite projective peut se ramener a celle

d'un produit fibré généralisé.

I 4tant une petite catégorie, soit un foncteur F I -> C. On va définir une

oo

donnée de produit fibré £ de 1a facon suivante :

On prend pour ensemble X un sous-ensemble de Ob I , tel que ¥V ieOb I,
1x€X avec Hom(x , i) # # . (Un tel ensemble existe toujours, et en général de

bien des facons. On peut prendre par exemple X = O0b I .)
On prend pour ensemble Y 1'ensemble Ob I .
fi:@ X p=> F(x) ,
g: y +—> Fly) ,

Ay = (F(w)

ueHom(x,y)

Soit alors un F-systéme projectif A @ (ki : L ~9'Fi)'EObI « 11 est facile de
voir que les fléches (Kx : L ‘a'Fx)XEX définissent un F-systéme adéquat noté
S(k) , et que S se prolonge naturellement en un foncteur (encore noté S ) de la

catégorie des F-systémes projectifs dans celle des ﬁ—systémes adéquats.
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Réciproguement, donnons-nous un ﬁ-systéme adéquat u (ux e L - Fx)xex s On

peut définir un F-systéme projectif (hi : L -a-Fi)ieObI de la facon suivante :

Soit x € X tel que Hom(x , i) # g , et soit u e Hom(x , 1) « On posera

I1 est facile de voir que cette fl&che Xi ne dépend que de 1l'objet i et que
l'on définit ainsi un F-systéme projectif. En notant celui-ci T(u) , on voit sans
A
peine que T définit naturellement un foncteur de la catégorie des PF-systémes

adéquats dans celle des F-gsystémes projectifs.

ST et TS étant des foncteurs identiques, il en résulte que S définit un iso-
morphisme de la catégorie des F-systémes projectifs sur celle des ﬁ-systémes adé-

quats et que T en est le foncteur inverse.

A une limite projective de F va donc correspondre un produit fibré géndéralisé

A
de donnée F , et réciproquement. D'ou le théoreme.

THEOREME 5. - Soit & = (f(x) , Axy)(x,y)EXxY une donnée de produit fibré géné-
ralisé. A tout couple (x y y) € X x Y associons un sous-ensemble A%y de Axy ’
et soit (xi L' -» f(x))

un produit fibré généralisé de donnée

xeX

| - ]
3t = (£(x) , Aky)(x,y)eXxY .
Pour tout y € Y , posons
—_— L _ ) .
v X XGX,ueAxy
Soit k: L ->L' un noyau généralisé de donnée V¥ = (L' , B )

vy yeY
Alors le systéme X = (hx = AL k)xeX est un produit fibré géndralisé de donnde

® .

Soient u € Aay sy V€ Aby . On aura :
—_ 1 —_ 1
uha = uha k, vkb = vkb k .
Les appartenances uké ) vkﬁ € By entrafnent uhé k = vké k 4 ce qui montre que
(kx)xeX est un d~systéme adéquat.

Soit maintenant un 3~systéme adéquat §'= (ux L f(x))Xex . Clest encore
un ¢'-systame addquat. Il existe donc une fldche et M ->L' définie de manidre

unique par les égalités :

(3) by = AL b (v xeX) .
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La fléche | est un VY-systéme adéquat @ Soient en effet uké y vhé € By avec

Or U, = iy (puisque W est adéquat). La fléche y est bien un Y-systéme adé-
quat, et il existe donc une fidche m : M -» I définie de fagon unique par 1'éga-
1ité

On aura

(5) we = A m (v xeXx) ,

et par suite m est un morphisme de 1 dans N . Il nous reste 3 démontrer que ce
morphisme est unique, c'est-3-dire que les égalités (5) définissent complétement

m e
Soit donc une fléche m' : M ->L telle que

(51) by = A m' (v x eX) .

On aura
1 T | -
hx km! = kx n' o= (V X € X) .

Les &galités (3) entratnent alors
km' =y ,
et 1'égalité (4)

n'=mn ,

d'ou le théoréme.

REMARQUE 1. - Les fléches (x&)xex formant un &!'-systéme adéquat, on voit que

le sous-ensemble B& = (uké) de By se réduit & un seul élément.

x€X,u€A!
Xy

REMARQUE 2. - Le théordme 5 semble 8tre un cas particulier d'un théoréme général
dtassociativité dans le calcul des produits fibrés généralisés que nous n'avons pas
encore complétement dégagé et qui comprendrait comme autres cas particuliers les

théorémes 6 et 7.

Si dans 1'énoncé du théoreme 5 on prend A! =@ (V x, y) , la famille des fl&-

ches (A}) n'est autre que le produit direct 1l f(x) , et par suite :
x’ xeX <€X
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COROLLAIRE. = Le calcul d'un produit fibré généralisé peut se ramener & ceux d'un

produit direct et d'un noyau généralisé.

EXEMPLE ¢ Soient
I={1,2}, J={1,2} ,

£(1) =a, , £(2)=a,, e(1)=D , &2 =0,
A, =08Y, A, =fu, Ay ={vh, A,y =0w

Soient {v' , t'} 1le produit fibré t A v, et k = Ker(uv!' , wt') . Le produit
fibré généralisé de donnée & est le couple de fléches {v'k , t'k} . On le voit
en prenant :

1 — 1 — 1 — — 1
A11 - A11 ? A21 - A21 ! A12 == A22 *

On a alors
B, = {vt' , tv'} = {vt'} ,

[y

B, = {uv' , wt'} ,

[\S)

et il est facile de voir que la donnde de noyau généralisé (B B2) a pour noyau

1 ?

généralisé le noyau ordinaire k = Ker B2 .

1k
a
4 2 fige 7 .
=
w
b2

2
t
bl
Le théoréme suivant va permettre de montrer que le calcul d'un noyau généralisé

se ramdne 3 un calcul de noyaux ordinaires et de produits directs.

[ 4 .
THEOREME 6. - Soient & = (a , Ay)er une donnée de noyau généralisé, et, pour

tout y € Y , un noyau (ordinaire) ky s by ->a de A.y . Soit dtautre part

(py : b -> by)er le produit fibré des fldches ky .

Alors la fléche k = ky py (qui ne dépend pas de ¥y ) est un noyau généralisé de

donnée & .
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Soient u , v € A.y . On a uky = vky , donc uk =vk , et k est un @~systime
adéquat.

Soit w: m=-»>a un &-systéme adéquat. Pour tout y € ¥ , la fldche p est un
(a, Ay)-systéme adéquat. I1 existe donc une fléche by : m -a'by complétement

définie par 1'égalité

(6) po= ky Uy ’

et comme les fleches ky by sont indépendantes de y , il existe une fléche

q: m=>b complétement définie par les égalités

(7) by = Py 4 (tyey) .

y

On a donc
(8) w=kq ,

ce qui montre que q est un morphisme du (a , Ay)—systéme adéquat dans le systéme
k . Il nous reste & montrer que c'est le seul, c'est-3-dire que 1'égalité (8) dé-
termine complétement g . Soit donc un morphisme de W dans k , c'est=d-dire une

fléeche q' : m ->b telle que
(81) wo=kq' .
Tout revient & montrer que q' =q .

On a

k ' = kq! = [
Les égalltés (6) montrent donc que

= ! eyY
TS (vyey) ,

et les égalités montrent alors que q = q' . D'ol le théoreme.

by

Comme on sait que la construction d'un produit fibré se ramdne 3 celle d'un pro-
duit direct et d'un noyau ordinaire (voir § 1), les théortmes 5 et 6 montrent que
la construction de tout produit fibré généralisé (et par suite de toute limite pro=
jective) peut se ramener & des constructions de produits et de noyaux ordinaires.

En particulier

COROLLAIRE. - Si la catégorie C admet des produits directs et des noyaux ordi-

naires, elle admet des limites projectives.
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by

Pour retrouver le théoréme 1 3 partir de ce corollaire, il faudrait montrer que
1ton peut construire n'importe quel noyau ordinaire a partir de produits directs et
de noyaux de couples de fldches. Nous ne savons le faire que pour un noyau d'un en~

semble fini de fldches, et ce sera une conséquence du théoréme suivant.

THEOREME 7. - Soient, dans une catégorie C :

A < Hom(a ’ b) un ensemble de fldches de source a et de but b, -

A= 2 A.p une partition de A telle que Ap 48 (ypeP),

peP
kP t &, ->a unnoyau de Ap (ypep),
(.. : ¢ —9-ap)p€P le produit fibré /\ A_,

P peEP

t = kp Xp :+ ¢ ->a (fldche qui ne dépend pas de p € P ),
t =ut avec u € A (fldche qui ne dépend pas de u € Ap ),
s

= Ker[(tp)peP] : L->c.

Alors la flédche k = ts est le noyau de A .

On voit d'abord immédiatement que les fldches uk ne dépendent pas de u € A .
Soit maintenant une fldche k' : L! =» a telle que toutes les fléeches uk' (uea)

soient égales.
Pour tout p € P, il existe une fléche ké s I -e-ap complétement définie par
1'égalité

k' = k!
(9) kL

et une fldche r : L! =>c complétement définie par les égalités

(10) ké = xp r (v pe P) .

Soit u € Ap . On aura :

t. r=utr=uk_A_r=uk_ k'=uk' ,
p PP PP

qui ne dépend pas de u € A , et donc ne dépend pas de p € P .

Par suite, il existe une fléche p : L' => L complédtement définie par 1'égalité
(11) T=8Sp .
On a donec :

k' =%k k! =k A\ =tr=1t = .
o 5p o Mp r r sp kp

I1 nous reste & montrer que 1'égalité
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k' = kp

détermine complétement p . Soit donc une fldche p' : L' ->L telle que

k' = kp' .
On aura alors
k' = kp' = tsp! = kp Xp sp! (ypeP) .
L'égalité (9) montre que
ké = kp sp! (V p € P) .

Les égalités (10) montrent que
r=sp' ,
et 1'égalité (11) montre que p = p' . Dol le théoreme.

COROLLAIRE 1. - Si A a un nombre fini d'é1éments, Ker A peut se construire au

moyen de produits directs finis et de noyaux de couples de fléches.

Montrons cela par récurrence sur le nombre n des éléments de A . Clest évident
si n=0, 1, 2 . Supposons le théoréme démontré toutes les fois que 1l'ensemble
A a strictement moins de n éléments, et supposons que A ait n éléments
(n > 2) . On fait une partition de A en deux ensembles A1 et A2 , ayant stric-
tement moins de n éléments, et on applique la construction définie dans le théo-
réme 7. Cette construction ne fait intervenir que celles de noyaux d'ensembles de
fldches ayant strictement moins de 2 éléments, et un produit fibré de deux flé-
ches qui se raméne 3 un produit direct et & un noyau d'un couple de fléches. D'ou

le corollaire.

COROLLAIRE 2. - Si I est une catégorie n'ayant qu'un nombre fini de fl&ches, la

construction de la limite projective d'un foncteur F : I —-» C se raméne & celle

d'un nombre fini de produits directs finis et de noyaux de couples de fléches.

C'est une conséquence immédiate de tout ce paragraphe.

On retrouve en particulier le fait que si la catégorie C posséde des produits
directs finis et des noyaux de couples de fléches, elle posséde des limites projec-

tives finies.

EXEMPLE : lMontrons comment ce qui précede permet de traliter l'exemple 5 du para-
graphe 2. Le théoréeme 4 montre que la construction de la limite projective de F

peut se ramener & celle du noyau généralisé dont la donnée & est ainsi définie :
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o

={a,b,c} )

Fa ] g(b) =F

I={a},

£(a) = gla)

il

b ! f(c) = Fc )

A = {1Fa} y A= {v,w}, A {sv , sw, tv, tw} .

Le théoreéme 6 conduit & introduire les noyaux

k' = Ker A et k"
ab

I

Ker A ’
ac

et le produit fibré f{o , B} =k' A k" . k'o =k"p est alors le noyau généralisé

cherché,

Quant 3 la premidre méthode indiquée dans cet exemple 5, nous laissons au lecteur
le goin de la déduire des considérations simultanées des § 3 et § 4, quoique, ici
encore, l'introduction de 1'hypothétique "théortme général d'associativité des pro-
duits fibrés généralisés" (dont nous n'avons pas voulu donner une liste fastidieuse

de cas particuliers) permette de 1l'obtenir beaucoup plus simplement.
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