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Séminaire DURREIL-PISOT 18-01
(Algébre et théorie des nombres)

19e année, 1965/66, n° 18 18 avril 1966

OUBLOUES RESULT/TS D!ALGERE NON ASSOCIATIVE

par Mme Monique BERTRAND

1. Raggels .

On va étudier quelques propriétés concernant certaines algébres non associatives

définies sur un corps.
Etant donné un corps de base, noté F , une algébre non associative A est
alors ¢

- un anneau non associatif,

- un espace vectoriel sur T ;

pour tout x et tout y de A, pour tout o et tout g de F, ona:
alx +y) =ox + oy 3 (@ + B)X = oxX + BX 3
a(px) = (aB)x ; alxy) = (ex)y = xlay) .

On se borne aux algébres de dimension finie, dont on rappelle la définition

I1 existe dans A , n éléments © 5 s+, formant une base, c'est-d-dire

que
n

- pour tout x €4 , il existe g , ..., E €F telsque x= 2 €5 € 3
n n i:.‘l

-si x= 2 E; e et y= 2 Ty ey » 1'égalité x =y entraine g, =1,

i=1 i=1
pour tout i .,
D'autre part, les axiomes précédents entrainent l'existence d'éléments de F

nO'be'S Yijk (i:l,ooo,n, j:l,...,n, k:l,...,n) telsque

n .
e 5 = kzl Yik Ok pour tout i et tout j .
C'est ce que l'on appelle la table de multiplication de A .

A tout x de A, on associe les transformations Rx et LX 3
tiplications & droite et & gauche définies par x , avec, pour tout y e A,

R.(y) = yx ; LG) =x .

s ce sont les ml~ -
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On rappelle alors les résultats suivants :

- 8i 1'algébre A posséde un élément unité, tout x € & est racine des équa~
tions caractéristiques des transformations Rx et LX .

- Quelle que soit l'algebre A définie sur F , il existe une équation & droite,
unique, vérifide par tout x de A , telle que son degré soit minimum ; son pre-
mier coefficient est 1 , ses autres coefficients sont des polynfmes en &; , +e., €
(composantes de x ).

Ctest l'équation minime & droite de x , ou équation principale & droite de A ,
ou équation au rang & droite de A ; son degré est le degré & droite de 4 .

En particulier, si A ne posséde pas d'élément unité, le polyndme premier mem—
bre de 1l'équation au rang, n'a pas de terme constant.

Mémes résultats & gauche.

2. Algebre des transformations de A .

Soit donc une algébre A ; on définit 1l'algébre des transformations de A de la
fagon suivante :

On considére l'ensemble des polynémes P[R_ , eee , R. , L, seea, L ], ol
X X ¥y y

les x; et les y, sont des éléments quelconques de A I: 1'algébre des transfor-
mations de A , notée T(A) , est 1l'algdbre engendrée par ces polynémes et la
transformation identique I . T(A) est alors une sous-algdbre de 1l'algébre M(A)
des transformations linéaires sur 4 .

51 n est la dimension de A , cette algébre M(A) est de dimension n2 . T(a)
est donc de dimension finie inférieure ou égale 2 n , puisque c'est une sous-
algebre de M(A)

On va s'intéresser & la dimension de l'algdbre associative T(4) , et pour cela
se restreindre au cas ou A est commutative, c'est-d-dire Rx = Lx pour tout
xed .,

10 5i A est associative : pour tout x, ye A, R_R =R 3 alors

Xy Xy
R R =R = Z Yss R v (i, 3
ey ey ©185 1o 13k Ty ’ ?
si donc r désigne le nombredcs R, linéairement indépendants. la dimension de

i
T(A) est r+1 .

On peut se demander si, réciproquement, la propriété R Ry =R, , vraie pour
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tout (x , y) € A, entratne 1'associativité de A : & ce sujet, A. ALBERT a démon-

tré les résultats suivants :

- Une algebre L , ayant un élément unité & gauche, est associative si, et seu-
lement i, R(A) , espace vectoriel des multiplications a dfoite de A, est une
algébre.

- Soit AO une algebre associative de dimension n > 1 sur un corps F infi-
ni ; on suppose que A, posséde un élément unité ; R(AO) est alors une algdbre;

il existe alors une isotope non associative A de A, telle que R(AO) = R(&) .

2° 81 A n'est pas associative : la dimension de T(A) est comprise entre

s

r+1 et n° .Onva définir alors la notion de ngrade" de T(A) .

3. Grade de T(4) .

Soit N 1la dimension de T(4) :
2

r+lgNgn .

-Si N=r+1, on peut prendre pour base de T(4) : I, Ry 5 eee s R
1 r
-5 N>r+ 1, orn considére les éléments Rij de T(A) définis par :

Rij =R, R, pour tout couple 1, ] (de 1 & r). Les Rij ne s'expriment
i 73
pas tous en fonction de (I , R, 5 ave s Ry ) , sinon tous les éléments de T(A)
1 r

s'exprimeraient ainsi et la dimension N serait r + 1 .
I1 existe donc un nombre s d!'éléments Rii linéairement indépendants entre

eux et indépendants des (I , R

e . c e s R °

1 er

-5 N=1+r+ s, ona trouvé une base de T(4) .
-51 N>1+r+ 8, on forme
Ry =B, R, Ry pour tout (i, 3, k) ,

ijk e; "

et 1'on procede de méme.

Le nombre N étant fini, cette suite d'opérations s'arr&te, et la base obterme
s'éerit : '
I,{R },{R .3}, {R <1, oeo, {R, . A S

CH 1,1, 114,70 ’ 1jiye0ed

1 273

L'entier q , qui est le nombre maximum (ou ordre) de facteurs R, formant les

Pe ’ rd 1
éléments de la base, est appelé le grade de T(A) . L'entier q ne dépend pas, en
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effet, de la base choisie ; car si pour une base (ei) , on obtenait un entier q,
et, pour une base (e{) , un entier q' < g , un élément de la premiére base de

T(A) , soit R, «««R s'exprimerait linéairement en fonction d'éléments tels

1 q
que

Rb. eoa Rb. avec s<qt

donc en fonction d'éléments tels que
Re. cee Re. avec sgq'<q ,
i i
1 8
ce qui est impossible. Donc, q' =q -

Condition nécessaire et suffisante pour que T(A) ait pour grade q : dire que

T(A) a pour grade q , c'est dire que tout élément de la forme R, =~ ... R,

i i
1 +1
est combinaison lindaire d'éléments de la forme I , R, ... R, ~, avec p.% q s
1 ip
Rei seo Rei = F[I ) Rei o Rei Rei g oo Rei soe Re. _I .
1 q+l 1 2

1 1q
Quel que soit 1'élément &, , on aura : |

Re. seon Re. (ek) = F[ek 3 Rei(ek) 9 eee o Re eee Rei (ek)] 3

11 Ta+l 1 q
‘Rappelons d'autre part que 1'altitude d'un produit non associatif est le nombre
de Mgénérations" donnant naissance au produit : ainsi 1'altitude de [(ab)c]d est
3, et celle de (ab)(cd) est 2 .

I1 en résulte la condition suivante :

Pour que T(A) soit de grade q au plus, il faut et il suffit que tous les
produits d'éléments de la base de A , d'ordre q + 2 et d'altitude q + 1,
s'expriment linéairement en fonction des produits d'ordre inférieur, et cela de
manidre compatible ¢ clest-ad-dire que, dans 1l'expression

[[( )C_- j,-. “ae ]e. = { 3 y eee y . : eee . }
*x el euﬁ i t[[ek % %1 (ek)elq ]ell

en remplagant e, par tous les éléments de la base de A , on obtient toutes les
autres expressions du systéme.

L'introduction de cette notirn a été suggérée par des problémes d'algbre géné-
tique. En effet, étant donnée une population & laquelle on fait subir un nombre
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quelconque de croisements successifs, on sait alors qu'il suffit de lui faire su-
bir au plus g croisements successifs pour connaitre le résultat. On va mainte-
nant appliquer ces notions & 1'étude de quelques algébres non associatives parti-

culidres, que l'on rencontre en généiique.

4, "Special train algebras”.

Ces algdbres ont été introduites par I. M. H. ETHERINGTON. On va voir que, dans

certains cas, le grade de telles algdbres se déduit du degré de 1'équation au rang.

Tout d'abord, une algdbre A est dite pondérée sur F s'il existe un homomor-
phisme w : A —>» F , qui soit un homomorphisme d'algébre non singulier. Si
N est le noyaude @, & -N est de dimension 1 . Une algébre pondérée commu-

tative est dite "special train algebra" lorsque 3

- N est nilgotent d'altitude o : tous les produits d'altitude o sont mls.
1 - yd
- N, N, oo, v , L L N = (ensemble des combinaisons linéaires de pro-
duits d'altitude k ) ] sont des idéaux.

On démontre alors que, dans une telle algebre, il existe une base @

€, Ul 5 see U
telle que

n-1
x=ge+ 2 Tyuy avec £ = w(x) 3
1

2 N s

e =e + (ui) , combinaison linéaire des u, ;
eug = (w5 Uy, s |
uy Uy = (uj+1 s Ugio s ce s un-l) pour tout (i, j) , avec i j »

cen un—l) pour tout 1 ;

GONSHOR a alors étudié l'existence d'idempotents dans de telles algebres : elles
possédent en général un idempotent non mul, unique sous certaines conditions.

Nous nous plagons dans ce cas : la base est alors donnée par :

ezze; eu, = (u, , u, ceo y U L)
i 1?2 Tisl ! ? “nel ’

u; Uy = (uj+1 »Us00s ee s un-l) .

Nous allons donner les résultats relatifs & de telles algebres quand le noyau
est nilpotent d'altitude 1 , et nilpotent d'altitude 2 .

1° Noyau nilpotent d'altitude 1 . - Alors e2 =e, u uj =0, vi,J.



n=-1
ou; = Ay up o+ 2 By o
i+1
On forme 1l'équation au rang de A :
xk+l+6lxk+...+6kX:O l1gk<n ,

ou encore, avec des racines éventuellement complexes ¢
n
x(x - 2)(x - Py E) eer (x = Pt €) =0 avec X =¢£e + igi Ty vy » ol
() k=1 .- x(x=-€) =0C . Alors, comme
5 n-1
X -EX=E % ni(.’aeu:.L -u;)

nécessairement
1
eui =7 1‘15.
(en supposant que F a une caractéristique différente de 2 ).

On voit alors que dans T(A)

1 3
ReRe :-?I-l--zRe s
1 .
R Ru. == Ru. pour tout i ,
i i
R R =R pour tout i ,
u, ‘e uy
R.Ru.=o pour tout (i, j) .
J

Ie grade de T(A) est donc 1 .
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g :(D(X) .

On peut voir d'autre part que R_, qui vérifie son équation caractéristique,

de degré n , vérifie 1l'équation de degré 2 :

2
2 _ 3.
sz'ngx“%_I *

De plus, tout élément T de T(4) , qui s'éerit T = ol + R, , vérifie 1'équa~

tion ¢

2
T2-(2a+-32§)T+ (oz2+%—+%§a)1=0 .

() k=2 o~ x(x=-€)(x=pg) =0, p est réel. Alors,
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xz-gx:g 12 T]j._(2eui—ui) s

n-1

2 % Iﬂi[z(eui)e - eui] L

x(x2 - EX) = €

n-1
2
x(x - €)(x = pE) =€° 2 T\i[Z(eui)e - (2p + l)eui + pui] .
1
Donc, dire que l'équation au rang est de degré 3 , c'est dire que :
2(eui)e - (2p + l)eui +puy =0 pour tout i .

On peut voir alors que 3

_ 3 3 1
ReReRe_(§+ )RR —(«29-+§)Re+-%l,
.RezRu.’
i
R R R =R_,
u. e e 0.
1 i
Re Ruj_ Re = Re Rui R
1
ReReRu.':"%Ru * (p+'f)Re Ry, s
i i i
R R :Oc
W Us

La base est donc contenue dans

I,R

o s R R R, .

u, ’Re e’Reu
i i

Le grade est donc 2 eu plus.

Ici encore, R vérifie une équation du 3e degré :

Ri-g(%+ p)Ri+ gz(%9-+%)ax-§3.§1=o .
(c) Cas général. - L'équation au rang, de degré k + 1 , s'éerit :
x(x - g)(x - p; E) eee (x=p, 4, €E) =0 ,
ce qui équivaut & la relation @
Rk(u.) = a Rk'l(u.) +oeee u, our tout i .
e i 1 e i & % P

Les racines de l'équation :

k k=1
X:alx +o.o+ak’
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sont les xi , ce qui prouve que les xi distincts sont au nombre de k au plus.
D'autre part, on voit facilement par récurrence que ces racines sont ¢
1
PL 2 Po s oo 5 Py 275 5
ce qui prouve en méme temps que les racines de 1l'équation au rang sont réelles,

puisque ce sont les )‘i .

On va prouver que le grade est k au plus, c'est-a-dire que la base est conte-

nmie dans
2 k
I,Re,Re, ...,Re ,
k-l
R ,R R , «e0 , R R ,
ug e u, e uy
(on a toujours R, R = R, ).
i i
Montrons tout d'abord que :
k+l
Re —BkI+Bk—1Re+..‘+BOR]e{’

clest-d=dire qu'il existe Bo s =oc s By tels que :

BO+ "'+Bk=1

Rk+1 (

k
e ui) =Bkui+ eee + BO Re(ui) )

ou encore, en remplagant Rlé(ui) par sa valeur :

Bt By =a g

L N )

Bj+80aj=alaj+aj+1

2
By *Bpa =28 +a,
Bk+ooo+BO=1 P

En ajoutant membre & membre les k premidres égalités, et en utilisant la dernid~
re ¢

k k
ﬁo(%ai-l)=(l+al)(%ai-l) .
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—Sl_ %ai#l »

50=1+a1
By =8 =5
Py =%~ %
Br1 = B = g
s

Donc, si 1 n'est pas racine de 1l'équation dont les coefficients sont les a, @

k+l k=-j k
R, == I+ (ak - ak-l)Re + eee + (aj+l - aj)R.e + eee + (1 + a.l)R.e .
k
- Si %aizl .

Cette condition est nécessaire et suffisante pour que Rz s'exprime en fonction
des Rg s J <kt onaalors
k k-1
Re =8 I+ &1 Re +oese 4 o8y Re .
D'autre part, on voit facilement que

k k=l
R R = R + eee + R R .
e Ty & uy 8 e uy

Le grade est donc k au plus.

On peut voir encore que R.x vérifie une équation de degré k + 1 . On pose :

n-1
R, =ER_ + % T‘iRui ,

on calcule Ri de p=1 & p=k, et par identification, 1l'on trouve :

°

k+l _ k+l p+l k=p
RX = =g a, I+ eee +E (ap+1 - a.p)Rx + oo + E(1 + al)Ri .

2° Noyau nilpotent d!altitude 2 . - La base s'éerit alors :
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e,ui,mj, avec N:(ui,mj) s
“=e; u = () 3 w =0
= H 1 %M 3/ 5 ,]mk ’
euiz(ui,wj); ewj=(mj); uiwjzo .
Alors,
Ne(w ,0); N=(); ¥=(0© .
- i) j ? - j?
On pose ¢
m n-1
x=§e+Zéiui+anwk .
1 m+1
(a) k:2.

x(x - g)(x - pg) =0,

X2=§2e+2§ZGieui+2§anewk+Zai5juiuj,

x2~§x=§25i(26ui-ui) +§Zﬂk(2ewk-wk) +26i6‘j ug Uy,

x(x* ~Ex) = €25 8;[2(eus)e - eu,] + ) T l2(em)e ~ ew, ]

+2 g 85 63’ e(ui uj) + B2 85 6:][2(91,1:‘_)uj - uy uj] .

Dtol, x(x = E€)(x - pE) = O équivaut 2
2 85 §2[2(eui)e - (2p+ l)eui + pui] + 2 Ty §2[2(ewi)e - (2p + l)ewi + pwi]

+ 2 85 63‘ §[2(eui)u'j + (u:.L uj)e - (p + l)ui uj] =0 .

Cette identité doit &tre vraie pour tout 'ni et tout sj s on voit alors qu'elle
est équivalente au systéme ¢

( 2(e1,1i)1;1:j + (ui uj)e - (p + l)ui u, = 0

/ -
2(eui)e (2p + 1)eu:.L +pu; =0

\

i 2(ewg)e - (20 + Lew; + pwy =0

~

Ce systéme de 3 relations ne permet pas de conclure ; mais on voit d'autre
part que, si l'on écrit :

Uy g =2 Ay
(ui uj)e =2 )Lijk oW, »
[(ui uj)e]e =2 )‘ijk(emk)e .
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or (ewJ)e = (p + ’12)9‘”1: - 5w, dlou

[(ui uj)e]e - (p + -;—)(ui uj)e + -S—ui U, = o,

relation que 1l'on adjoint aux 3 précédentes. On voit alors que les produits
dltordre 4 s'expriment en fonction des produits d'ordre inférieur, et cependant,
les relations ne vérifient pas la condition de compatibilité. I1 faut donc consi-

dérer des produits d'ordre plus élevé.

Le calcul montre que la base est contenue dans :

I,Re,Rui,

R,% R R ,R R ,RR ,R R ,
i i Wy i Y

R,R R ,R R R . : -

: 5 i 3

Le grade est alors 3 au plus.

(b) k=3 .- x(x=-¢g)(x-pg)(x -0f) =0 . Comme précédemment, on obtient:
2 8y g3[2[(eui)e]e - (2p + 1 + 20) (eui)e + (Rpo + o + p)eui - cpui]
+ 31y 2L (owy)ele = (20 + 20 + 1) (ewy)e + (20 + o + pewy = opuy |
+2 65 85 €1 2L(euy)uJs + 2L (eny)eTuy + [(ug uy)ele

[}
}

-(p+o+ 1)(ui uj)e - (Rp + 20 + 1)(eui)uj + (po + o + plu, u.J =0 .

1
D'oli, comme au cas précédent, 3 relations.
Meis, de plus : uy ug =2 Mgk @ o @lol
[[(u.:.L uj)e]e]e = {[(u:.L uj)e]e i (ui uj)e ) Uy uj} .

D'autre part : ewy =2 Ay W +Zuik w5 dlob ¢

(eui)uj =2 My U Uy s

[(eui)uj]e = 2 Aqy uy uj)e .
Et en utilisant la relation précédente :

[[[(eui)uj]e]e]e = {[[(eui)uj]e]e 3 [(eui)uj]e ; (eui)uj} .

D'ol le systéme de relations :
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[(ew;)ele = [(ew;)e 5 ewy 5w,
[(eui)e]e = [(eui)e 3 euy ui] ,

[[(w; uy)elele = [[(u; ujlele 5 (v wyde 5 v wyl,
[[[(eu )u JeJe]e = [[[(eu Juslele ;5 [(eu;)uy ]e 3 (euy)uyl
[ (euy )eJu = ([ (e, )u; Je s (eui)u 3 [(u U )e]e 3 (v ugde 5y ugl .

Le calcul montre que le grade est 5 .

(c) Cas généra.l. - De méme que plus haut, 1l'identification donne 3 rela=-
tions ¢

k . k 1
Re(ui) = al (u ) + eee + a:k ui y

k _ -]
Re(wi) = al Re (u)i) + eee + ak wi ’

et une autre ralotion limnt les X autres produits d'crdre k + 1 2 ceux d'ordre
inférieur.

De plus :

uiuj=2)‘ikwk’d°u

k k-1 ,
Re(ui uj) =a R (ui u.) + oeee + ug Uy

eui:Z )‘ikuk+zuikwk , (eu )u =2 hlkuku
ng[(eui)uj] = a Re [(eui)uj] + eee + ak(euj_)uj .

l:(euj_)e]u:j =2 )‘ik(euk)uj . D'ol 1'expression de
Rell(eny)elu,]

et ainsi de suite jusqu'a K o
Re[Ruj R, (ui)]
qui s'exprime de méme.
D'ol le systéme de relations :
Rlé(ui) = a; Rlé"l(ui) + oese o8 Uy,
Rl{(w)— Rk-l(u))“" co.+aku)i’
Rk(u u)-—a1 Rkl(ulu)+ oo +oag U Ug
R [(eul)u ] =a R 1[(31;1)115] + eee + ay (euy)u,

L N J ’
Rk[Ru RE(w;)] = a; RE™ 1[Ru RE(03)] + eon + oy Ruy RE(y) ,
Rk[Ru RE=2 ()] = a, Rk"l[Ru RER(0g)] + eee + 8y Ry, RE=2(w;)
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k-1

et la 3e relation, exprimant R R (ui) .

Considérons les produits d'ordre 2k . Ce sont :

Rk-1 . k-l . k=2 . k=3 . :
2

k—2-p p . .
R Ruj Ro(uy) 5 «o0 5 BT R, R (uy)

tous domnés par les relations du tableau, et

-2 k . . gP 2k~2-p . . k=2
RS R, RE() 5 oee s BD Ruj RO P(w,) 5 ee 5 R ORS ()
ou ng(ui) peut &tre remplacé par sa valeur. Tous les produits d'ordre 2k s'ex-
priment en fonction des produits d'ordre inférieur, cependant la condition de com-
patibilité n'est pas remplie. Le calcul montre que le grade est en fait de 2k - 1.

Iarsque le noyau est d'altitude quelconque, les calculs deviennent compliqués.
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