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Séminaire DUBREIL-PISOT 16=01
(Algsbre et Théorie des nombres)
19e année, 1965/66, n° 16 28 mars 1966

ULTRAPRODUITS ET ANNEAUX PRIMITIFS

par Michele FERRANDON

|, Filtres et ultrafiltres.

On rappelle que, étant donné un ensemble I , on appelle filtre sur I , une fa-

mille $ de sous-ensembles de I , non vide, vérifiant les propriétés suiventes :
10 pés,
20‘ ] S1 , 82
30 ySeg,et T telque ST, alors Te S .

€% = S5 nS; € 5,
L'ensemble des filtres sur I est ordonné par inclusion, et inductif. Un filtre
maximal est appelé un ultrafiltre.

PROPRIETE. — Une condition nécessaire et suffisante pour que % soit un ultra-
filtre est que ¥ T<I, T ou I -TeS .

On appelle base de filtre sur I , une famille @ de parties de I , non vide,

~ vérifiant les propriétés suivantes :

1o gge,

2 ¥ S S,e B, 3S5,eB telque S, S n3S, .

1?72 3 3 1 2
Etant donnée une base de filtre ® , l'ensemble des parties de I contenant un
élément de ® est un filtre (c'est le plus petit filtre contenant 6 ).

2.+ Ultraproduits.

Seit (Ai)ieI une famille d'ensembles indexés par un ensemble I . On considére

A= (0 Ai) leur produit. Soit § wun filtre sur I . La relation

iel ?
a=b mdulo § <=> {i| a;=b}es
est une relation d'équivalence.
Si § est un ultrafiltre, l'ensemble quotient « = A/5 est appelé un ultrapro-
duit (ou ultrapuissance, si tous les A, sont identiques).

PROPOSITION 1. - Si les ensembles Ai sont des anneaux, et si § est un filtre
sur I, A/S est un anneau.
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Soit S(a) = {1 | a; # 0} 1le support de a dans A3

0(a) = I - 8(a) = {1 | a; =0} .

L=f{a] a=0 (8} estun idéal bilatére dans A ,

ael <> 0(a) e 5 .

- a,bel <= 0(a) , 0(b) €5,
0(a =b) 2 0(a) n O(~b) = 0(a) n O(p) => a-Dbel ;
- ael, bedld:

0(ab) 2 o(a) s 0(ba) 2 0(a) , gb,bael .
Donc A/% = A/L .

Dans toute la suite, & désignera un ultrafiltre sur I .

3, Conservation de certaines propriétés dans les ultraproduits.

Remarque. - Soit une propriété P , vérifiée par tous les A, , et telle que «
vérifie P . En fait, il suffit que l'ensemble d‘'indices des anneaux qui vérifient

P appartiemne & & .

J={1] & vérifie P} JesS |

st={S|] S€J, S8} ;
%' eost un ultrafiltre sur J .

A= (0 Ay Av = (W Aoy -

Tl existe une injection canonique de A' dans A
o = A/S ar = Ar/5 .

Soit aeldA, a= (ai)ieI ; on lui fait correspondre

al! € A! a' = (a!). a!:..'
? (i)leJ’ i 5% ¢

On voit que, si a=b (% , alors a' =Db' (5') . On a ainsi une application

]

de ¢ dans d' , qui est un isomorphisme.

On notera 4 l'image dens ¢ d'un élément a de A par la surjection cenoni-
que A —> d. '
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PROPOSITION 2. - Un ultraproduit de corps est un corps.

aed, 4#0. Ceci équivaut & S(a) € § .

Soit be A tel que :

~-si ie8(a), by
~si i¢S(a), by

nou
(@2

O(ab = 1) =0(ba -=1) =S(a) e § ,

A ~
b =ba=1 .

On montre de méme qu'un ultraproduit d'anneaux premiers (respectivement sans di-

viseurs de O ) -est un anmeau premier (respectivement sans diviseurs de 0).

PROPOSITION 3. - Si tous les Ai sont des corps ordonnés, d est un corps or-

donné.

soit w(a , b) = {i | a; $b;} . Supposons a= a' (), b=bt (%),
w(a, b) €5 . Alors

w(a , b) nO(a-a)nold=-b)cawla,b)es .

On pose

A "~
8<b <=> w(a,b)es .
"On a bien une relation d'ordre :

- réflexivité : w(a, a) =1€ & ;

- anti-symétrie : w(a , b) nw(d , a) = 0(a =b) € §;

- trensitivité : w(a , b) nw( , ¢) swla, c)es.

On vérifie facilement que l'on a une structure de corps ordonnés.

Remarque. - 5i, sur chaque Ai , la relation d'ordre est totale, il en est de
méme de .

PROPOSITION 4. - Si tous les Ai sont des corps commutatifs algébriquement
clos, il en est de méme de d .

PROPOSITION 5. - Un ultraproduit d'espace vectoriel est un espace vectoriel.

Soit Vi un espace vectoriel & droite sur un corps Ki . On considére les ul-
traproduits _
v=(0Vv)/5, %= (@K)5 .
¥ est un groupe commutatif sur lequel on fait opérer ¥ _de la maniére suivante 3
A

‘GEV, fce}’\:, %.f(:,(viki)iel .
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Cette définition est indépendante des éléments v et k appartenant aux classes

% et k, et donne une structure d'espace vectoriel.

Remarque. - Si § est un ultrafiltre contenant une partie finie de I , alors :

s={s| scI, ijes} ,

i . étant un é1ément fixe de I .

0

Alors €~ A; au moyen de la bijection qui & & fait correspondre a;
0 0

4. Application aux anneaux primitifs.

DEFINITION. — Un anneau A est primitif s'il existe un /-rodule simple et fi-
dél@ V .

Le commtant de A sur V, £,(V) estun oorps K, et A est un sous-ammeau
dense de 1'anneau f.K(V) .

THEOREME. - Un ultraproduit d'ammesux primitifs est un anneau primitif.

Soient A, primitif, V, un A;-module simple et fidele

v = (I Vi)/S , a=(n Ai)/S .

A A /\
¥ est un O~module au moyen de a.v = (ai vi) :

Clest un O-module simple. Soient § , X e ¥,

X#£0 <= 3(x) e 5 .

-8i ieS(x), 3a eh; telque y; =a; X

- si ie 0(x), posons :

ag =0, a:(ai)iel, O(y - ax) 2 S(x) € § ,

A A A
Y = 8X

Clest un O~module fidele.

8#0 <= S(a) e s .

- a4 . A .
Si ie S(a), 1x, €V, tel que -a; X, #0;

~si i ¢ S(a) , posons :

Xg = 0, x= (xi)iGI , S(ax) = 3(%) e ¥ ,

BX#£0 .
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Le commtant de © sur V est isomorphe & l'ultraproduit des commutants.

% = (I Ki)/3 , £,(¥) =2

Soit ke X s k= (ki)

ieI ) A
L'spplication qui & X e V fait correspendre (x; k )ieI

5 €Y estun élément §
de A .
k¥ ~—> & est un homomorphisme de ¥ dans A ; il est surjectif.

Soit § €A o ¥ étant un G-module simple, & est déterminé par 1l'image d'un
élément non nul de ¥, R s
A A
Xed = y .
Soit J={i| 13 a; € by, a,x =0, a7y # 0} .+ Supposons que J € § .

Soit aeh, a= (a);5 ,» défini par :

~-si 1€J, az X, = 0, a vy; #0 .
I=0(ax) , 8.Xx=0 ,
Jcs(ay) a.y#0 ;
mais § = X.6 exige que si 8.8 =0, on ait &.5 = O . Done :

J£S <= 1-Je€F, pour iel-J .
’ o 3 P e .
L'application X > v définit un Ai-endomorphlsme de Vi R ki € Ki .
Pour i e€J , posons k, = o,
A A
kz(ki)iel’ y':(xi ki)iel, y':y o
§ est l'image de & dans 1'homomorphisme précédent qui est un isemorphisme.
Soit Ci le centre de bKi , et soit I' le centre de X; ¢
F:JC:HCi/S .
C peut &tre considéré comme un sous-corps de I , au moyen de l'application :
(c;) €T Cy/5 =—> (c:)eIIKi/s .
Montrons que ¢ =T .
cy A . .
Soit Yyel , v=(y)sg»> Vge€k it T={1] v;£C} .

Supposons que J € § 3
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-si ied, 3k €K kiyi-yiki#o,
-si 1¢ T, soit k, =03

e

1]

k= (k S(ky =vk) =J €5 .

i):'LGI ’
A
x5 - «?.k # 0 est en contradiction avec le fait que Yy €T . Donc, J € 5 .

\?=¢',Y§_=O st 11,

s A
i =y si idI, yecC .

PROPOSITION 6. - Posons $

s, ={1i | (V;+K)=n}, n=1,2, .., § €8 <= (Yex)=n .

Remarque. = Si n#p, Snn-szﬂ,doncilyaauplusun S, qui appar-
tient & § .

Supposons que Sn €5

% ...,elfl une base de V., sur K, ;
i i i

H

- si iesn,soit e

:1,...,n,

e

b4
-si 1¢85 , posons ej =0,

eJEV, e‘]::(eg-)iel, j=:,ooo’no
N

~
Les éléments e’ sont linéairement indépendants sur ¥ : Soient A oex , tels
que nan n s
zea}\3=0<:::>J={iI Ze‘?)\‘:’_—.o}eﬁ,JnSeﬁ.
. . i’ n
j=1 i=1 )
Pour i€Jn3S ,
. . A
J . J i
Mf=0, J=1,..,n, oAl es, A =0 .
%
J

sont des générateurs de ¥ sur ¥ : Soit x eV ;

I

n
-~ i frend J
pour ie€S , xi_ji)\iei,

Les éléments e

- pour i ¢ S, » posons :

n L, . '
PR O(x-.Z AY eJ)QSn ,

Jo_ I _ 3
A =0, A= (xi)
: j=1

donc
A AN

ol 29

M)
B
W M

1

Réciproquement, on suppose que (¥ ¢ X) =n .
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Supposons qu'il existe un entier p tel que

£35,

Sluszu...uspeﬁ, Slu...uSp_.1

done I = (Sl Ueea US_ ) €S, ce qui entratne

p-L
(Slu oooUSp) n[I-(SlU".USp-—l)]=SpES >

ot la partie précédente montre que p=n, S € 3.
Supposons donc que

81U82Uoocusn¢$@I"(SlU-ooUSn)zJegc

Pour ieJ , (V;: Ki) >n, donc 3n+1 vecteurs linéairement indépendants

1 n+l
surKi,ei,...,ei .
Pour i ¢ J , posons e]i=...=92+1=0.

A
Soient oY = (eg.)iel , §=1, «eo yn+ 1 ; les éléments o)
ment indépendants sur X , er (¥ ¢t X) = n, ce qui est en contradiction.

sont linéaire~

PROPOSITION 7. - Soit T_={i | (K :C) =n"}, n=1,2, «e. ilowe

i

. 2
Tn€$ <= (X:0¢ =n .

La démonstration est analogue & la précédente.

THEOREME. - Soit B un anneau premier, sous-anneau d'un produit complet I Ai .
Alors, il existe un ultrafiltre § tol que B soit inﬁjecté dans II Ai/ S .

B = {S(a)}aeB-{O} est une base de filtre.

- B#f et fEB.
-Soient a et ¢ eB, a et ¢ #0 . B étant premier, 3 x € B tel que
axc # 0 et S(axc) < S(a) n S(e) &

Soit § wun ultrafiltre contenant @ . L'application canonique de A dans @,
restreinte 2 B , est une injection :
Soit ae€B, a#0: cela équivaut & S(a) € §, et par conséquent

8£0 .

COROLIAIRE 1. - Soit B un anneau premier, sous-anneau d'un produit direct
d'anneaux de matrices dlordre < n , & coefficients dans des corps ; alors il

existe une injection de B dans un anneau de matrices d'erdre < n , & coeffi-
cients dans un corps.
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En effet,

ece = 5
SIUSZU USn Ie )

donc dAimgn tel que Smeﬁ.

GOROLLAIRE 24 - Soit B wun anneau premier, sous-anneau d'un produit direct
d'algébres quasi-simples de dimension < n2 sur leur centre. Alors, il existe une
injection de B dans une algébre quasi-simple de dimension < n~ sur son centre.

Soit A; une algebre quasi-simple. Son centre C; est un corps, et (Ai : Ci)
étant fini, Ai est un anneau de matrices & coefficients dans un corps Ki dont

le centre est C.
L 2

(Ai : Ci) = (Ai : Ki)(Ki : Gi) <n
2
(Ai : Ki) = (vi : Ki) ,
done (V, : K,) gn .
Il existe m et p tels que Tm et Sp € &
2
(k:c) =mn (¥:%) =p ;
or & est quasi-simple, donc C est le centre de 9 :
2 2

(e € =(Us K)(X:C =p“"n° .
. _ . _ .2 :
T, N Sp €8, donc 3i tel que (V, s Ki) =p, (Ki : Gi) =m , ce qui entrat

ne p‘zmzsn2 et (a:C)gn'?.

THEOREME. - Soit B wn anneau sans diviseur de 0 , sous-anneau d'un produit

direct de corps. Alors il existe une injection de B dans un COTps.

Si de plus B est un sous-anneau d'un produit de corps ordonné, alors il existe
une injection de B dans un corps ordommé.
Application. - Toute algébre associative libre peut &tre injectée dans un corps.

Soit T wune algebre associative libre sur un corps T commtatif, et soit D
un corps qui est une algébre sur I' et de dimension infinie sur son centre.

Soit I = {i} , 1l'ensemble de tous les homomorphismes d'algébre de T dans D :
on a une application de T dans DI au moyen de l'application :

a€eT =— ai-:i(a) .

Cette application est un homomorphisme d'algébre, et est injective.



(a;)

)ier = 0 <== i(a) =0, 7iel ,

ce qui veut dire que a est appliquée en O par tout homomorphisme de T dans
D, et si a# 0, cela signifie que D vérifie une identité polynomiale, ce qui

ne peut avoir lieu que si D est de dimension finie sur son centre.

On peut montrer qu'il existe un corps qui soit une algébre sur I de dimension

infinie sur son centre.

Soit X, , X5, eee, X , ... une suite dénombrable d'indéterminées. Soit

I'(x) = E, le corps de fractions de 1'anneau de polyndémes P[Xl y oeee g X s cee] e
[o0)

On a, dans E , 1l'application définie symboliquement par 2 X 1653—) , en po-
i=l 7 i
sent x, =1 . Cette application est une dérivation : a —» a' .
On considére 1'anneau E[X] des polynSmes en X , la multiplication étant défi-

nie par la relastion : Xa =aX + a' .

L'ammeau E[X] est un anneau euclidien, et donc un anneau principal & gauche et
& droite. Il est intégre, donc il admet un corps de fractions, Q , et Q est de
dimension infinie sur son centre : les éléments X5 i > 0, n'appartiennent pas

au centre, car X.x; =X, X + X, _, .« Les éléments Xy , X; , ees , X, +ee 0Nt

Ja=l n
linéairement indépendants sur le centre de Q . Sinon il existe 9 appartenant
n .
au centre de Q , 4, # 0, tel que 2 q % = 0 , et nous choisissons n mini-
i=0

mal, X.qi = qi.X . Donc,

n n n n
e U A LT i

ce qui est une relation de dépendance, avec seulement n termes, ce qui est im-
possible.
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