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ULTRAPRODUITS ET ANNEAUX PRIMITIFS

par Michèle FERRANDON

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
19e année, 1965/66, n° 16 28 mars 1966

1. Filtres et ultrafiltre s.

On rappelle que, étant donné un ensemble I , on appelle filtre sur I , une fa-

mille S de sous-ensembles de I , non vide, vérifiant les propriétés suivantes s

L’ ensemble des filtres sur I est ordonné par inclusion, et inductif 0 Un filtre

maximal est appelé un ultrafiltre.

PROPRIÉTÉ. - Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit un ultra-

f iltre est que ~ T s I, T ou Z - T 

On appelle base de filtre sur I , une famille (B de parties de I f non vide,

. 

vérifiant les propriétés suivantes s

Etant donnée une base de filtre ~i , l’ensemble des parties de l contenant un

élément de (B est un filtre (c’est le plus petit filtre contenant ~3 ~ ~

2. Ultraproduits.
Si t (A.).... une famille d’ensembles indexés par un ensemble 1 . On considère

A == (n leur produit. Soit F un filtre sur 1 . La relation

e st une relation d’équivalence.

Si S e st un ultrafiltre, 1 ~ ensemble quotient t~ = e st appelé un ultrapro-
duit (ou ultrapuissance, si tous les Ai sont identiques).

PROPOSITION 1. - Si le s ensemble s Ai sont des anneaux, et si 5 est un filtre

sur I ~ e st un anneau. ~ 

,



Dans toute la suite, S désignera un ultrafiltre sur I o

3. Conservation, de certaines ropriétés dans les ultra roduits.

Remarque. - Soit une propriété P vérifiée par tous les et telle que a

vérifie P . En fait, il suffit que l’ensemble d’indices des anneaux qui 
vérifient

P appartienne à 

Il existe une injection canonique de A’ dans A :

On voit que, si a = b (S) , alors a’ == b’ ~~~~ . On a ainsi une application
de t~ dans qui est un isomorphisme.

On notera ~ l’image dans QL d’un élément a de A par la surjection canoni-



On montre de même qu’un ultraproduit d’anneaux premiers (respectivement sans 
di-

viseurs de 0 ) est un anneau premier (respectivement sans diviseurs de 0 ).

PROPOSITION 3. - Si tous les A. sont des corps ordonnés, 0. est un corps or-

donné.

On vérifie facilement que l’on a une structure de corps ordonnés .

Remarque. - Si, sur chaque A, s la relation d’ordre est totale, il en est de

même de A .

PROPOSITION 4..- Si tous los Ai sont des corps commtatifs algébriquement
clo s, il en est de même de A .

PROPOSITION 5. - Un ultraproduit d’ espace vectoriel e st un espace vectoriel.

Soit ~, un espace vectoriel à droite sm un corps R. e On considère les 



Cette définition est indépendante des éléments v et k appartenant aux classes

"v et  , et donne une structure d’espace vectoriel.

Remarque. - Si S est un ultrafiltre contenant une partie finie de I ~ alors :

4. Application aux anneaux primitifs.

DEFINITION. - Un anneau A est primitif s’il existe un simple et 

dèle V .
...........,

Le commutant de A sur V 9 LA (V) e st un corps K , et A e st un sous-anneau

dense de 1 t a.nneau ~V ) .
THÉORÈME. - Un ultraproduit d t anneaux primitifs est un anneau primitif.

Soient A. primitif, V, un A. 1 -module simple et fidèle:



Le commutant de a sur Y est isomorphe à l’ultraproduit des commutants.

A

8 est l’image de k dans l’homomorphisme précédent qui est un isomorphisme.

Soit C. le centre de K. , et soit r le centre de Ki :

C peut être considéré comme un sous-corps de r, au moyen de l’ application :





Supposons qu’il existe un entier p tel que

et la partie précédente montre que p = n, S n E 5 .
Supposons donc que

La démonstration est analogue à la précédente.

Soit B un anne au premier, sous-anneau d tun produit complet Il A ..
Alors, il existe un ultrafiltre 5 tol ue B soit injecté dans fi A.~~ s

Ë est une base de filtre.

Soit S un ultrafiltre contenant (B . L’application canonique de A da.ns ~ ,
restreinte à B, est une injection :

Soit a E B, 0 : cola équivaut à S(a) E 5 , et par conséquent

COROLLAIRE 1. - Soit B un anneau premier, snus-anneau d’un produit direct

d’anneaux de matrices d’ordre % n , à coefficients dans des corps ; alors il

existe une injection de B dans un anneau de matrices n , à coeffi-

cient s dans un corps.



COROLLAIRE 2 . - Soit B un anneau premier, sous-anneau d’un produit direct

d’algèbres quasi-simples de dimension ~ n sur leur centre. Alors, il existe une
injection de B dans une algèbre quasi-simple de dimension ~ n 2 sur son centre.

Soit A. une algèbre quasi-simple. Son centre C. est un corps, et C.)
étant fini, A. est un anneau de matrices à coefficients dans un corps K. dont

le centre est C. ~ 

. ~

THEOREME. - Soit B un anneau sans diviseur de 0, sous-anneau d’un produit
direct de corps. Alors il existe une injection de B dans un corps.

Si de plus B e st un sous-anne au d’ un pro duit de corp s ordonné, alors il existe
une injection de B dans un co rp s ordonné.

Application. - Toute algèbre associative libre peut être injectée dans un corps.
Soit T une algèbre associative libre sur un corps r commutatif, et soit D

un corps qui est une algèbre sur r et de dimension infinie sur son centre.

Soit 1 .~ ~ i ~ , l’ ensemble de tous le s homomorphisme s d’algèbre de T dans D ~
on a une application de T dans DI au moyen de l’application :

Cette application est un homomorphisme dtalgèbre, et est injective.



ce qui veut dire que a est appliquée en 0 par tout homomorphisme de T dans

D , et si a 7~ 0 , cela signifie que D vérifie une identité polynomiale, ce qui

ne peut avoir lieu que si D est de dimension finie sur son centre.

On peut montrer qu’il existe un corps qui soit une algèbre sur r de dimension

infinie sur son centre. ,

Soit x.. x~, , ... f x , ... une suite dénombrable d’indéterminées. Soit
1 ’ ~ ’ " n

0393(x) = E , le corps de fractions de l’anneau de polynômes 0393[x1 , ... , x , ...] .

On a, dans E , l’ application définie symboliquement par 1 x. (~ ~xi) , en po-i.»1 

sant j = 1 . Cette application est une dérivation : a --..~ a’ .

On considère l’anneau E[X] des polyn8mes en X, la multiplication étant défi-

nie par la relation : Xa = aX + a’ .

L’ anne au E[X] est un anneau euclidien, et donc un anneau principal à gauche et

à droite. Il est intègre, donc il admet un corps de fractions, Q, et Q est de

dimension infinie sur son centre : les éléments x. , i > 0 j n’appartiennent pas
au centre, car X.x. = x..X + Les éléments x0 , x1 , ... , xn , ... sont

linéairement indépendants sur le centre de Q. Sinon il existe q. appartenant
n

au centre ~ 0 , tel que x. = 0 , et nous choisissons n mini-

mal, Y. q. 1 = ~ s .. Y . Donc , . 

’

ce qui est une relation de dépendance, avec seulement n terme s, ce qui est im-

possible.
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