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Séminaire DUBREIL-PISOT 12-01
(Algébre et Théorie des nombres)
19e annde, 1965/66, n® 12 28 février 1966

REPRESENTATIONS DES DEilI-GROUPES

par Gérard LALLEMENT

Dans [ 4], G. B. PRESTON a démontré que, pour un demi-groupe régulier D , 81 M
(resp. M* ) désigne la somme directe des représentations de Schiitzenberger (resp.
des anti-représentations) de D , par des matrices monomiales sur un groupe avec
zéro, M @aM% est une représentation fidéle. Lorsque D est un demi-groupe in-
verse, c'est-a-dire un demi-groupe régulier dont les idempotents commutent, M et
H° sont fiddles séparément (Pour ces résultats et la terminologie, cf. [27, § 3.6).
Par ailleurs, on sait que tout demi-groupe inverse a une représentation fiddle par
des transformations partielles "injectives" sur un ensemble ([2], théordme 1.20).
L'examen de la démonstration de ce dernier résultat montre que les représentations
par des transformations partielles et les représentations M , évoquées plus haut,
présentent certaines analogies. Le but de cet exposé est de préciser ces analogies
et de montrer comment on peut obtenir un théordme de représentation des demi-groupes
réguliers par des transformations partielles, qui soit comparable au résultat uti-
lisant M@ M* ,

Notations. - Nous utilisons dans la suite un demi-groupe D et un ensemble abs-

trait Q ; les applications de source D (ou une partie de D ) sont notées comme
opérateurs & gauche sur D , et les applications (ou les relations binaires) dont
la source est Q sont notées comme opérateurs & droite sur Q . Si x est une re-

lation binaire entre Q et Q' , pour tout o € Q s

ax ={a'; ' e ; (¢, o) € x} .

1. Représentations complétes d'un demi-groupe guelconque.

Le demi-groupe des transformations partielles (nous dirons bridvement "transfor—
nations") sur un ensemble O est le sous-demi-groupe GQ du demi-groupe ®. des

Q
relations binaires sur ( , défini par :

e L=
x € by > X € @Q

et’ va’,b,'\(EQ:
(@, B) ex et (v,vy) ex => pR=vy .

Une représentation d'un demi-groupe D quelconque par des transformations sur Q
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est un homomorphisme de D dans &y . De telles représentations ont été étudiées,
notamment par E. J. TULLY [9], B. M. SAJW [5, 6], H. J. HOEHNKE [3].

Définitions. - Une représentation complete (ou bi—représentation) 5 = (P, Q)O
d'un demi-groupe D par des transformations sur un ensemble € est un homomor-
* 3 .
phisme & de D dans le produit cartésien G- % GQ ou GQ est le demi-groupe

) Q
dual (7) de T -

Exemgles :

(a) 8i P est une représentation quelconque, Q. 1l'anti-représentation unité

1
(pour tout xe€ D, Ql(x) est 1l'application identité sur Q), &= (p, Ql)
est une représentation compléte. Une étude catégorique permet de considérer que &

n'est pas distincte de la représentation P .

(b) Soient D un demi-groupe et p une congruence sur D dont 1l'une des clas-
ses est un iddéal I . Indexons les p-classes K de D, distinctes de I , par un

ensemble d'indices Q . On pose :
(@ ,8) e P(x) <=> K xcK, et (0, B)€q(x) <=> xK <K
o B o B
pour tout o , Be€ Q.
(c) Soit M un (A , A)-bimodule sur un anneau A . En posant
oP(x) = ax et oQ(x) = x¢ pour tout o eM et x €A ,
on définit une représentation compldte de A par des applications sur M .

Deux représentations P , P' d'un méme demi-groupe D par des transformations
sur Q et (' respectivement sont dites équivalentes s'il existe une bijection o
de Q sur ' et un isomorphisme (2) 8 de P(D) sur P'(D) tel que, pour tout
o e QQ et pour tout x € D :

aP(x).p = p.6[P(x)] .
On définit de méme des anti-représentations équivalentes.

Deux représentations complétes ¢ = (p , Q)Q et &' = (P!, Q‘)Q, sont dites
équivalentes si P , P' et Q , Q' sont respectivement équivalentes par la méme
bijection ¢ de Q sur Q' . Lorsque P , P' sont équivalentes par une bijection

© et Q , Q' équivalentes par une bijection ¢ , on dit que & et &' sont équi-

. et e

1 ¥*

(*) Le dual d'un demi-groupe D = (D, .) est le demi-groupe D = (D , ®) ol
"X %y = y.x pour tout x , y €D .
2 . . . -
_( ) Il suffit, en fait, d'affirmer que G%P(x)] = @ l.P(X).w définit une applica-
tion de P(D) sur P'(D) ;s que © (unique soit un isomorphisme, résulte de la bi-
jectivité de o .
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valentes au sens large. La notion d'équivalence permet par exemple, de remplacer

deux représentations compldtes @1 et &, relatives & des ensembles Ql et C%
tels que Cﬁ N Q2 # @ , par des représentations équivalentes relatives & des ensem-—

bles disjoints (ou inversement).

Pour une représentation PQ de D, la relation binaire transitive Tp = U Hx)
x€D

est appelée relation de transitivité de PQ ; si Tp = Qx Q, PQ est dite tran-

sitive. Pour une représentation complete ¢ = (p, Q)Q , nous appelons relation de

transitivité, la relation transitive T@ engendrée par Tp et TQ (i. e. TQ

est la fermeture transitive de Tp et TQ ). & est dite cyclique s'il existe un
élément o € Q tel que Q=0 U aT, . & est dite bitransitive si s = Qx Q.
Soit ¢, = (p, Q)O , (i € I), une famille de représentations complétes d'un

i
demi-groupe D par des transformations sur des ensembles Qi disjoints deux a

deux et soit Q =U Qi . On pose :

(@ , B) eP(z) et (a,vy) €P(x)

<=> 3iel tel que o, B ,veq et aby (x)
i

B et aQQ.(x) =

(@ , B) eP(x) et aq(x) =0

<=> 3iel tel que (a,B)€q; et ofj (x)
i

Il
=

B et aQQ’(X)

oP(x) =0 et oQx) =y

<=> 34 1el tel gue (o , y) € Qi et aPQi(X) = ¢ et aQ(l(X) = Yo

i
Lorsque x —> &(x) = [P(x) , Q(x)] définit une représentation compléte, on

dit que la famille @i est sommable et a pour somme ¢ . Inversement, si
8= (P, Q)Q est une représentation compldte, et s'il existe une partition de Q
en sous-ensembles Qi tels que (P , Q)Q soit somme des représentations (P, Q%a,
on dit que (P , Q)Q est déecomposable en somme, et on écrit

(P 9 Q)Q =y (P ’ Q)Q‘ .

1

THEOREME 1.1. - Toute représentation compldte & = (P , Q)Q d'un demi-groupe D

est décomposable en somme de représentations complétes cycligues.

e

Démonstration. - Soient Pp = (TP F\TEI) ue et pQ Q rngl) Uueg ou g est
1'égalité sur Q Pp et pQ sont des équivalences. Posons A(P , Q) = Pp Vv Pq

( v est le sup dans le treillis des équivalences sur Q ), et soit {ai}ieI un
systéme de représentants de A(P , Q) . On prend
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, P.(x) = P(x) n [0 x Ql, )= az) nlo 1 .

Q = a, . T
L= a; Uy L

i ®

En utilisant la définition, on voit que

(P 9 Q) = U (P' 2 Q) .
Q7 4er 1 170y

Pour montrer que chaque (p, Q)Q est une représentation cyclique, on a :
i

Tp o= U Pi(x) =(y Px)) n [C& x G&] = Tp N [C& x Qi] .
i x€D x€D

De m&me pour T dtou

1

T@i S TN [Cﬁ x c&] ,
8, désignant (Pi , Qi)Qi .

Si T est une relation transitive sur C& contenant Tp et T , et si

i Qi
(¢ , B) € Ty 0 (o, * Qi] ,

il existe Yy o0 e Y € Q tels que o = Yy o B = Yn et pour i=1,...,n-1,
(Y » Yiq) € U T -

Comme o € Q; , tous les v; sont dans @ ; dtol (yi , Yi+1) € TPi U TQi sT,
et par transitivité de T , (o, B) € T . Il en résulte

Téi =Ty N [Qi x Qi] .

Par ailleurs, si (ai , B) € Ty BEDQ o dtol (ai , B) € T, + En définitive
i

. = o, et Q. =0, U, T
ol]. T@ al Téi i i 1 @i

Remarque. - Une représentation compldte & est dite effective, si les projec-
tions de T@ recouvrent Q . Toute représentation compléte est la somme d'une re-
présentation effective et d'une représentation nulle. Si 1'on convient d'identifier
toutes les représentations nulles, le résultat précédent s'énonce : Toute représen—
tation compldte est somme d'une représentation nulle et de représentations cycli-
ques effectives. Signalons en passant que la décomposition précédente n'est pas

unique en général.

2. Représentations commutantes, symétriques, bitransitives (c. s. b.).

L'expression de la relation de transitivité T@ , d'une représentation coupléte

% , se simplifie en introduisant :
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DEFINITION 2.1. - Une représentation compldte est appelée représentation commu-

tante si, pour tout x , y € D,

P(x) Qly) = Q(y) p(x)

La notion de représentation commutante est invariante par équivalence, mais non
par équivalence au sens large. Il est immédiat de constater qu'une somme de repré-
sentations est commutante si et seulement si chaque composante 1'est ; toute repré-
sentation commutante est donc somme de représentations commutantes cycliques. Une

seconde simplification dans les modalités du théoréme 1.1 s'introduit par ¢

DEFINITION 2.2. - Une représentation ¢ = (P , Q)Q est dite symétrique si

_~1 =1
TP—-TP 2’0_ TQ-TQ .

THEOREME 2.3. - Toute représentation commutante symétrique est décomposable avec

unicité (3), en somme d'une représentation compléte nulle et de représentations

commutantes symétriques bitransitives.

Démonstration. — D'aprés le théoréme 1.2,

= U (Pi ’ Q.i)Qi = U @i avec C& =, U ai T

iel i€l i
Supposons que @i ne soit pas nulle. Dans ce cas Ts. = Cﬁ x C% . En effet, soient
i
By s By € Q, ; 1l existe u, o, v, € p? ( pt =pu {1} , ou D si D a un élément

unité), et il existe wu, , v, € pl , tels que

2 2

P (w) Q(v,) =8, et oP (u) Q(v,) =8,

( Pi(l) ou Qi(l) est 1'identité sur Q ).

- Si w =v, = 1 , par exemple, on a Bl = ¢ . Comme T@ n'est pas nulle, il
i
existe x €D et B € Qi tels que aPi(x) =B Tp étant symétrique, il existe
i

x' € D tel que aPi(xx') =« . Donc si Bl ou 52 =0 , (Bl ’ 82) € T@i .

- si u, ou v, #1 et u, ou v, #1 , il existe ui et vi € D1 (ui =

3 — | - 1 —

s.s.di. wy=1 et vi=1 s.s. i v, = 1) , tels que B Qi(vi) Pi(ui) =q .

Donme By @;(vi) P;(uj) Py(w) Q(vy) =By B(ui w) (v, v1) =5, .

I1 en résulte (Bl ’ 52) € Ts (compte-tenu des possibilités d'égalité & 1 des

arguments de Pi et Qi ). *

(3) Sous réserve d'identifier les représentations compldtes nulles.



12-06

Unicité : Soient & = (P , Q)Q une représentation commutante symétrique et

s=( ,a). ulu (B ,Q)g |
0 0 Cb [iEI i i CEJ

une décomposition de & en représentation nulle (PO , QO)Cb et représentations

c. s. b. Montrons que Q& = aA(P ’ Q) pour tout o € Qi et pour 1 #0 (il en

résultera que la décomposition envisagée coincide avec celle du théordme 1.1, d'ou
1'unicité). Si Be aa(P , Q) , on a oP(x) Qly) = B . D'aprés la définition de la
somme, oP(x) € Q, et aussi oP(x) Q(y) = B . Inversement, si B € Q; , (Pi Qi)Q.

&tant bitransitive, il existe x et y € D tels que aPi(X) Qi(y) =g, d'ou

oP(x) Qy) =g et Bean(P,Qq) .

La suite du paragraphe est consacrée & 1'étude des représentations c. s. b. Pour

une telle représentation § = (P , Q)Q , posons
#* 3 # #*
Tp = Tp U E TQ = TQ ue et %@ =Tp N TQ .
LEMME 2.4 (GREENW) [2], p. 49. - Soit & = (P, Q)Q une représentation c. s. b.
d'un demi-groupe D et, pour (« , B) € T; , soient s , s' € D1 tels que
oP(s) =B et pP(s') =« . Les applications o : *g —> eP(s) et o' : 1 — B

¥*
sont des bijections réciproques entre aTQ et STQ conservant les classes de T;

z —> (gP(s), €) € T? ).

(i. e. ¢ E e ot

THEORBME 2.5 (M. P. SCHUTZENBERGER [ 7], [8]). - Soit H une Kg-classe de Q.

(1) F§(H) = {YX Po¥g € Eh : Yaoeld, ay, = aP(X) =B € H}

est un groupe simplement transitif de permutations de H (pour tout o« ,pe€el,

il existe vy, unique € F@(H) tel que oy, = B ) et

Fé(H) ={vy s viety: VaeH, oy = oQ(x) = g € H}

est un groupe anti-isomorphe a TQ(H) .

(2) si H et H, sont deux %Q—classes, F@(Hl) et FQ(HZ) sont isomorphes.

A une représentation & = (p, Q)Q ¢c. s. b. de D, on peut associer une appli-
cation de D dans le demi-groupe des matrices monomiales sur le groupe avec zéro
FQ(H) u (0) , de la fagon suivante : on indexe les Tg—classes par un ensemble I ,
les Tgfclasses par un ensemble A ; on choisit un élément particulier dans I et
A noté 1 (on peut convenir de noter les deux éléments choisis de la méme facon) ;

3 . 3 rd ré . 1
t —
on choisit ensuite un élément a € th puis q, , 9y € D" tels que % =0 P(qx)
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et @y = oy P(qi) ; enfin, a tout x € D on fait correspondre une matrice de for-

mat A x A, M@(x) = [mku(x)] sur F@(H) u (0) , (o0 H = Hy ) définie par :

9

Vo xqr St Hpy P(x) = H
5y () = A
A

0 sinon.

1y

On définit symétriquement une matrice M&(x) de format I x I .,

THEORBME 2.6 (M. P. SCHUTZENBERGER). - Pour toute représentation & , c. s. b. de

D, M@ (resp. Mé ) définit une représentation (resp. anti-représentation) de D

par des matrices carrées & lignes (colonnes) monomiales sur un groupe avec Zzéro. De

plus, pour tout X , p € A (resp. i, je I ) et tout vy € FQ(H) (resp. y‘efgﬁﬁx

. . _ , o .
il existe x € D tel que mhu(x) =vy (resp. mij(x) =v' ) (pour exprimer cette
derniére propriété, on peut dire que chaque rangée des matrices peut &tre remplie

arbitrairement).

Les résultats qui suivent précisent le lien entre les représentations c. s. b. et
les représentations transitives. Ils sont basés sur 1'idée d'obtenir une réciproque

au théoréme précédent.

LEMME 2.7. -= Si D a une représentation § = (p, Q)Q c. s. b., P (resp. Q)

est nulle ou somme de représentations (resp. d'anti-représentations) transitives

équivalentes entre elles . ( P et Q ne peuvent &tre nulles en méme temps.)

Démonstration. — Si P n'est pas nulle, soit C& (i e I) 1l'ensemble des T;—

classes. Pi(x) = P(x) n (Qi x Qi) définit une représentation non nulle : en effet,
il existe o, € Q et z e D tels que o, P(z) = B ; comme ¢ est bitransitive,
pour tout a; € Qi , il existe u,ve D (u et v non tous deux égaux & 1 )

tels que o P(u) Q(v) =0ay . Donc

a; P(w) Q(v) P(2) = B = o; P(uz) Q(v) et o; Pluz) =y eQ, .

P, est une représentation transitive et P(x) = y Pi(x) . Le fait que P, et
iel *
Pj sont des représentations équivalentes résulte du lemme 2.4, On a en effet
P, (x).p = 98P (x)]
®.

avec ¢ défini par € —I> E€Q(s) , ol s est défini en choisissant o € Q. et

i
B e Qj tels que oQ(s) = B . On prendra alors © défini par G[Pi(x)] = Pj(x) (4).

(4) I1 est important de remarquer que 6 a la forme indiquée : il en résulte que

Pi et P. sont des représentations ayant méme noyau (voir § 3), ce qui n'a pas

toujours lieu pour des représentations équivalentes.
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Soit D admettent une représentation transitive P par des transformations sur
) . Sur certains complexes K de Q , les transformations P(x) induisent un
groupe simplement transitif de permutations : une condition nécessaire et suffi-

sante pour qu'une partie K de  soit le cupport d'un tel groupe est que :

(a) xe(x) nk#p => K(x) =K,

(b) S'il existe oy , By €K, x, y €D tels que aj P(x) = o P(y) = 8, »
alors, pour tout o € K,

aP(x) = aP(y) eXx .

Parmi ces groupes simplement transitifs induits par P , ceux dont le support véri-
fie la condition (b') plus forte que (b) :

(bt) Stil existe «
oP(x) = oP(y) ,

o € K tel que oy P(X) = 0o, P(y) =+v , alors, pour tout «€Kk,

sont dits groupes simplement transitifs associés & P et notés FP(K) .

On définit de méme des groupes simplement transitifs FQ(K') de support X' as-
sociés a une anti-représentation transitive Q . Soit G un groupe tel qu'il exis-
te un homomorphisme injectif de G dans FP(K) et dans FE(K') (dual de FQ(K'))
G peut &tre considéré comme un groupe simplement transitif sur un ensemble H
(support de G ) en bijection avec une partie de K et une partie de KXK' : nous
dirons que G est un groupe simplement transitif commun & P et & Q . Avec la

terminologie qui vient d'étre définie :

IEMME 2.8. - Soit D wun demi-groupe admettant une représentation transitive P1

‘par des transformations sur Ql et une anti-représentation transitive Q1 par des
transformations sur Qi , et soit G un groupe simplement transitif commun & P1
et Q1 . Alors D admet une représentation compldte ¢ = (P , Q)Q c. s. b., telle

que :
1° P (resp. Q ) soit somme de représentations (resp. d'anti-représentations)
L)

2° le support de G soit en bijection avec les Ré—classes.

La démonstration détaillée de ce lemme est assez longue ; nous en donnons le

équivalentes a P1 (resp.

schéma :

10 Soit H 1le support de G . G et son dual ¢ agissent de fagon simplement
transitive sur H . On démontre alors que G et ¢ commutent au sens large ,

c'est-a~dire qu'il existe une bijection © de H telle que, pour tout x € G ,
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y € a* .
x¢y¢—l = ¢y¢_1 x (égalité de deux transformations sur H ) ;
c'est la réciproque du lemme 2.23 de [2], p. 64.

2° D'aprés le 1°, on peut supposer que Ql n Qi =H et que P1 et Ql commu~
tent sur H . On montre alors yue las encembles HP(X) (x € D) distincts, parta-

gent Q  en classes Hy (A e A et H,, =H) en bijection avec H . De méme,

11
les ensembles HQ(x) distincts partagent Qi en classes Hi1 (i eI et H11==H)
en bijection avec H ; notons Y cette dernidre bijection.
i =1 9
Yi
A%
i1 Eix %
]
Q1
3° On plonge Hil dans un ensemble Qi en bijection V;‘ avec Ql , et on sup-

pose que ¥ prolonge Yi o On pose
Q= uy @ , H

'Y. =H. et U H. = ! ,
PRRE] i Yi = Hyy U i 2N

et on définit une représentation PQ de D en posant :

—1 -1
(@ , 8) eP(x) <=> (@, p) € Q. et (ayi , BY; ) € PQI(X) .

4° On définit une anti-représentation QQ par :

(Y , 6) € Qy) <=> il existe x €D tel que P(x) applique Qi sur C&

et (y, 8) eri(x) Q (v) P(x) .

5° On montre enfin que la représentation compldte (P , Q%7 a les propriétéds de
1'énoncé. Les principales difficultés de la démonstration concernent des questions

de cohérence des définitions données pour les représentations construites.

THEOREME 2.9. - Toute représentation & = (P, Q) c. s. b. est déterminée, 3 une

équivalence au sens large prés, par la donnée d'une représentation transitive (ou
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nulle) P1 , d'une anti-représentation transitive (ou nulle) Q1 , et d'un groupe

simplement transitif commun a P1 et Q1 .

Démonstration. - Le théordme se déduit des deux lemmes précédents, sauf en ce qui

concerne la détermination & une équivalence au sens large prés de (p, Q)Q..Soient
* % 3
g=(P,Qq, ¢ =@, )x
deux représentations completes telles que

P= U P, , . oy P
jiel i*GI* 1

et de méme pour Q et Q* ; les représentations 1 et Pi* sont équivalentes
par hypothése et les groupes simplement transitifs communs sont isomorphes ; il en
résulte que les ensembles d'indices I et I* sont en bijection (et de méme A
et A* ). Nous supposerons pour alléger les notations que les bijections sont 1'i-
dentité. Soient ¢ , © 1les bijections d'équivalence de P1 et PT , ©' , 0'
celles de Q1 et Q? .

P(r,)
By | e LRy

On choisit L ri eD, S si € D tels que P(rx) et P(ri) définissent
des bijections réciproques de th sur H11 . Q(si) et Q(si) des bijections

réciproques de Hil . sur H11 . Nous notons G[P(rh)] par P*(?;) , etc. 3

p(r,) als,) oo*(x}) Q' (5))

définit une bijection de Hik sur H?h . Elle s'étend en une bijection { de Q
sur O en faimsant varier A et i dans A et I . On vérifie alors que

3 . A
P(x)y = {P (x) . On démontre de méme que Q(x)y' = w'Q*(X) avec une bijection '

définie comme précédemment, mais & 1l'aide de o' . Il est & remarquer que les ap-

plications 6 et eé, assocides & ¢ et ' sont telles que

Y
%mx)]--zs*(x) ot G‘L,[Q(X)J=Q*(x) .
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3. Représentations fideles.

Définitions. - Soit PQ une représentation de D . Le noyau €p de P est 1'é-

quivalence nucléaire de 1'homomorphisme défini par P :
ep={(x,y) edDxD: P(x) =Py}
On définit le noyau € d'une représentation compldte & = (P , Q)Q par

E@=€Pn€Q o

Deux représentations équivalentes PQ et Pé, n'ont pas nécessairement le méme
noyau : cela se produit lorsque 6[P(x)] = P'(x) pour tout x € D . Une remarque

analogue vaut pour les représentations complétes.

Lorsque le noyau d'une représentation est 1'égalité, elle est dite fidale. Un
demi-groupe est dit bitransitif s'il a une représentation &4 , c. s. b. fideéle,
transitif & droite (gauche) s'il a une représentation P (une anti-représentation

Q ) fideéle.

PROPOSITION 3.1. - Un demi-groupe D a une représentation commutante symétrique

fiddle si, et seulement si, il est isomorphe & un produit sous-direct de demi-

groupes bitransitifs.

Démonstration. = Si D a une représentation commutante symétrique fidele

8 = (P, Q) , dtaprds le théordme 2.3,

&= U (P, , Q)
i€l i
ou les représentations @i= (Pi ’ Qi)Q (sauf 1l'une d'entre elles qui est nulle)
i

sont ¢c. s. b. On a

qui est 1'égalité sur D . D'aprés le théoréme de G. BIRKHOFF ([1], p. 92), D est

isomorphe & un produit sous~direct des demi-groupes D/eé qui sont bitransitifs.
i

Inversement, si D est un produit sous~direct de demi-groupes bitransitifs, il
existe une famille de congruences €; (i € I) telles que .ﬂ €. soit 1'égalité
et D/t—:i ait une représentation &, c. b. s. fidéle sur Qief On peut supposer
les Qi disjoints deux & deux (quitte & remplacer les représentations @i par des
représentations équivalentes ; on s'assure que ce remplacement ne détruit pas les
qualités des @i ). En posant ¢ = U Qi , en définissant des transformations P(x)

sur Q par
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(@ , 8) e P(x) <=> (¢, B) eq x0Q et ( , B) € P.(if)

(ou x désigne la classe de X modulo €; ), puis des transformations Q(x) d'une
facon analogue, on obtient une representatlon (P s Q) commutante symetrlque fi-

déle.

On peut préciser la proposition précédente par :

PROPOSITION 3.2. - Toute représentation @ ¢c. S. b., a méme noyau que la repré-

sentation de Schiitzenberger associée (cf. théoréme 2.6).

Démonstration. - On vérifie sans difficulté que P(x) = P(y) => @M$x)= mM}y),

donc le noyau de P est contenu dans celui de MQ . Inversement, supposons
Mé(x) = MQ(y) . 8i (o, B) e P(x) , d'aprés le lemme 2.4, & —> gP(x) définit

une bijection de QTZ sur BTZ conservant les T;-classes. Si o e Hik et

B e Hiu , alors
By P(x) = Hlp , et mxu(x) = yqqui
Donc

Yo, va ~ Yo,xay FO

Pour tout @y € hll ’
! — t

Il en résulte que, pour tout oy € th ,

N P(x) = gy P(y) € Hy,

( P(qk) et P(qi) définissent des bijections). Enfin, oP(x) = p avec o € Hyy

et p €H, , implique, en prenant iy € th et u tel que a = oy Q(u) :

tu 0 0
U, W) Bx) = 8 =y P(x) Qlu) = 1, P(y) Q(w) = “ng o(u) B(y) = oR(y) .
On démontre de méme que aP(y) =B => oP(x) = B . D'ou, noyau de P = noyau de
MQ .

Du théordme 2.9 et de la proposition 3.2, on déduit :

COROLLAIRE 3.3. - Soit D wun demi-groupe. Il y a équivalence entre les proprié-

tés suivantes :

(a) D est bitransitif ;

(b) D est isomorphe & un produit sous-direct d'un demi-groupe transitif a droi-

te et transitif & gauche ;
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(¢) D est isomorphe & un demi-groupe de couples de matrices monomiales sur un

groupe avec zéro dont les rangées peuvent &tre remplies arbitrairement.

4. Translations partieclles sur un demi-groupe. Représentation des demi-groupes ré-

ggliers.

Soit © wune relation binaire sur un demi-groupe D . On définit une application

pe de D dans GD , par
pe(x) ={(a,b)eDxD: ax=b et (a, b) €0} .
Po est une représentation de D si, et seulement si, pour tout a , b, c €D :
(a, abc) €6 <=> (a, ab) € et (ab, abc) € 6 (condition T ).

De méme
X¢(x) ={(a,b) edDxD: xa=b et (a, b) ey} ,
est une eanti-représentation si, et seulement si, pour tout a , b, c €D :

(aycba) ey <=> (a, ba) ey et (ba, cba) € " (condition Tz).

DEFINITION 4.1. - On appelle translation partielle a droite de D définie par ©

la transformation pe(x) de D définie par :
ape(X) =ax <=> (a, ax) €8 |,

ou 6 vérifie la condition T, De méme, une translation partielle & gauche définie

par { est la transformation

ahw(x) =xa <=> (a, xa)ey ,
22 ¢ vérifie la condition T£°
Soit % définie par : (a , b) e ® <=> il existe ue D tel que au =Db .

Pour toute relation binaire © telle que R < 6 , la condition Tr est remplie
d'office et les translations partielles & droite correspondantes sont en fait les

translations & droite. D'ailleurs, on peut remarquer que, pour tout x € D

pe(x)‘= penm(x) , (si bien qu'on peut éventuellement se limiter aux relations 6
plus fines que R ). Pour des relations 6 € R , l'application, qui & 6 fait cor-

respondre la représentation Pg > est injective : en effet, si Po (x) = Py (x)
1 2

pour tout x € D , les relations de transitivité des repfésentations 61 et 92
sont les mémes, or ces relations sont précisément 61 et 92 . Nous donnons quel-

ques propriétés élémentaires des translations partielles.
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PROPRIETES 4.2.

(a) si Pg est une représentation fidéle, il en est de méme de Pgr &vec

0c @' . Il en résulte que le demi-groupe D est réductif (xa = xb pour tout

xeD => a=hb) .
(b) Si les pe(a) sont des transformations partielles injectives
(xpe(a) = ype(a) =gz => x=y) pour tout a €D ,

alors il en est de méme des pe,(a) pour 6' <6 . Si D est simplifiable a

droite, toutes les translations partielles & droite sont injectives.

(e) g
tion universelle, et si D est simple a droite.

est une représentation transitive si, et seulement si. 8 est la rela-

(4) Supposons que 6 soit réflexive. La représentation Pg est symétrique si,

et seulement si, oi R est 1'équivalence de Green. Si 6 et { sont

Py = P
0 R
toutes deux réflexives et symétriques, la représentation compléte (pe , Aw) qui

coIncide avec (pR , hﬁ) est aussi commutante.

(¢) Si © est une équivalence, chaque 6-classe est de la forme R\R' ou R et
R' sont des idéaux & droite de D, R' pouvant &tre vide. (Exemple : © est une
congruence zéro & gauche, c'est-a-dire telle que (ab , a) € 8 pour tout a,beD.)

De méme, si 6 = K x K ol K est un complexe, alors K = R\R' .

THEOREME 4.3. - Tout demi-groupe régulier D a une représentation commutante sy-

métrique fiddle par des translations partielles sur lui-méme.

Démonstration. — D'aprés la propriété 4.2 (d), il suffit de montrer que 1'appli-

cation x —> [P@(X) , Xﬁ(x)] de D dans Gy x C; est une injection. Soient

pe(x) = pply) et Ag(x) =25(y)
et x' un inverse de x (xx'x =x et x'xx' = x') :
(xx' R x) € R et xx'x =x => (xx' , x) € pﬁ(x) = PR(Y) => xx'y = x =>x € Dy .

En permuttant X et y , on a aussi y € Dx , d'ou (x y y) € £ . Ceci nous prouve

que

pp(x) = pgly) => (x,y)es .

De méme 3
Ao(x) = Ap(y) = (x,y)eR .
En particulier : y € xD = xx'D , d'ol xx'y =y . En cours de route, on a vu que

xx'y =x , d'ob x =y .
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Remerque. - D'autres demi-groupes que les demi-groupes réguliers se représentent
fiddlement de la fagon précédente. C'est le cas, par exemple, du demi-groupe des
injections vy de l'ensemble des entiers naturels dans lui-méme telles que N - Ny

soit dénombrable.

COROLLAIRE 4.4 (PRESTON [4]). - La somme directe des représentations et des anti-

représentations de Schiltzenberger définies par les diverses @-classes d'un demi-

groupe régulier est fidéle.

Cela résulte du théordme précédent, du théorcme 2.3 et de la proposition 3.2.

COROLLAIRE 4.5. - Tout demi-groupe régulier est isomorphe & un produit sous-di-

rect de demi-groupes réguliers bitransitifs.

Cela résulte du théordme 4.3 et de la proposition 3.1.

COROLLAIRE 4.6. - Tout demi-groupe régulier O-bisimple (c'est-a-dire ayant une

seule @-classe de Green autre que O ) a une représentation c¢c. s. b, fiddle (5).

par des translations partielles sur lui-méme.

La représentation compléte (pR ’ kg) sera dite représentation compléte canoni-

que. Le sous-demi-groupe de GD x 8% image d'un demi-groupe D régulier est formé

de transformations ayant des propriétés d'"injectivité partielle" qui s‘'expriment

par

]
]
i

apg x) bpm(x) ¢c et (a,b)ef => a=01b

ahg(x) = bkﬁ(x) =c et (a , b) ER => a=5bv .

Des propriétés analogues sont valables pour toute représentation commutante symé-

trique d'un demi-groupe quelconque et résultent du lemme de Green.

PROPOSITION 4.7. - Un demi-groupe régulier est inverse si, et seulement si, 88

représentation compléte canonique s'effectue par des translations partielles injec-

tives. Dans ce cas, la représentation (l’anti-représentation) PR (hg) est fiddle.

Démonstration.

(a) Si D est un demi-groupe inverse

apﬁ(x) = bpﬁﬁx) ¢ => a=zaxx l=cxtobxxlcp .

(5) I1 est bitransitif, et on peut lui appliquer le corollaire 3.3. Cela ne donne
malheureusement que peu d'idées sur la structure des demi-groupes réguliers O-
bisimples.
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En effet

(ax , 2) e R => (ax)(ax)-l a=a => a=axxtalas= aL(a“1 a)(xx—l) = axx !,

De méme xf(x) est injective pour tout =x € D . Pour montrer par exemple que pg
est fiddle, comme dans la démonstration du théoréme 4.3, on a :

pa(x) = pply) => xly=x et (x,y)es .

Done
-1y _ . _ -1
yxg(xx ) =x = ng(xx ) .

Comme Aﬁ(xx-l) est injective, x =7y .

(b) Si D est un demi-groupe régulier & représentation canonique par des injec-
tions, chaque @{R-classe a un seul idempotent ; en effet, si e et f sont deux

idempotents équivalents par R , ef =1 :
epﬁ(f) =1 = fpﬁﬂf) => e=f .

De méme, chaque £~classe a un seul idempotent, et D est un demi-groupe inverse.

PROPOSITION 4.8. —= Soient D un demi-groupe régulier et (pR , XE) sa représen-

tation compléte canonique. Il y a équivalence entre :

(a) pﬂﬁx) est la translation & droite p(x) pour tout x € D

we

“o

(v) hﬁ(x) est la translation & gauche A(x) pour tout x € D

(¢) D est compldtement simple,

Démonstration. = (a) => (¢) . Si D a un zéro, il est réduit & zéro :

(a.O =0 => ap(O) =0 => apR(O) =0 => a=0) . Dans le cas contraire,

pour deux idempotents e , £ de D, tels que ef =fe=¢€e , on a :
fp(e) =e => fpmge) =g => (f ; e) ER => ef =f => e=7* :

D régulier, sans zéro, et ayant tous ses idempotents primitifs, est complétement

simple.
(e) => (a) est évident.

Un résultat analogue, mais un peu plus compliqué & formuler, est valable pour les

demi-groupes complétement O-simples.

Le corollaire 4.5 indique clairement le processus & suivre dans 1'étude des demi-

groupes réguliers

1° Btude des demi-groupes réguliers bitransitifs (ou m8me transitifs & droite

seulement). Dans cette direction, quelques résultats sont connus qui concernent
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les demi~groupes inverses bisimples, ainsi que la structure des demi-groupes com-

plétement O-simples.

2° Etude de demi-groupes réguliers qui sont produits sous-directs de bitransitifs.
Bien que certains résultats soient connus & ce propos (comme, par exemple, la struc~
ture des demi-treillis de groupes, voir [ 2], paragraphe 4.2, qui sont les demi-
groupes réguliers produits sous-directs de groupes), le problime ne paralt pas avoir
été déja envisagé sous cet angle. Les demi-groupes réguliers bitransitifs les plus
généraux dont on connaisse la structure, sont les demi-groupes compldtement O-
simples, d'ou 1'idée d'une étude des produits sous-directs de demi-groupes complé-

tement O-simples. On démontre les résultats suivants (pour la terminologie, voir
[2]).

Un demi-groupe régulier D est produit sous-direct de demi-groupes compldtement

O-simples si, et seulement si,

(1) D est complétement semi~simple (i. e. chaque facteur principal d¢: D est

compldtement [OJ-simple) ;

(2) rour aeux 1dealX Pprinclpaux queiconques Jlaj et Jib) de b :

J(p) € 7(a) =

(-~ ou bien, pour tout x € Ja (Ja est la J~classe de a) s

xJ(b)x < J(b)\Jb H

<
— ou bien, il existe un homomorphisme partiel o de Ja dans Jb tel que
Xy € Jb = Xy = [m(x)].y s
~ vxeJ , Tyed_,
a b
yx e g => yx = y.[o(x)] .

Cette condition (2) donne effectivement la structure lorsque 1'ensemble ordonné
des J-classes est d'un type simple, ce qui se produit, par exemple, pour les demi-
groupes réunion de groupes ou les demi-groupes réguliers finis. Dans le cas géné-
ral, on peut remplacer (2) par (2!)

{~ ou bien aucun idempotent de Ja n'est supérieur & un idem-

potent de J,_ 3
b

1 —_—

(21) J-’b s Ja > . . s .

- ou bien chaque idempotent de Ja est supérieur & un seul

L idempotent de Jb .

Les démonstrations de ces résultats paraltront ultérieurement.
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