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IDÉAUX ET CONGRUENCES DANS UN TREILLIS (*)
par Jacques GRAPPY

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
19e année, 1965/66, n° 25

Si pour une oongruence e d’un treillis ~ ~ le treillis ~/8 admet un plus pe-

tit démente cette classe est un idéal I de (;, appelé noyau de e . En général
I ne détermine pas 8 ! et un idéal quelconque de S n’est pas noyau d’une con-

gruence. L’objet de cet exposé est de caractériser les idéaux qui sont noyaux d’une

congruence, et de voir dans quels cas cette congruence est unique. Les résultats

donnés ici sont dus à G. GRATZER et E. T. SCHMIDT ([3] et [4~) f et à M. F. JANOWITZ

[5].

~, . Définitions.

DÉFINITION 1.1. - Un idéal I d’un treillis S est une partie de 5 vérifiant

les deux oonditions :

Rappelons les propriétés élémentaires suivantes (voir par exemple [l] ou [2]) :

L’ensemble S des idéaux de 5 forme une famille de 1’bore, donc un treillis

complet où l’intersection est l’intersection ensembliste, et où l’union est définie

par :

PROPOSITION ~.1..» Le treillis 5 est modulaire (respectivement distributif) si,
et seulement 3 est modulaire (respectivement distributif).

La condition est suf f i s ant e car l’ application, qui à t ~ G fait correspondre
l ’idéal principal engendré par t : t = {x ; x  t} , est un isomorphisme de 5

(*) Conférences faites au groupe d’ études d’Algèbre dirigé par P. DUBREIL et
Mne M.-L. DUBREIL-JACOTIN.



sur un sous-treillis de J .

Supposons 5 mdulaire par exemple. Soient I , J ~ K ~ K , trois idéaux de

S . On a toujours :

DEFINITION 1.2. - Une congruence d’un treillis est une relation d t équivalence
oompatible pour les lois v et A .

Si e est une congruence est un treillis. Les c~as se s irodulo e

sont convexes, et l’on a la relation importante :

Nous utiliserons souvent la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. - Une relation binaire p est une congruence et seulement

si, elle vérifie : .

Ces oonditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont satisfaites, p est
réflexive et symétrique d’après (1 ) et (2). Montrons la transitivité. Si x p y ,

y p z ~ alors x p (x A y), y p (yAz) et (xAy) p (xAyAz) d’après (4).
(3) implique alors x p d’où x p (xAz) (4). On montre de même
x p (x v z), et finalement (x A z) p (x v z), x p z ~ d’après (2).

Montrons enfin la régularité par rapport à v par exemple. Si x p y , alors

x p (x v y) , et en utilisant (4) :



L’ensemble des co ngruence s forme un treillis C , avec les opérations :

2. Faible projectivité.

DEFINITION 2.1. - On dit que b) est faiblement projectif sur (c , d) ,
(a , b , c , d ~ 5) ~ et l’on note ab -2014> cd ~ s’il existe des éléments

x1 , ... , xn tels que l’on ait :

PROPOSITION 2.1. - e ~ est définie par : .

~==> 3y~ =XA yy~ ...y~==xvy, ab ~ 

La relation binaire p ainsi définie vérifie 03C1  03B8ab , et apb.Il suffit de
prouver que p est une congruence, et pour cela qu’elle vérifie les hypothèses de
la proposition 1.2. Les conditions (1), (2) et (3) sont immédiates. (4) résulte de

si ab 2014~ y.  alors:



Supposons que kji ~ S , alors e S . On montre aussi, par récurrence, que

t v SES. Puisque t  t v s , le raisonnement dual montrera que 

Congruences et idéaux. - Si la congruence e est telle que ait un plus pe-

tit élément, cette classe est un idéal de S ~ appelé noyau de 0 . Mais on

n’a pas en général 03B8[I03B8] = 03B8 .

A tout idéal 1 on peut associer Or~ ~ cette congruence admet un noyau, qui 
en

général contient strictement 1 . On peut se poser les problèmes suivants :

(1) Caractériser les idéaux qui sont noyau d’une congruence.
Le théorème 2.1 donne une solution à ce problème, mais la caractérisation obtenue

est peu maniable. Dans la suite, on donnera des conditions nécessaires et des con-

ditions suffisantes qui, pour certains treillis, seront nécessaires et suffisantes.

(2) Caractériser les treillis dans lesquels tout idéal est noyau d’une oongraence.

3 . Etude de certains éléments d’un treillis et de certains idéaux.

DEFINITION 3.1. - Un élément z d’un treillis S est dit neutral si, quels que

soient a et b dans 5 ~ a ~ b , z engendrent un sous-treillis distributif.

Un élément s e S est dit standard si l’on a :



PROPOSITION 3.1..- Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) s e st standard dans G .

(2) La relation e 
s 

définie dans ~ par:

(2) o (3). - Soit s tel que la relation ~ s est une congruence. Montrons

que s est v-distribuant .

Si l’on prend l’union des deux membres avec s on obtient :



DÉFINITION 3.2. - Un idéal I d’un treillis 5 est dit neutral (resp. standard,
re sp . v-distribuant) si I e st un élément neutral (resp. standard, re sp . v-

distribuant) du treillis 3 des idéaux 

Un idéal I e st dit projectif si les relations :

PROPOSITION 3.2. - Les propriétés suivantes sont équivalentes dans un treillis L:

(1 ) S est un idéal standard.

(2) La relation e~ définie dans 5 par :



Or S est isomorphe à un sous-treillis S de 3 . Montrons que 1 ’image 9q de

Oq dans 5 n’est autre que la restriction @q de Oq à S  Soient 

(@J . Il existe tel qUe :

PROPOSITION 3 *3 * - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) 1 est un idéal v’-distribuant.

(2) t  (xva) A (y ~ b) , x , ===> ~ z ~ I , t  z v(aAb) .
(3) On définit une congruence dans ~ par:

La troisième condition est évidente, ainsi que la première partie de la quatrième.



Or on a x  z , d’où x  (aAb) v t qui montre que x appartient à Y. On a

donc bien X = Y .

PROPOSITION 3.4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes:



Si I est v-distribuant, e.r (prop. 3 .3 ~ est une co ngruence, et l ’on a même
I est le noyau de 

De si S est standard, 8S = 0 [S] admet S comme noyau. Une telle con-

gruence sera dite standard.

Soit I le noyau d’une congruence 8 ~ et soient :



PROPOSITION 3 .8 . - Soit !? un treilli s distributif do nt le s congruences commu-

tent. ~,lors ~ est relativement complémenté.

est distributif, les relations suivantes sont équivalentes :



4. Relations entre congruences et idéaux d’un treillis.
.

DEFINITION 4.1 . - Un treillis E est dit complémenté par sections, si quel que

soit x é E , il existe a $ x tel que tous les intervalles (a , b) , a  b ,

soient complémentés.

Si E admet un zéro, cela revient à dire que tous les intervalles (0 , b) sont

complémentés.
. ,

THÉORÈME 4.1 . - Soit G un treillis complémenté par sections. £j S est une

congruence admettant un noyau I , I est un idéal standard, e% 6 = 03B8I .
Soient a  b , a z b (o) . Il existe d e I , a , tei que (d , b) soit

complémenté. Si e est un complément de a dans (d , b) , él ~ c = b , a A c = d ,

on a alors d z c (0) , soit: c e 1 . ,

Il en résulte que I est standard, d’après la proposition 3 .~, et que

COROLLAIRE. - Soit S un treillis modulaire relativement complémenté. Si une

congruence 8 admet un noyau 1~1 est un idéal neutral, et 6 est déterminée

par 1 .

Si S est modulaire, il en est de même de S . Or dans un treillis modulaire, un

élément standard est neutral (voir par exemple [6]~ p. 4) .



THEOREME 4.2. - Soit S un treillis complémenté par sections. Alors tout idéal

projectif est standard.
admet un tout idéal 0.pro j ectif est standard.

Si de plus L est relativement complémenté, un p-idéal est un idéal standard.

1° Supposons que L ait un zéro, et montrons qu’un idéal 0-projectif I est

standard. D’après le théorème 4.1, il suffit de montrer que I est noyau d’une

co ngruen ce .

Considérons la relation e :

Montrons que e vérifie les conditions de la proposition 1 .2. Les deux premières
sont évidentes.

Prenons un complément s de x ~ u dans On a :

Comme l est 0-projectif, il en résulte : sEI, et x n u = y AU 

relation e est donc une co ngruence, et son noyau est 1 .

2° Soit I un idéal projectif de S . Notons S(x) l’ ensemble des imjorants de

x . Quel que soit a ~ L , il existe x  a tel que S(x) soit complémenté par
sections. Alors I n, S (x) est 0-projectif dans S(x) , donc standard dans S(x) .
Il en résulte aisément que 1 est standard dans S ~

3° Si S a un zéro, et est relativement complémenté, montrons qu’un p-idéal est

~-pro j ectif .
Si avx>,bvx, a ~ I ; soit u un complément de bvx



THÉORÈME 4.3. - Tout idéal d’un treilli s e st clas se d’au moins une congruence si,

et seulement si, f; e st distributif.

Condition nécessaire. - Si 5 n’est pas distributif, il existe un sous-treillis

du type S ou T . Soit alors 1 == à .

THEOREME 4.4. - Les propriétés suivantes so nt équivalentes :

(1 ) Tout idéal est classe d’une congruence unique et toute congruence admet un

noyau.

(2) ~ est un treillis avec zéro distributif et complémenté par sections.

(l) ==~> (2). - L’hypothèse implique que S est distributif d’après le théorème

précédent. Toutes les congruences sont standards, donc commutent, et S est rela-

tivement complémenté d’après la proposition 3.8.

(2) (1). - Tout idéal est alors standard, et le théorème 4.1 donne l’unici-

té.

Soit ~ un treillis, Tout sous-treillis convexe conte-

nant a est classe d’une congruence unique si et seulement si S est distributif,
et tous les intervalles (a , b) , (c , a] , a  b , c  a 9 sont complémentés.
Condition nécessaire. - Si L est

non distributif, il existe un sous-.
treillis du type S ou T.

1° Si xv a’yv a ~ x A a = y A a .

8 est différent’3 de l’ égalité, donc
la classe de a contient par exemple
c > a.



Cela est absurde, car on aurait c =. a (cp) .

~° Sinon, on a par exemple 

Soit , ayant (tA a, xv a) pour classe. On a x - t (~,) , et il en résul-

te, comme on l’a déjà vu x = y puis x v a ~ y v a ((p) ~ ce qui est absur-

de.

~ est donc distributif. Soit alors b ~ a. (a ~ b) est image homomorphe de G

par l’application x ~ (x v a) A b . Donc tout idéal de (a , b) est noyau

d’une congruence unique de (a , b) . Le théorème 4.4 implique que ( a , b) est

complémenté.

Condition suffisante. - Soit K un sous-treillis convexe contenant a. Soient

I(K) et I~(K) l’idéal et l’idéal dual engendrés par K . Les hypothèses entra!-
nent (théorème 4.3) que I(K) et I*(K) sont classes de congruences 8 et ~~ .
Alors ~ ~ ~ a pour classe l (K) n I (K) ~ K .

Pour montrer l’unicité, il suffit de montrer que {.a) est classe de l’égalité
seulement.

Soient par exemple, x v a  y v a. Si b est un com-

plément de x v a dans ( a , (y v a)) , on aura:

e 
/Y 

ne peut avoir ~a) pour classe.

DÉFINITION 4.2. - Un treillis 5 est dit faiblement complémenté, s’il a un zéro

et si, quels que soient a et b , il existe c ~ 0 tel que ab ~ Oc .

THÉORÈME 4.6. - S est faiblement complémenté si, et seulement si, l’égalité est
la seule congruence ayant 0 pour classe.

Condition nécessaire . - Si il existe c tel que xy 20142014~ Alors

(e~) .
Condition suffisante. - Soit ab .On a donc 03B8ab ~ ~ . Il existe c 

c==0 (03B8ab) , et donc des éléments c0 = 0  c1  c2  ...  cn = c , avec

ab 20142014> c. c..  alors ab ’-’ ~ Oc..
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