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Sémingire DUBREIL~PISOT 25«01
(Algébre et Théorie des nombres)
19¢ année, 1965/66, n° 25

IDFAUX ET CONGRUENCES DANS UN TREILLIS ()

par Jacques GRAPPY

Si pour une congruence € d'un treillis & , le treillis &/6 admet un plus pe-
tit &lément, cette classe est un idéal I de G , appelé moyau de © . En général
I ne détermine pas 6 , et un idéal quelconque de % n'est pas noyau d'une con-
gruence. Llobjet de cet exposé est de caractériser les idéaux qui sont noyaux d‘'une
oongruence, et de voir dans quels cas cetbe congruence est unique. Les résultats
donnés ici sont dus 3 G. GRATZER et E. T. SCHMIDT ([3] et [4]), et & M. F. JANOWITZ

[5]e
1. Déﬁ.nitions .

DEFINITION 1.l. = Un idéal I d'un treillis & est une partie de & vérifiant
les deux oonditions

(1) 1, eI, i,eI = i, vijel;

() 1ie1, teG = iatel.
On peut remplacer (2) par (2!) s

(1) iel, teb, tgi = tel.

Rappelons les propriétéds élémentaires suivantes (voir par exemple [1] ou [2]) :

L'ensemble 3 des idéaux de & forme une famille de Moore, donc un treillis
complet ol 1l'intersection est 1l'intersection ensembliste, et ol l'union est définie
par ¢

VI =fx; xgi, ve.vi , i eI} .
och ¢ 1 %k % %

PROPOSITION l.ls = Le treillis & est modulaire (respectivement distributif) si,
et seulement si, 3 est modulaire (respectivement distributif).

La condition est suffisante car 1l'application, qui & t € T fait correspondre
1%idéal principal engendré par t: T ={x; x <t} , est un isomorphisme de &

*
(") Conférences faites au groupe d'études d'Algsbre dirigé par P. DUBREIL et
Mme Meed:e DUBREIL-JACOTIN.
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sur un sousetreillis de & .

Supposons & modulaire par exemple. Soiemt I ,J , K, Ic< K, trois idéaux de

G « On a toujours :
@ITvI)nk=2Iv (JnkK) .

Soient te IvJ)nK, tek, tgivj, 1€I, jeJ .Posons

k:tvieK .

On a alors s
tg@vi)ak=1iv (JAk)e€Iv (IJnKkK) .

DEFINITION 1.2+ = Une congruence d'un treillis est une relation dtéquivalence

compatible pour les lois v et a .

Si o est une congruence de &, ©&/6 est un treillis. Les classes modulo 6
sont convexes, et l'on a la relation importante s

x=y () <= xvy=xay (8) .
Nous utiliserons souvent la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. = Une relation binaire p est une congruence si, et seulement
si, elle vérifie :

(1) apa, Vaet,

() apb <=> (aab)p(avd),

(3 x2>y22, xpy, ypz = xpz,

(4) x2y, xpy = (xvi)p v,
= (xat)p yat).

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont satisfaites, p est
réflexive et symétrique d'aprés (1) et (2). Montrons la transitivité. Si xpy ,
Yypz,alors xplxay), yp(az) et (xay) p(xayaz) dlapres (4).
(3) implique alors xp (x Ay A z), dod xp (x4 2z) (4). On montre de méme
xp (xVva), et finalement (x4 z) p (xv 2) , clest-d-~dire x p z , d'aprés (2).

Montrons enfin la régularité par rapport & v par exemple. Si x p y , alors
xp (xVvy), et en utilisant (4) :

(xvit)pxvyvi) .
De mbme, (yvit)p (xvyvi), dlor s
(xvt)plyvit) .
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L'ensemble des congruences forme un treillis C , avec les opérations s

x=y (Ne) <= ia, x=3 () ,

o
X=y (yea) <= B Xy =X, Xy oeee 3 X =T, X5 = X1 (ei) .

On peut voir facilement que cette dermiére définition peut se formiler aussi @

X=y (\o{ea) <=> 125 =X Ay <z < eee<Z =XVY, 2z =7 (eai) .

Rappelons enfin que € vérifie la distributivité généralisée :

6 A (\/ea) =V (6 A 6,) -

2. Faible projectivité.

[4
DEFINITION 2.1s = On dit que (a , b) est faiblement projectif sur (c , d) ,
(a s byc,de %) s et 1%n note ab —> cd , s'il existe des éléments

X; 5 eee y X tels que l'on ait :

cvd= (eae({avb)w xl) A X, ees) V X, s

cAd= (eee((a D) vxl) A X, ces) VX e

Remarque. ~ S1 a<b et c<d, d=bvx, c=avx est équivalent a

b ac3a ct d=bAx , c=aArx équiveutd avdghb.

Si ab => cd, et si 6e€C esttelleque a=b (6) , alors oc=4d (p) «

DEFINITION 2.2. = Si S< &, on notera e[S] la plus petite congruence laissant
S indivisible. Si S ={a , b} , on notera Op *

PROPOSITION Rele = b est définie par :

X=y (eab) <> HYQ:XAy<y1<"'<yn=va’ ab i ian

La relation binaire p ainsi définie vérifie p g © ap * €6 @ p b o Il suffit de
prouver que p est une congruence, et pour cela qu'elle vérifie les hypothéses de
la proposition 1.2. Les conditions (1), (2) et (3) sont immédiates. (4) résulte de
ce que, si ab > ¥; y; ; , alors:

ab  w—> (yivt).., y. . vt .

i+l
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THEOREME 2.1. — Soit S G .

@ =2 e[S] ) (a,b\)/eSxS %ab °

(2) S est classe d'une congruence, donc de e[s] , si et seulement si S véri-

fie la condition :

Va,b,ces, deg, -;b-—ag—d.:—)deSn

La premidre assertion est immédiate.

8i S est classe pour e[S] , ay,b,ceS et @b > cd implique :
c=d (eab) , donc d € S . Supposons la condition vérifide, et soient s €8S,

tet, y=t1 e[S] « I1 existe done

'tlo =8< tl < ase < tn =t ves ti = ti‘("l (eaibi) 9 ai ’ bi esS .
D'aprés la définition de 6_, , 1l existe une suite :
i1
ko =1t. < 1«:l < < kzi =1 avec b, ==——> kj kj+1
A T T A S & P35 it

]

Supposons que kg_ € S, alors kg_“ € S « On montre aussi, par récurrence, que
tvseS.Pulsque t<tv s, le raisonnement dual montrera que s € S .

Congruences et idéaux. - Si la congruence 6 est telle que %/6 ait un plus pe-

tit élément, cette classe est un idéal de &, I, , appelé noyau de 6 . Mais on

n'a pas en général e[IG] =0 «

A tout idéal I on peut associer e[I] , cette congruence admet un noyau, qui en
général contient strictement I . On peut se poser les problémes suivants s

(1) Caractériser les idéaux qui sont noyau d'une congruence.

Le théoréme 2.1 donne une solution & ce probléme, mais la caractérisation obtemue
est peu maniable. Dans la suite, on donnera des conditions nécessaires et des con=
ditions suffisantes qui, pour certains treillis, seront nécessaires et suffisantes.

(2) Caractériser les treillis dans lesquels tout idéal est noyau d'une congruence.

3, Btude de certaing éléments d'un treillis et de certains idéaux.

DEFINITION 3ele = Un élément z d'un treillis © est dit neutral si, quels que
soient a et b dans &, a, b, z engendrent un sous-treillis distributif.

Un élément s € & est dit standard si 1l'on a ¢

(avs)ab=(aab) v (sab) vaet, Ybet .
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Un élément u e & est dit v-distribuant si l'on a :

uv (aab)=(@va)auvd) . VaeG, Ybeb .

Un élément s e & est dit simplifisble si les relations :

sva=svb, saAaa=s8ab impliquent a=b .

PROPOSITION 3.1+ ~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) s est standard dans G .
(2) La relation o 5 définie dans & par

X6,y <> 18 €8, (XAy)vslzxvy ,

est une congruence.
(3) s est v-distribuant et simplifiable.

(1) = (2)« = I1 faut vérifier que 6 o satisfait aux quatre conditions de la

proposition 1.2.

Seule la deuxiéme partie de la condition (4) n'est pas évidente. S1 x <y et
xesy,ona Xvse =y, 8 s o Quel que soit t e G,

yaAat

1

(x v sl)Ats(xv s) at=(xAat)vi(isat)gxat)vs .

Alors 3

1}

vat=@Fat)a((xat)vs)=[Fat)axat)]vilyat) as]

]

(XAt)vs2 ou sz=(yAt)As .

On a bien
(x A t) GS (y ~t) .

() => (3). = Soit s tel que la relation 6, est une congruence. Montrons
que s est vedistribuant,

Ona x=svx (es), Yy=svy (es),donc,

xay=(svx)a(svy) (GS)

Il existe alors s, < s tel que :

1\
(XA’y‘)VSl:(SVX)A(Svy) .

Si 1l'on prend l'union des deux membres avec s on obtient

xay)vs=(svx)a(svy)
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Montrons que s est simplifiagble. Siona sva=svb, sAaa=sab,
alors ¢

a=sva (8) et b=svb (3) impliquent a=Db (6) et aab=a (6) -
I1 existe donc s, < s, (aab)vs =a.lIlen résulte successivement :

s, <a, slg(s/\a)z(s/\b), sls(aAb), et finalement (a Ab) =a .

Demtme (a Ab) =b, et a=b.

(3) = (1)e =Posons a=xa(svy), b=(xas)v (xay) .Ona toujours
b g 2 + On a successivement :
avs=zsv xa(svy)) =(svx)a(svy) =svixay)=bvs ,

(ans) =(xas)gbas),dod (aas) =(0das), et finalement a=Db .

Remarques = es admet s pour noyau, et es = e[§] .

DEFINITION 3.2. = Un idéal I d'un treillis & est dit neutral (respe standard,
resp. vedistribuant) si I est un élément neutral (resp. standard, resp. ve-
distribuant) du treillis 3 des idéaux de G .

Un idéal I est dit projectif si les relations :
(avx)z2(vx), (aax)>mdax), acl impliquent bel .

Lorsque & posséde un zéro, I est dit O-projectif si :

(@avx)zvx), (aax)=(bax)=0, ael impliquent bel .

Enfin, I sera sppelé un p-idéal si

(avx)=(vzx), (aax)=(Mdax)=0, ael impliquent bel .

PROPOSITION 3.2. ~ Les propriétés suivantes sont équivalentes dans un treillis Gs

(1) S est un idéal standard.
(2) La relation 0 définie dans & par :

X =Yy (eS) <=> 18seS, (xay)vs=(Exvy s

est une congruence.

(1) => (2). =Si S est standard, on sait que 1l'on peut définir une congruen—

ce @Sde 3 par:
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X=Y (@) <= 318 <5, (XnY)vs =@&vY .

Or G est isomorphe & un sous-treillis & de 3 . Montrons que 1'image é;; de

6q dans & n'est autre que la restriction @é de Qg 4 T . Sodent X=X,
Y=y, X=Y (@S) . I1 existe S; =S tel que :
xay)ve =&vy .

Mors il existe s €8 8, (xvy) s (xay) v s, s et on a 1'égalité, car
xAay v s, eppartient 3 (xvy) . Done @_S-s é; . On a immédiatement —S—S—S @g .

(2) = (1). = Soient X et Y deux idéaux de & . Posons :

A=(BSvIX)nY, B=(SnY)v(SnX .
On doit montrer Ac B . Soit yed, ye¥Y et y<(svx), seS, xeX.
Onas XxX=svx (es),d'o&:
y=(svx) ay=xay (g -

I1 existe donec s, € Sz y:(XAy)vsl.Or S,y ,dome s, €8nY, et

yeB.

PROPOSITION 33+ =~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) I est un idéal v-distribuant.
(2) tgxva)alyvb), x,yel = dzel, tgzv(aab).
(3) On définit une congruence dans & par :

X=y (eI) <=> 3a€l, (xva)=I((yva .

(1) => (2). = Cela résulte de 1'égalité :
Iv(aab)=(Ivan(@vd .

() => (3). - Vérifions les conditions de la proposition 1.2. La premiére est
éV’id.en‘te.
Si x=y (GI),ona (xva)=(yva, ael.Alors:

Xvyva=xva=yvVa et xvyva=(xvaallyva .
Il existe be I tel que :

Xvyvagby (xay) et xvyvavb=(avb)v (xay ,
done X ay=xvy (eI).

La troisiéme condition est évidente, ainsi que la premidre partie de la quatriime.
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Soiemt x,y,t, x=y (1), (xva)=QFva avec xgy, acl.
Alors ¢
(xva)a(tva=(Fvaal(tva .

On a de plus :
(xva)a(tva)gbyv (xat) bel
(yva altva zav(yat),

et finalement :
(yat) vavb=(xat) vavd ,

soit @

*

Xxatzyat (GI)

(3) => (1)¢e =Posons X=Iv AnB), ¥Y=(Iv4a) n(IvB), A,Bed.
Soit xe X
x<iva, i1e€el, ach et xgjvb, jel, beB .

On peut supposer i =j . On a alors :

!

o
<
o

a=1iVva (OI), b = (GI) ’

done ¢

z=(iva)a(ivb)=aab (GI) .
Il existe donc t € I tel que
zvt=(aab)vt .
Orona x< 2z, dot xg (aAab) vt qui montre que x appartientd Y . On a

donc bien X =Y .

PROPOSITION 3.4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) I est projectif.

(2) ael, xayel = (avx)ayel.

3) 2aeI, bel, (xay)el => (avx)albvy el.
(4) a€el, baxel, avx>bvx = bel.

(1) = (2). - On a successivement ¢
[evx)ay]vxgavx=[avxay)]vx ,
[avx) ayl]ax=xayglavxaylarax .

Comme aVv (xAay)el,ilenrdsulte: (avx)ayel.
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(2) = (3). - En sppliquant deux fois l'hypothése, il vient :

(avx)ayel puis (avx)alvy eI .

(3) => (4)« - a et bax appartenantd I, on a:
(avb) alavx) el et bg(avb) alavx) ,
dlou b el.

(4) => (1). = C'est évident.

PROPOSITION 3¢5+ = On a les implications :

Idéal neutral =—> Idésl standard =—> Idéal v=distribuant =—> noyau d'une

congruence => Idéal projectif.

8i % a un zéro @

Idéal projectif =—=> Idéal O-projectif =—> p-idéal.

Si I est v-distribuant, 61 (prop. 3.3) est une congruence, et l'on a méme

GI = 6[1] « 1 est le noyau de GI .

De méme, si S est standard, 6g =6 [s] admet S comme noyau. Une telle con=-

gruence sera dite standard.
Soit I 1le noyau d'une congruence 6 , et soient :
ael, baxel avxx>bvzx .

aax () ,dod avx=x (8) , et aussi bvx=x (8) ; alors :

1]

Alors a

b=(bvx)ab=bax (8) .

i

Puisque b Ax eI, il en résulte be I, et I est projectif.

PROPOSITION 3.6. - Soient 6 et ¢ deux congruences de G .

il

6 et ¢ commtent <=> {agbgec, a=b (8), b=c (p

=> 3d, agdgec, a=d (p , d=c ()}

m

Si o et ¢ commutent, soient a<b<c, a=b(e), b=c (o) . Il existe

d' tel que a=4d' (p) , d'=c (p) . Il n'y a qu'd prendre d= (a val) ac .

Réciproquement, soient a , b, c, a=b (8), b=clp) « On a:

a=aab (8), b

i

bac (p) et aAab=aabac (p .
I1 existe donc 4, ,
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a>d >aabac avec a=d. (¢ , d=asrbarc (6) .

1

De méme, il existe d, ,

aabacgd,sc aAbacs=d, () » d, = c (8)

il

Mors d, =4, v d, (@) » d v d, d, (8) , et finalement :

a=d vd, (@) d, vd,=c (8) .

PROPOSITION 3.7. = Les congruences standard commutent.

Soient © et ¢ standards, de moyaux I et K . Si a<b<e,

a=b (o) ’ b=c (CP) ’

]

il existe ieI, keK, avi=Db, bvk=c.Alors:

.

a=zavk (o) et avk=c (8)

PROPOSITION 3.8+ = Soit % un treillis distributif dont les congruences commu-

tent. Alors G est relativement complémenté.

LEMME. - Si & est distributif, les relations suivantes sont équivelentes :

(1) a<b, c<d, ab —> cd .

(2) 1%, X, G=(&.VX1)/\X2, :(bVXl)sz.

3) e=(ave)ad=(aad)ve, d=(bve)ad=(0mad ve.
(4) c>aand, ds<bve.

I1 est évident que (3) <=> (4) et (4) = (1) .

(1) = (2). -5i ab —> EE, il existe Yy s Vo9 coe s ¥y tels que ¢

c=(eeel(avy) Ayy)eed ay,

d

]

(ol v 3) Ay Ay,

Si n>3, on se raméne & n - 1 éléments :

i

(avy)ayy=(aay) v (v, ~5,) ,

[@vy) avdvyy=(anyy) vIl ~avy) vyl -

Lfordre des signes v et A importe peu, puisque :

(avxl)/\x

2=(an2)v(x1Ax2) .
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(2) = (3). - On voit aisément que l'on peut prendre x, =c¢, X, = d .

Démonstration de la proposition. - Soient a<bgec .Ona: a=b (eab) ,

b=c (abc) . Donc il existe d, agd<gc,

1l
]

a=d (ebc) et d=c (eab) .

Il existe donc 2 yy=a<y STy S eve $V

le lemme, on a yiayiﬂ/\b,d'oﬁ a>dab et a=dab . Demlme, c=dvb,

=d, be -—> Yy Vi1 Utilisant
et G est un complément relatif de b dans (a, ¢) .

4, Relabtions entre congruences et idéaux d'un treillis.

DEFINITION 4.1. - Un treillis & est dit complémenté par sections, si quel que
soit x € G, il existe a < x tel que tous les intervalles (a , b), a<b,

soient complémentés.

Si & admet un zéro, cela revient & dire que tous les intervalles (0, b) sont

complémentés.

THEOREME 4.1. — Soit & wun treillis complémenté par sections. Si © est une

congruence admettant un noyau I , I est un idéal standard, et © =067 -

Soient agb, a=b (9) «Ilexiste del, d <a, tel que (@, b) soit
complémenté. Si ¢ est un complément de a dans (@a,v), ave=b, aarc=4d,

onaalors d=c (8) , soit: ce I .
Réciproquement, si agb, et avec=Db avec ce 1, alors:

c=caa (0) et b=ave=a (8) .

n

On a donc @

x=zy () <= 3cel, (xay)ve=xVvy .

1l

I1 en résulte que I est standard, d'aprés la proposition 3.2, et que
COROLLAIRE. - Soit % un treillis modulaire reletivement complémenté. Si une

congruence O admet un noyau I , I est un iddal neutral, et 6 est déterminée
par I .

Si % est modulaire, il en est de méme de 3 . Or dans un treillis modulaire, un
élément standard est neutral (voir par exemple [6], p. 4).
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THEOREME 4.2. = Soit & wun treillis complémenté par sections. Alors tout idéal

projectif est standard.
8i & admet un zéro, tout idéal O-projectif est standard.
Si de plus & est relativement complémenté, un p-idéal est un idéal standard.

1° Supposons que & ait un zéro, et montrons qu'un idéal O-projectif I est
standard. D'aprés le théoréme 4.1, il suffit de montrer que I est noyeu d'une
congruence.

Considérons la relation 6 :

X0y <=> 1tel, (xay)vit=xvy, xayat=0 .

Montrons que 6 vérifie les conditions de la proposition 1.2. Les deux premieres

sont évidentes.
Soient x<y<sz, xvt=y, yvyvs=2z, tel, se€l.Ona:

v

xv(svit)=2z .

1

Soit u wun complément d¢ x A (sv t) dans svt.Alors avu=z, aau=0,
et uel . Donc:

X

i

z (8) .

m
&
-
=
<
=
N’
<
o+
1
Qq
<
2
L ]

Soient xgy, xvVt=y, xAt=0, tel.Si u
Soit s un complément de (xvu) At dans t . Alors sel, et

1l
o

(xvu vs=yvau, (xvau) as
et
xvuzyvu (8) .

Prenons un complément s de xAau dans y Au.Ona:
xas=xa(yaru)as=xauas=0=xat ,
xvegy=xvt .

Comme I est O-projectif, il enrésulte : sel, et xau=yau (8) .1la
relation © est donc une congruence, et son noyau est I .

2° Soit I un idéal projectif de T . Notons S(x) l'ensemble des majorants de
X o Quel que soit ae€G , il existe x< a tel que 3(x) soit complémenté par
sections. Llors I n.S(x) est O-projectif dens S(x) , donc standard dans S(x) .
Il en résulte aisément que I est standard dans G .

3° 81 & aun zéro, et est relativement complémenté, montrons qutun p=idéal est
O-projectif.

Si avx>bvx, aax=bax=0, ae€l; soit u un complément de bvx
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dans (b, (avx)) «.Mors uvx=avx, uax=aax=0,do uel,

puis bel.

THEOREME 4.3. = Tout idéal d'un treillis est classe d'au moins une congruence si,
et seulement si, © est distributif.

Condition nécessaire. = S1 ¢ n'est pas distributif, il existe un sous=treillis

du type S ou T . Soit alors I = a .

Si 0 admet I pour noyau, on a : u u
a=z (), u=zave=c (o) , b
b=cab=2z (8) , ¢ a c
ce qui est absurde, car b £ I . 2
Condition suffisante. - S1 T est z 2
distributif, 3 1'est aussi, et tout (S) (T)

idéal est standard.

THEOREME 4.4. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Tout idéal est classe d'une congruence unique, et toute congruence admet un

nozall.

(2) & est un treillis avec zéro, distributif et complémenté par sections.

(1) => (2). = L'hypothése implique que & est distributif d'aprés le théoréme
précédent. Toutes les congruences sont standards, donc commutent, et T est rela=

tivement complémenté d'sprés la proposition 3.8.

(2) = (1). = Tout idéal est alors standard, et le théoréme 4.1 donne 1'unici-
té.

THEORRME 4.5. - Soit & un treillis, ae & . Tout sous-treillis convexe conte-
nant a est classe d'une congruence unique si et seulement si © est distributif,

et tous les intervalles (a , b)), (¢, a), ag<b, cga, sont complémentés.

Condition nécessaire. = Si & est u u
non distributif, il existe un sous- v
cns |
treillis du type S ou T . z % v 2
1581 Xva=yva, XAa=yAa. X

exy est différents de 1'égalité, donec

la classe de a contient par exemple :
C > a e (S) (T)
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Soit ¢ ayant ((x Ay A a), a pour classe. Alors :

xv (xayara)=xz=xva (9 et de méme y=yva (¢ ,
dtol

x=y (o) et B, <@ o

Cela est absurde, car on aurait c=a () .

20 Sinon, on a par exemple yv af XV & .
Soit ¢ ayant (t Aa, xv a) pour classe. On a x=t (p) , et il en résul-

1]

te, come on 1'a déja vu x=y () , puis xva=yva (p) , ce qui est absur-

de.

& est donc distributif. Soit alors b>a . (a, b) est image homomorphe de &
par llapplication x =—> (xv a) A b . Donc tout idéal de (a , b) est noyau
d'une congruence unique de (a , b) . Le théordme 4.4 implique que (a, b) est

complémenté.

Condition suffisante. = Soit K wun sous-treillis convexe contenant a . Soient
I(XK) et T (K) 1'idéal et 1'idéal dual engendrés par K . Les hypothéses entrat-
nent (théordme 4.3) que I(K) et I*(K) sont classes de congruences o et o .
Alors © A 8* a pour classe I(K) n I*(K) =K .

Pour montrer l'unicité, il suffit de montrer que {a} est classe de 1'égalité
seulement.
Soient x#y, X<y .Ona, par exemple, xvV a<yVva.Si b estun com-

plément de xv a dans (a, (yVv a)) , on aura :

v =vV d b= o
XVa=zyvVva (GKY) onc a (exy)

GX.Y ne peut avoir {a} pour classe.

DEFTHITION 4.2. - Un treillis & est dit faiblement complémenté, s'il a un zéro
et si, quels que soient a et b, il existe ¢ # 0 tel que ab —> 0c

THEOREME 4.6. - © est faiblement complémenté si, et seulement si, 1'égalité est
la seule congruence ayant O pour classe.

Condition nécessaire. = Si x <y , il existe ¢ tel que xy =—> Oc . Alors
0 = 0 8] .
( m*)

Condition suffisante. - Soit a < b . On a donc b # ¢ o I1 existe ¢ #0,

c=0 (eab) s et donc des éléments c0=0<ol<c2<...<cn=c, avec

ab e—> c:i °i+1 « On a alors gb =—>» Ocl .



(1]
(2]
(3]
(4]
[5]
(el
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