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Séminaire DUBREIL-PISOT 9-01
(Algeébre et Théorie des nombres)
19¢ année, 1965/66, n° 9 24 et 31 janvier 1966

DEMI-GROUPES ET CATEGORIES A INVOLUTION

par Jacques LEVY-BRUHL

I. Groupoide et demi-groupe large

1. Demi-groupe large.

Un groupoide large est un ensemble (ou une collection) E , muni d'une opération

notde multiplicativement, tel qu'étant donné un couple (a,b) (a€eB, be E) ,
il existe au plus un élément ¢ de E tel que ¢ = ab . Le couple (a , b) est

dit composable si ab existe.

Un groupoide large sera dit demi-groupe large s'il satisfait & 1l'axiome d'asso-

ciativité affaiblie (4), et & 1'axiome (B).

(A) On a 1'égalité a(be)

tanément 1'ensemble vide ou un méme élément de E .

(ab)c , c'est-a-dire que les deux membres sont simul-

(B) Si ab et bec existent, il en est de méme de a(be) .
3i tous les couples (a , b) de E sont composables, on supprime le mot "large'

Une partie stable F d'un groupoide large E est une partie telle que

a€elfF, beF, dab => abeF .

Un élément neutre & droite A est tel que 3 xA => xA =X .

PROPOSITION I.1.1. - Dans un demi-groupe large E :
(a) Les é1léments simplifiables & gauche forment une partie stable ;

(b) Un élément inversible & droite relativement & un élément neutre a droite est

simplifiable & droite ;

(c) Les éléments inversibles & droite par rapport & un élément neutre & droite

forment une partie stable ;

(d) si A' est neutre & droite, et que a posséde un inverse & droite a' et

un inverse & gauche a" , tels que 1d aa" , a" est inverse & droite de a ;

(e) Si A" est neutre & gauche, A' neutre & droite, et que aa' =A' ,

a"a = A" , alors a' = a" , et cet inverse de a est alors unique ;
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(f) Si ab est simplifiable & gauche, b est simplifiable & gauche ;
(g) L'intersection ensembliste de deux parties stables est une partie stable.

Etant donné un groupoide large E , de signe opératoire T , on peut définir sur
E une deuxidme structure de groupoide large d'opération T , appelée groupoide

large opposé ou 1-dual par la condition suivante :
aTb existe si, et seulement si, b T a existe, et alors aTb=bTa.

I1 est clair que la structure 1-duale de (E ’ T) est la structure (E y T) et
que les éléments ayant une qualité & gauche dans (E, T) ont la qualité & droite
dans la structure 1-duale. Nous nous bornerons a énoncer les résultats obtenus par

1-dualité, & partir de résultats déja démontrés dans la structure (E , T) .

PROPOSITION I.1.2. - Etant donnée une partie F d'un demi-groupe large E , il
existe un demi-groupe large F' qui est le plus petit demi-groupe large contenant

F . Alors F' est formé des produits finis et définis d'éléments de ¥ .

Démonstration. - Si les a; € F , tout demi-groupe large contenant F contient

8y e .. 8y si 8 o+ e . 8y existe ( n , naturel quelconque). Soit F' 1'en-

semble des produits finis et existants d'éléments de F . Alors F' est évidemment
un demi-groupe large qui est donc le plus petit sous-demi-groupe large de E con-

tenant F , et qu'on appelle demi-groupe large engendré par F .

Cas particulier. - Si Fl et F2 sont deux sous-demi-groupes larges de F , le

demi-groupe large engendré par F1 U F2 (union ensembliste) est le plus petit

et F2 .

demi-groupe large contenant F1

2. Catégorie.

Une catégorie est un demi-groupe large E satisfaisant & 1'axiome des éléments

neutres :

(N) VaeE, il existe deux éléments neutres A et B, tels que 1 aA et
4 Ba .

PROPOSITION I.2.1. = Les éléments neutres A et B d'un élément a sont uni-

ques.

Dans une catégorie, on appelle morphisme un élément, objet un élément neutre,

2

épimorphisme un élément simplifiable & droite, monomorphisme un élément simplifia-

ble & gauche, bimorphisme un élément simplifiable. Si A et B sont les objets
relatifs de a , définis dans 1'axiome (N), A est appeld source de a , B but

de a , et on écrira a = BaA pour rappeler sa source et son but.
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PROPOSITION I.2.2. - Le produit aa' (ol a = BaA et a' = B'a'A' ) existe si,

et seulement si, A = B' .

Si T est une partie de E , ou E est un groupoide large, nous désignerons par
aF 1'ensemble (ou collection d'éléments) de la forme af , o f € F (ce qui im-

plique que 13 af ). Définition analogue pour Fa (par 1-dualité).

PROPOSITION I.2.3.

(a) La relation R entre monomorphismes (m 5 m') € R <=> n'E € mE est une

relation de préordre.

(b) (m, m') € R si et seulement s'il existe un monomorphisme m" tel que

n' = mm" .,

(a)* [Proposition 1-duale de la propriété (a)]. - La relation R' entre &pimor-

phismes (s , s') € R' <=> Es' € Es est une relation de préordre.

(0)*. = (s, s') € R' si et seulement s'il existe un épimorphisme s" tel que

s' = g"s .

(¢) Si m et m' sont deux monomorphismes tels que mnE =m'E , ona n' = nf ,

ou f est inversible.

(c)*. =5i s et s' sont deux épimorphismes tels que Es = Es' , on a

s'=fs , ou f est inversible.

31 m est un monomorphisme, on appelle sous-objet du but de m 1la partie mE .
Nous désignerons par o tout monomorphisme tel que mE = mE , et par m toute
source d'un monomorphisme o . De méme, si s est un épimorphisme, tout but d'un
épimorphisme S tel que Bs = ES sera noté s , et Es est appelé objet quo-

tient de la source de s .

Exemple 1. - On appelle groupoide de Brandt une catégorie ou tout morphisme est

inversible. Un groupe est un groupoide de Brandt ne possédant qu'un seul élément

neutre, et ol deux éléments quelconques sont composables.

Exemple 2. - Soit F wun ensemble. On définit sur F x F une structure de grou-
polide de Brandt en posant (Z)(;) = (z) si, et seulement si, t =y , non définie

si t#y . Alors E=F x F est appelé groupoide de Brandt de couples.

Soit F wune catégorie, et dans P(F) on se donne une classe U d'éléments Ui

formée d'éléments neutres de F . On considére des triplets de la forme
(uvr , a, U") ov aeP(F), U'eU, U'eU |,

tels que, pour tout élément o de F qui soit élément de a , la source de «
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soit dans U" et le but de « dans U' . Soit E 1'ensemble de ces triplets. On
munit P(F) de la structure induite.

Soit un deuxiéme triplet (v , b, V") € B . Le produit (ur, a ,U")(V' , b ,V")

n'existera pas si V' # U" , et

(T, a, U)W ,b,u")= (0", ab, U")

PROPOSITION I.2.4. - L'ensemble E est une catégorie.

Démonstration. — Montrons que 1l'opération multiplication des triplets est interne.

Si € eab , alors & =aB , ou o€ a, B € Db . Donc la source de E est la

source de B et appartient donc & U"' . De méme, le but de § est é1ément de U',

Donc (U' , ab , U"') € E .

L'axiome (A) d'associativité affaiblie est évidemment vérifié. Il en est de méme

de 1l'axiome (B), en posant
(Ut , a, v ,b,U0")=(0,g8,U"")
s'il n'existe aucun « € a , et Beb, tels que opf existe dans F .

Un triplet de la forme (ur , U' U') fait évidemment partie de E , car la
source et le but de tout élément neutre de F contenu dans U' sont confondus

avec lui. Or on a

(ur , U0, U)(U ,a,U") = (U, Ua,U")
et
Ee€lla => E="No,0u vea, N el ,

ce qui entraine que T' est le but de « , contenu dans U' . Donc € =« et
Ula <€ a . D'ailleurs, « = N'ae montre que a & U'a , et par suite a = U'a , ce
qui prouve que (U' , U' , U') est neutre & gauche. On prouverait de mé&me qu'il

est neutre & droite, E est donc une catégorie.

Exemple. = Si F est un groupoide de Brandt de couples, la catégorie E , défi-

nie par la construction précédente, s'appelle une catégorie de relations binaires.

II. Groupoide large ordonné

Nous considérerons des demi-groupes larges ordonnés (partiellement) de relation

d'ordre notée < , satisfaissnt aux axiomes suivants :

(O) E est un demi-groupe large ordonné ;
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(0C) La relation d'ordre est compatible avec la multiplication

ag<b, #ac, bc = acgbc ,

ag<b, 3ca, ¢cb => cagch ;
(ODT) E est un demi~-treillis large pour la relation d'ordre, plus grand mino-

rant commun de a et b , noté a A b .
PROPOSITION II.1.
(a) En admettant 1'axiome (0), 1'axiome (0C) est équivalent &
agb et cgd => acgbd ,

pourvu que les produits existent (multiplication des inégalités membre & membre) .

(b) Distributivité atténude du produit par rapport a 1l'intersection.

a(b A c) < aba ac et (a A~ b)c<ac Abe ,
pourvu que les produits écrits existent, ainsi que les intersections.

Si A est un élément neutre de E , on dira que a est entier (relativement a

A) si a< A, que a est réflexif si AgLa, que a est transitif si az.s a ,

que a est permis & gauche si xaga, V x tel que 1 xa .

PROPOSITION II.2. - Les éléments entiers, réflexifs, transitifs forment des par-

ties stables pour le produit et l'intersection.

Remarque. — Pour les démonstrations de ce paragraphe, le lecteur pourra aisément

adapter les démonstrations données dans les ouvrages cités dans la bibliographie.

III. Groupoide large & involution

1. Définition et exemples.

Un groupoide large ordonné & involution est un groupoide large ordonné, éventuel-

lement en A demi-treillis large ou en treillis large, & multiplication compatible

avec la relation d'ordre, et vérifiant les axiomes :
(INV) I1 existe une application de E dans E , a —> a° , vérifiant :
(Inv-i) (a°)° = a (involution) ;
(1nv-ii) (ab)° = bp°a® (anti-endomorphisme) ;

(INV-iii) a g b => a° < b° (isotonie).
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PROPOSITION III.l1.1. - En posant a°® =a , V a , tout groupoide large ordonné
commutatif, tout demi-groupe large commutatif ordonné, tout demi-treillis, tout
treillis (en prenant pour multiplication la deuxidme opération v du treillis),

vérifient 1'axiome (INV).

PROPOSITION III.1.2. — Soient F un demi-groupe large satisfaisant aux axiomes
(INV-i) et (INV-ii), et G wun ensemble de parties de P(F) qui soit stable pour

la structure induite.
Si on définit G° ocomme 1l'ensemble des parties de P(F) , a% telles que
o€a, aelG <=> o°€a®, a®eG> ,

alors G peut &tre immergé dans un demi-groupe large ordonné E & involution en-

gendré par G u G° ,

Démonstration. - Soit x = X, ees Xoun produit fini, les X, étant éléments de

G oude G° , et posons x° = x% cos Xi . Si @ ees 0 € X, ou les a, € F,

a; see ai € x° , c'est un produit fini et existant d'éléments de G° ou de G .

Donc x € E => x° € E . On a évidemment (INV-i) et (INV-ii) d'aprds la défini-

tion de x° . Supposons x €y € E . Alors tout élément de x , Oy een O est

élément de y ,

O, aoo € => q°% ... % € y°
1 %y y n o[1 y

et par suite x° € y° , ce qui prouve (INV-ii). D'ailleurs G est une partie sta-
ble de E .

COROLLAIRE. - Si dans une catégorie F on peut définir une application o — «°
satisfaisant & (INV-i) et (INV-ii), et si la source de « est le but de «° , la
construction de la proposition I.2.4 permet de construire des catégories G dans

P(F) , qui sont immergeables dans des catégories & involution.

Exemple 1. - Soit une catégorie G dont les morphismes sont des relations bi-

naires, c'est-a-dire des triplets de la forme (u s 8 u") , ou U' est un en-
x! x"
semble de couples de la forme (X%) s U" un ensemble de couples de la forme (Xﬂ)
i n 1] 1 j
et a un ensemble de couples de la forme (;,) , ol (z") e U" et (z,) e U!
Si on définit (U' , a , U")° = (U" , a° , U') , O a° est l'ensemble des cou-
x! x" .
ples (x") tels que (X,) € a , le demi-groupe large engendré par G U G° est une
catégorie ordonnée & involution qui contient G , les éléments neutres dtant les

mémes que ceux de G .
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Remarque. - Il en est ainsi par exemple de la catégorie des ensembles, dont les
é1éments neutres sont les applications identiques d'un ensemble sur lui-méme, les
morphismes les applications d'un ensemble sur un autre, et d'une maniére générale
de toutes les catégories dont les morphismes sont des applications particuliéres,
ou des relations binaires entre ensembles, contenant comme morphismes particuliers

les applications identiques (catégorie des modules & gauche, catégorie des espaces

topologiques, catégorie d'ordre dans un ensemble ordonné) .

Exemple 2. - Les relations binaires entre une classe d'ensemble Ui forment une

catégorie & involution.

Exemple 3. - L'ensemble des parties d'un groupe forme une catégorie 4 involution.
Dans cet exemple, les éléments du groupe F forment un groupoide de Brandt & un
seul .61ément neutre, et la structure induite dans P(F) est une catégorie & invo-

lution si on pose «° = o1 , VaePF.

Un élément a d'un groupoide large & involution est dit symétrigue s'il est égal
a son réciproque a°® . Un élément réflexif et transitif est un préordre ; un élé-

ment réflexif, symétrique et transitif, est une équivalence.

PROPOSITION III.1.3. - Dans un demi-groupe & involution, possédant un élément
neutre A 3

(a) Un préordre est idempotent ;

(b) Le produit de deux éléments symétriques est symétrique si et seulement s'ils

sont permutables ;

(c) Le produit de deux équivalences est une équivalence si, et seulement si,

elles sont permutables.

Démonstration.

(a) AL a = a$a2 et a2$a = a2=a,
(b)) a=a°, b=b> => (ab)? = b%a® = ba . D'ol ab = (ab)® <=> ab = ba .

(c) D'aprés (b), si a et b sont des équivalences, ab ne peut &tre une équi-
valence que si ab = ba . Si ab = ba , ab est réflexif, symétrique d'aprés (b),
at

(ab)(ab) = a2 b2.$ ab , car a2.$ a, b £b.

On a méme

(ab)2 = ab dtaprés (a).
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PROPOSITION III.1.4. - Dans un groupoide large a involution ordonné en demi-

treillis ou en treillis :
(a) a® A b° = (a A b)o 3

(b) (a V. b)o = g% w po

~o

(c) 1'intersection et l'union de deux éléments symétriques sont symétriques ;
(d) 1'intersection de deux équivalences est une équivalences.

Démonstration.

(a) x<a®Ab® <=> x<a® et x<b° <=> x°<aeoet x°Kb<=>x°<anh

Méme démonstration pour (b).

Si a®=a, b =b, aAab=1(anab)o, dtaprés (a). L'intersection de deux

éléments réflexifs, symétriques, transitifs, a encore ces qualités, ce qui prouve

(a).

2. Catégorie & involution.

Une catégorie a involution est une catégorie vérifiant les axiomes des groupoides
larges ordonnés, l'axiome (INV), et telle que ala soit défini V¥ a . Un objet est

son propre réciproque.

Nous dirons que a = BaA est

- injectif & gauche si et seulement si aa® < B, ou a € IG
- injectif & droite si et seulement si a’a < A, ou a e ID
- surjectif & gauche si et seulement si A < a®a ou a € 3G
- surjectif a droite si et seulement si B g aa® ou a € SD .

L'ensemble BG = IG N SG a pour éléments les applications, BG N SD a pour é1é-

ments les surjections, BG n ID pour éléments les injections, BG N ID N SD les

bijections.

Dans une catégorie & involution, on peut définir trois dualités.

1-dualité : La l-dualité, comme a —> a° est un anti-isomorphisme, revient &
exprimer une propriété de a°® connaissant celle de a . L'expression 1-duale d'une

expression est sa réciproque. Par 1-dualité :

ID s'échange avec IG
5D s'échange avec IG
ID n SG s'échange avec IG N SD

le mot "gauche" s'échangeant avec "droite".
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o-dualité : On appellera 2-dualité, le passage dans un ensemble ordonné d'une for-
mule & celle obtenue en édhangeant le membre de droite et le membre de gauche d'une

inclusion. Par 2-dualité :

ID s'échange avec SG

IG s'échange avec SD

3-dualité : Si on effectue successivement, dans un ordre d'ailleurs indifférent,

les deux dualités, la formule ou propriété obtenue sera dite 3-duale. Par 3-dualité

ID s'échange avec SD

IG s'échange avec 3G

Une application reste une application, une injection devient une surjection et
inversement. Ces remarques permettent d'énoncer sans démonstration des théorémes
duaux (1, 2 ou 3) d'un théoréme donné, qui seront respectivement notés par 1, 2 ou
3 astérisques.

PROPOSITION III.2.1.

(a) Un morphisme est un monomorphisme si, et seulement si, son réciproque est un

épimorphisme.

(b) Si a € IG NnSD , il est inversible & droite, et un de ses inverses & droite

est a® .
(c) Une bijection a est inversible, et son inverse unique est a° .

(d) Les ensembles IG , ID , SG , SD , ainsi que leurs intersections sont des

parties stables de la catégorie E .

Démonstration. - (a), (b), (c) sont immédiats.

() Si a=BaA € IG et b=CbBeIG, aa®< B, bbOgC.
~
(va)(ba)® = baa®b® < bBb® = bb° < C .

Démonstrations 1, 2 ou 3-duales pour les autres propriétés.

PROPOSITION III.2.Z2.
(a) Les produits aa® et afa sont définis et symétriques pour tout a .

(b) Le produit afa est réflexif si a € SG , transitif si a € IG , et est une

équivalence si a est une application ( a®a est alors appelée équivalence asso-

cide & 1l'application).

(¢) Si i° est une injection, i°i est entier, symétrique, idempotent.
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Démonstration. — (a) est immédiat.

(b) Si ae€ IG, a=BaA , aa® g B. Hais alors aCaala g aBa £ aa , et ala
est transitif. Si a € IG n SG , afa est réflexif, symétrique et transitif, donc
est une équivalence.

(¢) 81 i° €IG nSG n ID et i° = Bi%A , 1i® =A, i°i £ B . Donc 1i%i est

entier et symétrique. De plus, (i°i)(i°i) = i°Ai = i°i . Donc i°i est idempotent.

3. Quotients d'un c6té dans une catégorie & involution.

PROPOSITION III.3.1. - Soient, dans une catégorie & involution, deux morphismes

a = BaAh et b = CbA .
(a) Si a € ID n SG , le morphisme x = ba® vérifie xa =D ;

(b) Si a € IG nSD, il existe un morphisme unique vérifiant xa =Db , qui est
X = ba® si, et seulement si, ba®a =Db , et alors xx° = bb® . De plus, si bePF

(P=16,1ID,SG,SD), xebPF.

[

Démonstration. - (b) Si  aaf B, xa=b => xaa® = x = ba® , ce qui prouve

1'unicité de x , et alors xa =b <=> ba®a =b . Mais alors

xx° = ba®ab® = bb°
Donc

b e IG => x € IG et besSD => x €3D .
D'ailleurs x°X = ab%ba® . Si b€ SG, b°b > A et =x°x >aha® =B, et x € 5G .
Si belID, b°b<A et x°xg ala® =B, et xelID.
PROPOSITION III.3.1*. - Soient deux morphismes a et b de méme but.
(a) Si a € IG NnSD , le morphisme x = a®b vérifie ax =b .

(b) Si a € ID NSG , il existe un morphisme unique x , vérifiant ax = b si,
et seulement si, aa®b =b et x = a% , X°% = b°b . De plus, si b€ F,
(fP=16, ID, SG,SD) , x€F.

PROPOSITION III.3.2. — Soient deux morphismes a = BaA et b = CbA de méme
source, tels que afa g b°b .
() belIc => ba e IG ;
3t
(a) a € SD => ba® € SG ;

(b) a€S8D et b €I => ba® est une application ;
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(¢) a €It nSD et b eIGnID => ba® est une injection ;
(c)**% a €SDNSG et b eIG nSD => ba® est une surjection ;
() aa =Db°b , a €SDNIG, beSD nIG => ba® est une bijection.

Démonstration.

(a) bafab® £ bbobbe < c®=c¢

(a)** ab®ba® > aalaa® 2,B2 =B ;

(v) Résulte des deux premidres propriétés ;

(¢) D'aprés (b), ba® € I¢ N SG . D'ailleurs a® € ID et b € ID = ba® € ID ;
()™

D'aprds (b), ba® € IG n SG . D'ailleurs a°€SD et b€ SD => ba® € 3D ;

(d) En appliquant deux fois (b), on voit que ba® et ab® sont des applications.

Comme ils sont réciproques, ce sont des bijections.

Application. - Soient f wune surjection et E' un ensemble de morphismes a
tels que faf°f = fa . Si on pose h(a) = fafo ,

(a) L'ensemble E' est stable dans E ;
(b) n(a) n(a') = h(aa') , ¥ a et a' éléments de E' ;

(¢)Si aeI¢, h(a) e IG, et si f est une bijection, la fonction h est

une fonction bijective ;

(a) si f' est une surjection telle que f'(faf°c) f'oft = f'(faf°) , 1'élément
y = f'fafof'e = (hoh')(a) vérifie 1'équation f'fa = yf'f .

Pémonstration.

(a) faa'fof = fafof.a'fof = fafofa' = faa' .
(b) n(a).n(a*) = fafo.fa'fo = faa'f° = h(aa')

(c) Si aa® < B, avec a = BaA , h(a) h(ao) = fafofa®fo = faalf? £ ff° et
h(a) € IG , puisque f € IG . De méme, a € S¢ => h(a) € S¢ .

Si f est une bijection, donc inversible de h(a) = faf°® , on tire a = foh(a)f,

et la fonction h est une fonction bijective.

(d) La démonstration est immédiate en posant g = f'f , & partir de la proposi-
tion III.3.1.

Soit s wune surjection de source A . Nous noterons A/s le but de s , et une

surjection étant un épimorphisme, l'objet quotient Es sera appelé objet quotient

surgectif.
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PROPOSITION III.3.3. - Soit s = (A/s)sA une surjection.

(a) Si b = BbA est une application, il existe un morphisme x tel que b = xs

si, et seulement si, s°s < b°b , et alors x est une application, x = bs®

(b) Si b est une surjection t = (A/t)tA , Et c Bs si, et seulement si,
s°s < t°t , et on a A/t = (4/s)/tso .

(c) Soit s' une surjection de source A/s , ou s est une surjection. On a

(A/s)/s' = A/é's . De plus, si s's =1t , ona s% g t°t .

Démonstration.

(a) Supposons que b = xs . D'aprds I11.3.1(b), ona x =Dbs® , bs®s =Db , et
x est une application si b est une application. Donc b%b = b°bs®s , et comme

beSG, ona s% g b°b .

Réciproquement, si 9 < b°b , on a bs®s g (bb°)b = b , puisque b est une ap-

plication, et bs®s > b , car s € SG . Donc (bs®)s = b .

(b) Si en particulier b est une surjection t , et que Et €< Es , 7 x tel que
t =xs , ob x est une surjection (III.3.1(b)). D'apres (a), il est équivalent de
dire que 8% £ t°t , et on a alors A/t = (A/s)/ts° .

(c) Réciproquement, si s' est une surjection telle que s's existe, alors
t = s's est une surjection, et le but A/s's de t est égal au but de s' ,

(A/s)/s' . Comme t est multiple & gauche de s , on a s% g t°t .

~

On voit que l'objet quotient Es ne dépend que de 1l'équivalence s°s . On écri-

ra Es = A/s°s , et on aura Et € Es si, et seulement si, s% g t°t .

Par 3-dualité, si 1i° est une injection de but A , nous noterons par A//i la

gource de 1° , et le sous-objet 1i°E sera appelé sous-objet injectif.

ket
PROPOSITION III.3.3 . - Soit 1° wune injection de but A .

(a) Si b est une application de but A , il existe un morphisme x , tel que

b = i°z si, et seulement si, bb° L i%°l , et alors x = ib est une application.

(b) Si b est une injection, b = jo = Aj°(A//j) , le sous-objet JjoE < i°E si,

et seulement si, Jj°j £ i°i , et on a

A//5 = (a//1)//3i° .

(c) Si 1i'° est une injection de but A//i , o 1i° est une injection,

i%i'0 = jo est uhe injection, et on a

(A//1)//iv = 8//i'i et joj g ici .
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On voit que le sous-objet 1°E ne dépend que de 1i°i . On notera i°E = A//iei
et on aura A//j°j c A//i°i si, et seulement si, J°jg i°i .
PROPOSITION III.3.4.

(a) Soient i° = Ai°(a//i) , 3° = (4/s) j0((A/s)//3) deux injections , s et
((a//1)/%) t(a//i) telles qu'on ait 1'é-

]

t deux surjections s = (A/S)SA et t

galité

(1) jot = sio

Dans ces conditions, on a

(2) ' (8/s)//5 = (8//1)t .

(3) jO = 810t0 et t = jsio

i

(4) joj = si%ig® et £ot = isOsio® .

(b) Si deux injections i° et jo vérifient la premidre égalité (4), s étant

une surjection, t = jsi® est une surjection, et jo°t = si® .

(¢) Si deux surjections s et t vérifient la deuxime égalité (4), ic étant

une injection, j° = si°t° est une injection, et on a si® = jot .

Démonstration. — Il est commode de faire le diagramme

A/ io A

e

(a/s)//5  3° A/s
(a) De jot = si® , on tire jo = jott® = si%t® et t = jjot = jsi® ., D'ailleurs
j°j = si®tOtis® > si®is® , et d'autre part, j°j = 5i°(is®j°jsi®is®) , en rempla-
gant t par sa valeur donnée dans (3), donne en majorant les six premiers facteurs

j°j < si®is® . D'ol la premidre égalité (4). La deuxi®me se prouve de fagon ana-

logue.

(b) Soient deux injections i° et jo vérifiant j°j = si®is® , ou s est une

surjection. Formons t = jsi® . On a
£0t = 180j0jsi® = is0.si0is®.si0 » iAiciAic = A//i .
Donc t € SG ,
tto = jsicisjo = jj°jie = (&/s)//3 .

Donc t € IG n SD .
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D'ailleurs, j°t = j°jsi® < si® , et en remplagcant j°j par sa valeur
J°t = si%is®si® > £i%i.A.i0 = gi0o
Donc jot = sio .,

(c) La démonstration est duale de celle de (b).

4. Horphismes induits dans une catégorie & involution.

PROPOSITION III.4.1. - Soient trois morphismes BaA , A'fA , B'gB , ou f est

injective a gauche et surjective & droite. Il existe un morphisme induit & gauche

de a par le couple (f , g) , c'est-d-dire vérifiant a'f = ga si, et seulement
si, on a gaf°f = ga . Dans ces conditions, a' = gaf® a les mémes qualités d'in-

Jjectivité et de surjectivité que ga .

Démonstration. - Le morphisme a' est alors quotient & gauche de ga par T ,
et il suffit d'appliquer III.3.1(b).

Remarque. ~ Le diagramme

est alors commutatif.

PROPOSITION III.4.2.

(a) Si g est une application ou si g € IG n SD , la condition
(1) gaf°f = ga
est équivalente & la condition

(2) gogafof

]

g%ga
(b) 8i f et g sont deux surjections, le couple (g , r) d'équivalences, ou

qg=1°f , r = g% , est appelé congruence pour a si, et seulement si, on a
(2) raq = ra .

La condition (2) est alors équivalente a

(3) aq < ra

(¢) Si a est une application, f et g deux surjections, les conditions (1),

(2), (3) sont équivalentes &

(4) aga® g r .
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Démonstration.

(a) Si on a gaf°f =ga , on a gogafof = gPga . Réciproquement, si g € IG n 3D,
ou si g est une application gg°g =g , et en multipliant & gauche par g les

deux membres de (2), on obtient (1).

(v) Supposons (2) : rag = ra . Comme r est réflexive, on a (3) aq € raq = ra.
Inversement, si ag £ ra , raq < r2 a = ra . Mais comme q est réflexive,

ra < raq . Donc, raq = ra (2).

(c) Si a est une application et agq < ra , on a aqa® < raa® < r , puisque

a € IG . Dtailleurs, si on a (4) ¢ aqa®° < r, aqaagra, et comme a € SG o,

aq < aga®a < ra (3).

PROPOSITION III.4.3.

(a) Si les (qi , ri) sont des congruences pour a (1< ign) , et siles ay
d'une part et les r d'autre part sont permutables, alors (q1 e Qs Ty oees rn)

est une congruence pour a .

(b) Si a est une application et que (q , r) , (g' , r') soient deux con-

gruences pour a , l'intersection des deux congruences (q Aqgq' , TA r') est une

congruences pour a .

Démonstration.

(a) On a aqi.s r.oa, ¥ i . Par récurrence, supposons agy ... qk.s Tjeee T 8

On a
aq1 0o qk+1.$ r1 eoe rk aqk+14$ r1 e rk rk+1 a .

Si les 45 sont permutables, leur produit est une équivalence. Il en est de méme
pour les T et par suite, (q1 cee @y 0 Ty oeen rn) est une congruence pour a .

(b) Supposons agqa®° <r , aqla®<r' .

a(q A q')aO.s aqa® Aaq'a® < r Art .
Par dualités, on obtient les propositions suivantes :
#*
PROPOSITION III.4.1 . - Soient trois morphismes a°® , f° , g° , ou f° € IDn SG ;

il existe un morphisme induit & droite de a° par le couple (f° , g°) , c'est-a-

dire vérifiant f%a'® = a®g® si, et seulement si, on a la condition
(1') fofaogo = adg®

Dans ces conditions a'® = fa%g® a les mémes qualités d'injectivité et de surjec-

tivité que afg® .
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i
PROPOSITION III.4.2 .

(a) Si g° est une application ou si g° € ID n 3G , la condition (1') est équi-

valente & la condition
(21) fofa’glg = a’gg .

(b) Si fo et g° sont des injections, le couple (u ; v) , o u = fof ,

v = g% , est appelé couple stable pour a°® si, et seulement si, on a

(2") ua'v = a‘v
La condition (2') est alors équivalente &
(3") a’v g ua® .

(¢) 8i a°® est une application, et f° , g° deux injections, les conditions

(11), (2v), (3') sont équivalentes &

(4) | v aua .

e
PROPOSITION III.4.3 .
(a) Si les (ui , vi) sont n couples stables pour a® , on a

a°(v1 ves vn).s (u1 vee un)a° .

(b) Si a® est une application, et que (u ’ v) et (u' ’ v') soient des cou-

ples stables pour a° , l'intersection des couples stables (uArau' , vav') est

un couple stable pour a° .

PROPOSITION IIIl.4.4. - Soit a = AaA .
(a) Le morphisme induit faf® est symétrique, V f , si a est symétrique ;
(b) Si a est réflexif, et si f € 3D , le morphisme faf? est réflexif ;

(c) Si a est transitif, le morphisme fTaf® est transitif, si f € ID ou si

(for ’ fof) est une congruence pour a .

Démonstration.

(a) {faf®)o = fa®f° et a® = a => faf° symétrique.

(b) Si a est réflexif, fafo > ffo et si f € 3D, faf® est réflexif.

(¢) fafe.faf° g £a° fo < faf° si a est transitif, et f € ID . Si (fof , for)

est une congruence pour a , faf°f = fa et faf° est transitif.



9-17

PROPOSITION III.4.5. - Soient a = BaA un morphisne, (u, v) un couple stable
pour a , u=i° , v =j°j, i°, j° des injections, et (g , ¥) une con-

gruence pour a , avec q = s%° , r=1t°% , s et t étant deux surjections.
(a) On a les formules
rav = rurav = ravqv .
(v) (jqj® , iri®) est une congruence pour le morphisme induit iaj° .
(’b)%‘x“k (tut° , svs°) est un couple stable pour le morphisme induit tas©® .

Démonstration. = I1 y a intérét a faire le diagramme suivant :

a5 3B g/

A/s tago B/t

\ 2
(a) Par hypothdse, uav = av , rag =ra . Comme ug B, ruravgr av = rav .

Mais comme r > B , on a rurav > ruav = rav . D'ou
rav = rurav .
o 2 .
D'ailleurs, ravqv > rav = rav , puisque
q=2A et v A => ravqv  raqv = rav .

(b) I1 faut prouver que iri°.iaj®.jqj® = iri®.iaj® , que diruavqj® = iruaj°® ,

ou encore que 1iravqj® = iruaj® . Mais ravqv = rav = ruav => iravqj° irvaj®

I

en multipliant & droite par j° et a gauche par 1 .

e
(v) I1 faut prouver que tut®.tas®.svs® = tas®.svs® , que turaqvs® = tagvs® ,
ou que ‘turavs® = taqvs® . Mais de rurav = rav = raqv , on tire, en multipliant

a4 gauche par t et & droite par s° , turavs® = taqvs® .

Soient deux parties stables F et G d'une catégorie E . Nous dirons que le
morphisme a' est (r, G)-homomorphe au morphisme a s'il existe f € F et

g€ G tels que ga = a'f . Il revient au méme de dire que le diagramme

A a B

est commutatif.
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PROPOSITION IITI.4.6. - La relation R entre morphismes (a , a') € R si, et
seulement si, a' est (F , G)-homomorphe & a , est une relation transitive. Elle

est de plus réflexive si F et G contiennent les objets de E .

Démonstration. — ga = a'f et g'a' = a"f' entralnent g'(a'f) et par suite,

g'ga , et donc g'g , sont définis, et g'g € G car G est stable. De méme, f'f

est défini, et ona g'ga = g'a'f = a"f'f .

Nous dirons que a' est homomorphe & a si F et G sont confondus avec la
classe des surjections de E . Le couple (f , g) , dans le cas général, est appelé

(F , @)-homomorphisme, et homomorphisme si f et g sont des surjections.

Remarque. - La relation entre morphismes (a2 ,a')eR <=> AfeF et gegah,

e' = fag , est une relation de préordre analogue aux (F , G)-homomorphismes.

Un isomorphisme est un (P , G)-homomorphisme o F = G est la classe des bijec-

tions de E .

Nous dirons que deux objets d'une catégorie A et A' sont en bijection s'il

existe une bijection f = A'fA .

PROPOSITION III.4.7.

(a) Le couple (f , g) de surjections est un homomorphisme pour a ,si, et seu-
lement si, le couple (q , r) , avec q = fo°f , r = g°g est une congruence pour

a .

(b) Si les objets (A , A') d'une part, (B, B') d'autre part, sont en bijec-
tion, et si A'fA=f, B'gB= g , les morphismes a = BaA et a' = B'gaf?A' sont

isomorphes.

Démonstration.

(a) D'aprés la proposition I11.4.2(v), 3 f , g surjections telles que a'f = ga

si, et seulement si, (q ’ r) est une congruence pour a .

(b) Si f et g sont deux bijections, ona fof = 4 et g°¢ = B . Donc
(for , g°g) est une congruence pour tout morphisme a , et a' = gaf® est iso-

morphe & a , V a .

COROLLAIRE (Théoréme d'homomorphisme). - Si s, t,s', t'" sont des surjec-

tions, et si (s%s , t°t) est une congruence pour BaA , tout morphisme
(B/t)/t'ot' a' (A/s)/s'°s' est isomorphe & un morphisme B/tot'ot't a" A/s%s'°s's,

Si (s'°s' , t'ot') est congruence pour a' , a' est homomorphe & a .
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Démonstration. -~ D'apres III,3.3(c), tout but d'une surjection de (A s) g'og!
est en bijection avec tout but de A/s®s'®s's , et de méme pour fB;t;?t‘Ot' et
B/tottot't

A a B
| N
A/s | B/t
il
(a/s)/s! S v (B/t)t!

A/s°s'os's B/tot'0%'%

ENONCE ABREGE. - Tout quotient par une congruence d'un objet quotient est iso-

morphe au quotient par la congruence relevée.

5. Relations entre les propriétés d'un produit et celles de ses facteurs.

PROPOSITION III.5.1.

(a) Si a€ID, a=A'al est tel qu'il existe x° < a , et A' << ax , alors

a=%x% et ae€IDnSD.
(b) beIt et a€lG => (abeIt nSD => aesDnlIG) .
(c) a€lIt et a>abb® => abe IG .
(d) ae€ID, belIG et abeSD => a = abb® et a e ID nSD .

Démonstration.

(a) On suppose aa g A, x°ga, A' < ax . De la dernidre inclusion, on tire

a® g aax L Ax =x . D'oul a =3x° , A'g aa® et a € SD.

(b) Si aa® L A', Db L A, abb%a® =A' . Donc A' < abb®a® < aa® < A' , et

par suite aa® = A' , et a € 3D .
(c) si aa° < A' et a > abb® , abb%a® < A' et ab e IG .
(d) Supposons a €ID, b e€IG, ab €SD, ol
aa <A, Db A, abbl%a® = A' .

Posons x° = abb® . Il vient x° < a et A' < ax . D'aprés (a), a = abb® et
a €3D .



Par dualités, on obtient les résultats suivants.

*
PROPOSITION IIT.5.1 .

(b)* beID, acID, abeIDNSG => beIDNSG.

(b)** beSD, a€SD, abeIGNSD => aelI¢NnSD.
et

(b) besSG, a€sSt, abeIDNSG => beIDNSG.
+*

(¢) beID et bg aab => ab € ID .

3
(c) a €SD et ag a’ab => ab € 5D .

ede

(c) beSG et bg atab => ab € SG .
« ,

(a) a€ID, belI¢c, abe€SG => b=a%b et beItnse.
#*%

(a) a€sSG, besSD, abe IG => a = abb® et ae€SGnIG.
et

(a) a€SG, beSD, abe ID => b =a%b et beSDnID.

PROPOSITION III.5.2.
(a) Un morphisme injectif & gauche et inversible & gauche est injectif & droite.
(a)*** Un morphisme surjectif & gauche et inversible & droite est surjectif a
droite.
(b) Si une application est inversible, son inverse unique est sa réciproque.
(¢) Tous les inverses & gauche d'une injectién sont surjectifs a droite.

w* \, . . . . . . b .
(e) Tous les inverses a droite d'une surjection sont injectifs a droite.

Démonstration.

(a) Si a =A'aA et xa=A, ona xaa® < xA'=x.Donc a°<x et a%a < xa=A .

(b) Si une application est inversible, son inverse x est, d'apres (a), telle

. st
que x > a et, d'aprés (a) telle que a® < x . Donc x = a® .

(c) Si a®a=A et aa® < A',de xa=4,o0n tire xaa®=a’, et xas® < TA' = X .

Donc a° g x, agx° et a®ag xx° , ce qui prouve que =x € SD .

PROPOSITION III.5.3.

() Si c=ba, beSGNID, et c €SD, alors a€ SD .
Fe3e3t

(a) beIGNnSD et abe ID => a € ID .

Démonstration. -~ On a a = b°ba et aa® = b°baa®b%b > b°b , ce qui prouve que

a € 83D , puisque b € SG .



PROPOSITION III.5.4. -~ Si g est une application, gf et hg des bijections,

alors f , g , h sont des bijections.

Démonstration. — Supposons f = BfA , g =CgB, h = DhC . Comme gff°g® =20C,

g est inversible & droite. De méme, hg est inversible a gauche et par suite g

est aussi inversible & gauche. Donc g est une bijection.

De gffogt =C , on tire gffogg = gff® =g et gogffo = g%g =B ou ff° =3B,
ce qui montre que f est inversible & droite. De méme, f9g9%f = A prouve que T

est inversible & gauche. Donc f est une bijection.

M&me démonstration pour prouver que h est une bijection.

PROPOSITION IIT.5.D.

(a) Si parmi hgf , gfh , fhg , deux sont des injections et le troisidme une sur-

jection, alors f , g , h , sont des bijections.

e
(a) Si parmi hgf , gfh , fhg , deux sont des surjections et le troisidme une

injection, alors f , g , h , sont des bijections.

Démonstration. - (a) Supposons hgf , gfh injections, et fhg surjection. De

fogohohgf = A on tireque f est inversible & gauche, mais comme f est injective
4 gauche, f est injective & droite. De méme B = fhgg®h®f°® montre que f est in-

versible & droite, et par suite, f est une bijection.

hgff°® = hg est le produit des deux injections hgf et f° ., Donc hg est une
injection, et fo(fag) = hg est le produit de deux surjections, donc une surjec-
tion. Donc hg est une bijection. En considérant gfh et fhg au lieu de hgf
et fhg , on voit que g est une bijection, et par suite (hg)g® = h est une bi-

jection.

PROPOSITION III.5.6.

(a) S'il existe une injection i° telle que a = ai®i , ai® est surjectif a

gauche si, et seulement si, i° £ afai® .

Lia ey
(a) S5'il existe une surjection s telle que a = s®sa , sa est injectif

[

gauche si, et seulement si, s8aa® < s .

m/

e _
(a) S'il existe une injection 1i° telle que a = ai®i , ai® est injectif

droite si, et seulement si, afai® g i° .

¥*
(a) S'il existe une surjection s telle que a = s%sa , ss est surjectif 2

droite si, et seulement si, s < saa® .
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Démonstration.

(a) si ai® € 3G, on a A//i<5 ia®ai® , et en multipliant & gauche par i° ,
i% g icia%ai® = a%ai® , car 1i%ia® = a® .
Réciproquement, si 1i° £ a®ai® , il vient, en multipliant & gauche par 1 ,

A//i < ia®ai® , et ai® € SG .

PROPOSITION III.5.7.

(a) 8i r est une équivalence et si r = s%s , avec ss° neutre, s est une

surjection, et on a sr =s .
(b) 81 r est réflexif et vérifie r = rr°r , c'est une équivalence.

(¢) 8i a est symétrique et transitif, en particulier si a est une équivalence

et si beSG, bgLa,ona a=ab.

Démonstration.

(a) On a d'abord sr = ss®s = s . D'ailleurs s°s est réflexif. Donc s € SD ,

et par suite, comme ss° est neutre, s est une surjection.

(b) 8i & £r,ona rogrr et r°grr° . Dol rr° L rr°r , et par suite
rr® < r . Mais de r° £ rr° , on tire, en prenant les réciproques, r < rr° . D'ol
r =1rr®° , ce qui prouve que r est symétrique. D'ailleurs r2 =rr®° =1, ce qui
prouve que r est idempotent.

(c¢) Supposons A < b°b , alors ab < a2 = a d'une part. Mais d'autre part,

AL Db => agab’b . Comme bga, bga®=a et acg a2 b donne a < ab

~ ~ ~N ~ .

Donc a = ab .

PROPOSITION III.5.8.

(a) Si un monomorphisme a vérifie a = aala » 11 est inversible & gauche. En
particulier, si une application est un monomorphisme, cette application est une
injection.

*
(a)” Si un épimorphisme & vérifie a = aaa , il est inversible & droite. En

_particulier, si une application est un épimorphisme, c'est une surjection.

Démonstration.

(a) Si a est un monomorphisme, et a = aa®a , on a ahA = a(a%a) . D'od A = ala
et par suite, a € ID n SG .

Si a est une application et un monomorphisme, comme a = aa®a , on en déduit
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que a est une injection.

* I .
(a)  M&me démonstration.

6. Exemples et applications.

PROPOSITION III.6.1. - Soient F wun groupoide large ordonné a multiplication
compatible, et T un groupoide anti-isomorphe & F (par exemple T 1le groupoIde
large 1-dual de E ). On ordonne F par a<b <=> a<b . On considére 1l'en-
semble E= (FUuTFT xF uTF) formé de couples (x , y) ou x et y sont éléments

de F oude F , et on définit dans E une multiplication
(x , y)(x', y) = (xx', yv')

qui n'est définie que si xx' existe ainsi que yy' (x et x' doivent apparte-
nir tous deux &4 E ou E et &tre composables, et de méme pour y , y' ). Les é1é-

ments de E sont ordonnés par (x , y) < (x' , y') <= x<x' et y<gvy' .

(a) E est un groupoide large ordonné & multiplication compatible. Si F est un

demi-groupe large ou une catégorie, il en est de méme de E .

() si (x,y)=(a,b), (@, beF),onpose (x,y)°=(,2).

%), (a,beF), onpose (x,y)°=(b,a).

Il
—~
jusl

si (x,y)

si (x,y)

I
~~
o |

,b), (@, beF), onpose (x, y)oe = (b, a) .

-

si (x,y)=G,%,@,beF) ,onpose (x,y)°=(,a).

Dans ces conditions, l'application de E dans E , (x ,y) — (x , y)°o vé-
rifie (INV-i), (INV-ii), (INV-iii). De plus, F est isomorphe & la partie de E
formée de couples de la forme (a , a) , ou a€F . Mais (x , y) n'est pas com-

posable avec (x , y)° .

(¢) Si F est un groupoide large ordonné & multiplication compatible, F x F
vérifie 1'axiome (INV-i), (INV-ii), (INV-iii), en posant (a , b)° = (b , a) et
(a , b)(c , i) = (ac , ab) , (a , b).s (c ’ d) <=> a<gc et bgd.

La démonstration est laissée au lecteur.

Soit F un groupoide de Brandt dont les éléments seront désignés par des minus-
cules grecques. On se donne dans P(F) une classe U d'éléments Ui € P(F) , les
Ui &tant formés d'éléments neutres de F , et on considére tous les triplets de la
forme (U' , a ,U") ,ou UteU, U'eU, et ot ac P(F) est formé d'éléments
de F, o , dont la source est élément de U" et le but est 8lément de U' ., On

munit la classe E de ces triplets de la structure définie en I.2.4. D'aprds I.2.4
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E est une catégorie que nous appellerons catégorie induite d'un groupoide de

Brandt (par exemple la catégorie formée de toutes les relations binaires entre en-

sembles donnés, la catégorie des parties d'un groupe).

PROPOSITION III.6.2. - Soit E wune catégorie induite d'un groupoide de Brandt F:
(a) E est une catégorie a involution ;

(b) Soit un morphisme de E : (U' s 8 U") . On considére 1l'application f de
a dans U' , qui & tout morphisme « € a , fait correspondre f(a) € U' , but de

o« dans F :

(i) (U' , 8 , U") est surjectif a droite si, et seulement si, f est sur-
Jjective.

(ii) (u' , a, U") est surjectif & droite si, et seulement si, (U', a, U")
n'est pas diviseur a droite de ¢ .

(iii) (U' , & U") est injectif & droite si, et seulement si, f est in-

jective.
(c) Tout monomorphisme est surjectif & gauche.

Démonstration.

(a) Nous poserons (U' , a, U")<(U', b, U") si, et seulement si,
o €a => o €Db ,

c'est-a~dire la relation d'inclusion ensembliste. Les axiomes (O) et (OC) sont évi-

demment vérifiés. On posera
(ur , a, U")o = (u" , ac , U') ,
ou a® est formé de tous les inverses dans F des éléments de a :
a €a <=> % € a° .,

Alors (INV-i) et (INV-iii) sont évidemment vérifiés. D'ailleurs, si on a deux é1é-
ments de E, (U',a,U") et (U", Db, U"')
vy e (U, ab, ™M)o <=> ye (U, (ab)o , U') <=> vy = Bo%Q® <=>

y e (U"t, vo , U")(u" , a° , U') .
On voit aussi que (U' , a , U")(U" , a® , U') est toujours défini. Donc E est
une catégorie i involution.

(v)=(1) Supposons que (ut , a,U") esp, ou (U', U , U'),s Ut , aa® , U').
Si A' € U' ( A' neutre dans F ), on a alors A' = o@'® , ol «

et par suite, A' est but de o . Donc f est surjective.
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Réciproquement, si f est surjective, V A' € U' , d o€ a de but A' . Soit

o € A'ad" , ou A" € U" ., Alors o° = A"gPA' € a° , et
(A , A, a) = (2, a® , A') € (U, aa® , U')

Donc (U' , U', U') < (U', aa® , U') et (U',a, U") e SD.

(b)-(ii) Supposons que

(" ,b,U")esD et (U ,a,Uu)(U",b,U")=¢g=(U",d,u")

S3i a contient au moins un élément « € F , de source A" € U" , comme A" est

but d'au moins un morphisme B € b , le produit (U' y & U")(U“ , b, U"') con-

tient au moins le morphisme «oBf et par suite ne peut &tre vide.

Réciproquement, supposons que (um , b, U") ¢ SD . Alors 3 A" € U" , tel qu'il

n'y ait aucun élément B € b , de but A" , et

(U" , A", U")(U" , b, U"') = (U" , ¢ , Ung)

(b)-(iii) Supposons que f soit injective. Alors ¥ A' € U' , il existe au plus
un o€ a, debut A' . Si E = AgB,EB € a%a , avec A€ U", Be U" , ona
E =a'% , oU o , ' sont éléments de A . Si A' est le but de A , c'est aussi

le but de o' , car A' est la source de ¢@'° . Donc o = a' , et
(um , a%a , U") < (u" , U" , U") et (U' ,a , U") €ID .

Réciproquement, si (U' , a , U") € ID , alors (U" , aca , U") g (U , U , U")
et o'%c = A" € U" . En vertu de 1l'unicité de l'inverse dans un groupoide de Brandt,

a' = o , et il n'existe qu'un seul morphisme ayant méme but que o dans a .

(c) Montrons que si (U' , a , U") n'est pas surjectif & gauche, ce n'est pas un
monomorphisme, avec (U' , a, UM = ¢ . I1 existe A" € U" , qui n'est source d'au-

cun morphisme o € a . Soit o = B'aB" € a , et considérons les morphismes

(U" , b, U") formé du seul morphisme de F , B" = (U" , B" , U")
et

(U, ¢, U") formé des deux morphismes de ¥, (U" , B" , U") et (U" , A" , U")

oma (U',a,Uu")(u",b,0")=(Ut,a, u)(U",c, U, car les deux mem-
bres sont formés des morphismes de (U' y 8 U") de source B" , et Db # ¢ . Donc

(Ut , a, U") n'est pas un monomorphisme.

PROPOSITION III.6.2 .

(b) Soit un moyphisme de B , (ur , 8 U") . On considére 1l'application g de

a dans U" , qui & tout morphisme o € a fait correspondre sa source g(o) € U" .
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(1) (v, a, U") est surjectif & gauche si, et seulement si, g est sur-
jective.

(ii) (vr , a, U") est surjectif & gauche si, et seulement si, (v, a, ")
n'est pas diviseur de @ & gauche.

(iii) (ur , a, U") est injectif & gauche si, et seulement si, g est in-

jective.
(¢) Tout épimorphisme est surjectif & droite.
Remarque. - Le lecteur interprétera les résultats dans le cas des relations bi-

naires.

Application. - Une structure algébrique & une opération n-aire peut &tre définie

par une application a d'un ensemble U = U1 X .. X Un , appelé ensemble des
données dans un ensemble V , appelé ensemble de résultats. Nous représenterons par

(v, a, U) cette structure.

Une structure (V' , a' , U') est homomorphe & a dans un homomorphisme surjec-

tif (£, g) , si f et g sont deux surjections f = U'fU, g = V'gV , telles

que :
a'f(x) = ga(x) , ¥Yxe€eU, ou a'f =ga .

Pratiquement, on posera f(x) = (fl(xl) y e fn(xn)) ou les fi sont des sur-

jections de U, sur U! avec U' =7U! x ... x U' .
i i 1 n

Si q =f°f , r = g% sont les équivalences assocides & f et g , le couple

(f ’ g) sera un homomorphisme de (V , a U) si, et seulement si,

(1) =y (mod q) => a(x) = aly) (mod r) |,
ou (;) € q => (:§§g) € r . Mais

a(X) _ X a(x)
EE) = L EOE)

et la condition (1) revient a
aga® £ r
qui exprime que (q ’ r) est congruence pour a .

Remarque. - Dans le cas des groupoides, si on fait f1 = f2 =g , on retrouve les

équivalences compatibles.

si tmcvu, vwtev, (U", V") est stable pour a , si xeU'" => a(x)eV".

Désignant par i° 1'injection canonique de U dans U" , et par j° 1l'injection
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canonique de V" dans V , cela revient a dire que
x = i%ix ==> ax = j%jax
ou encore que
(i) € i0i => (f{) € a%j%ja .
En posant i°i =v , j°j =u , cela revient & v £ aua , on voit que (V" ; U")

est stable pour a si, et seulement si, (u , v) est un couple stable pour a .

PROPOSITION III.6.3. — Dans la catégorie & involution des parties d'un groupe F,
tout é1lément est surjectif, tout complexe transitif (c'est-a-dire stable) et symé-

trique est une équivalence (c'est-a-dire un sous—groupe).

IV. Demi-groupe large modulaire

1. Bgalités et inégalités modulaires.

Soit un demi-groupe large ordonné en demi-treillis, et & multiplication compati-
ble. Nous dirons qu'il est modulaire si on peut définir dans E wune application

a —> a° , satisfaisant a
(Inwv-i) (a°)o = a , (INV-iii) a <b => a® <b° ,
et aux égalités dites égalités modulaires :

. ab Ac = a(b A a°c) AC

()

ab A c (a A cb°)b AC

il

PROPOSITION IV.1.1.

V(a) Les égalités modulaires (Ml) sont équivalentes aux inégalités

(i1,) {

(b) Les égalités modulaires (Ml) sont équivalentes a 1'égalité modulaire

ab A c K a(b A a°c)

ab A c g (a A cbo)b .

(m) ab ac=((anancbo)(b aa®)) Ac .
(¢) L'égalité modulaire (M) est équivalente & 1'inégalité modulaire
(M') ab A c L (a A cb°)(b A a°c)

Démonstration.

(a) Supposons qu'on ait (Ml). Alors
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ab A ¢c = a(b A a°c) Ac < a(b A a°c) ’

ce qui prouve la premidre inégalité (Mz). Méme démonstration pour la deuxidme iné-

galité (Mz) 4 partir de la deuxidme égalité (Ml).
Supposons qu'on ait ab A c & a(b A a°c) . On en déduit
abAac=abacacg a(b A a°c) AC .
Mais d'ailleurs
a(b A a%) gab => a(baa’c) acgabac .
D'ou la premidre égalité (Ml)' M8me raisonnement pour la deuxidme égalité (Ml)'
(b) Supposons qu'on ait les deux égalités (Ml)
ab A c = a(b A a°c) AC
Appliquons au deuxidme membre la deuxidme égalité (Ml)
a(b A acc) ac=((a aclb araoc)o)(b aa)) ac .
Comme (b A a%c)® < b° , en vertu de (INV-iii), on a
ab Ac< ((aache)(baade)) ac ,

et comne (a A cbo)(b a’c) < ab , on a aussi l'inclusion contraire. D'ou 1'égali-
té (M),
Réciproquement, supposons qu'on ait (M), ab A c = ({a A cb°)(b A ac) Ac . Comme
aAcbo<a, abacs<albaale) , premidre inégalité (Mg)
et

bAratc<b, abarcg(a

>

cb°)b , deuxidme inégalité (MZ).

(c) Supposons qu'on ait (M), ab s c = ((a A cb®)(b A a%)) A ¢ . Alors on a évi-

demment (M'). Réciproquement, si on a

>

(M) ab A c < (aacb®)(baace) ,
on en déduit
abacacg ((aacbo)(baad)) ac
et on a 1'égalité comme on a 1l'inclusion contraire.
PROPOSITION IV.1.2. - Un treillis est modulaire, avec a = a° , et la multiplica-

tion étant l'opération v si et seulement s'il satisfait & la condition de
Dedekind

ag<c => avi(bac)=(avd)ac .
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Démonstration. - Si la multiplication est commutative, les deux égalités (Ml) se

réduisent & une seule. Supposons qu'on ait (Ml)
(avb) ac=(av(ba(ave))) ac
Supposons a £ ¢ , le deuxidme membre s'écrit (a v (b ac)) ac , et comne a < c,
bAacgLcec = (a v (b A c))<§ c
il se réduit & av (b Aac) .

Réciproquement, supposons qu'un treillis satisfasse & la condition de Dedekind,

et calculons (av(ba(ave))=0U.Comme a<ave,
U= (a v b) A (a v c) et Uacs= (a v b) A (a v c) aAc=(avb)ac ’
c'est-a-dire le premier membre de 1'égalité (Ml)'
Supposons qu'un demi-groupe large ordonné & involution A contienne unensemble P

d'éléments dits principaux, représentés par des minuscules grecques satisfaisant

aux conditions suivantes :
(Pi) VaedA, dTaga;g
(Pii) as<b <<= (@d<a => a<gb), VaeP?P;
(Piii) ELab <> E=0B, <a, BLb.

L'ensemble des parties d'un groupoide large F , ordonné par la relation d'inclu-
sion, contient des éléments principaux qui sont les parties réduites & un seul é1é-

ment de F .

2

PROPOSITION IV.l1.3. - Si un demi-groupe large ordonné & involution contient des
éléments principaux satisfaisant a la condition € = op entraine o = Ep° et
B = a°E , il est modulaire (il en est ainsi notamment si les éléments principaux

forment un groupoide de Brandt).

Démonstration. -

ELabac => EgLab => € =08,
ol
xsa, BLb => a=ER° => ogche .
D'ol o < cb® Aa et E K (cvo A a)b , et (ab A ¢) < (cbo A a)b . On démontrerait

de méme la deuxidme inégalité (MZ)'

COROLLAIRE 1. - L'ensemble des complexes d'un groupe forme une catégorie modu-

laire.
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COROLLAIRE 2. - Tout catégorie a involution, dont les morphismes sont des rela-

tions binaires, est une catégorie modulaire.

On supposera désormais que (INV) satisfait & (INV-i), (INV-ii), (INV-iii).

- = [o}
PROPOSITION IV.1.4. - En posant t. (al a, oo ai-l) c (ai+1 cee an)° ~ay

un demi-groupe large a involution est modulaire si, et seulement si, on a

(a1 cee an) AcC = (tl ces tn) Ac (n=2) .

Démonstration. - Par récurrence,

(a1 ose an—l)an AcC = ((a1 cee an-l) A cag)tn AcC

et on poursuit la récurrence sur le coefficient de tn . Pour n =2, on retrouve
1'égalité (M).

PROPOSITION IV.1.5. — Etant donnés trois éléments a , b , ¢ d'un demi-groupe
large modulaire, on consideére les a, » bn définis par les relations de récurrence

= = = 0 = 0
24 a, b b, a a, A cbn , bn+1 bn A apc .

(a) On a, pour tout naturel n ,

a = a A ¢cb° b =bAaa’c .
n+1 n’ n

(b) On a, pour tout naturel n ,

Démonstration. — On a a, =a; A cb® = a A cb° , b2 = b1 A a =b A ai c . Sup-
posons par récurrence
= o b =b A ad
a =aA Cbn—l n ap 4 ©
= 0 — ) ) i
On a 841 a, A cbn a A cbn_1 A cbn . Mais
< —_— [¢] o — (¢} o
bn.\ bn—l = bn.s bn—l > Cbn~$ cbn_1 .
' hY —_ o ~
D'ou 84 =8 A cbn « De méme
— [¢) = o o =
bn+1 = bn Aad e b A apq ¢ nrapc b A ag c |,
car a < &1 ¢ On a, d'aprés (M), ab ac = a, b2 A ¢ . Supposons par récurrence

— 1 >
abac=a b Ac.Daprss (M),

abarc=a b acs= ((an A cb;’l)(bn A a2 c)) Ac=a b Ac .

n+l “n+1
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PROPOSITION IV.1.6. — Si on pose u=8a8bac, v=aacbhl, w=Dbaa%, ona

les formules
u=vwac=v(iviuaAb)ac, v=uw aa, w=vouasb .

Démonstration. - I1 suffit d'appliquer la formule (M) aux expressions de w,V,W.

PROPOSITION IV.1.7.

(a) Si baa’c<c, et acgc, ona l'égalité de Dedekind
(D) abac=albac) .

(b) Si ¢ est symétrique et transitif, et si a < c , on a 1'égalité de Dedekind
(D) abarc=albac) .

(a)* Si aAacho<c et cb<c, ona 1'égalité de Dedekind
(D) abarc=(anrc) .

(b)* Si ¢ est symétrique et transitif, et si % <c, on a 1'égalité de Dedekind
(') abac=(anc)h .

Démonstration.

(a) D'aprés la premitre inégalité (Ml)’ et les hypothéses,
ab A c K a(b A a%c) < a(b A c) < ab aAacgab ac

puisque b A a®c<b ac et acgc.

(b)) Si c=c°, agc => a®gc®=c, et a’% g ¢2 <c . Donec b Aa’cgec.
D'ailleurs ag<c, c<£c => acg c2.§ ¢ , et on est ramené au cas (a).

Remarque. - Dans le cas d'un treillis, on retrouve qu'un treillis modulaire véri-
fie (D).

Dans le cas des parties d'un groupe, un élément symétrique et transitif, c , est
nécessairement un sous-groupe. Dans 1'exemple des relations binaires, le langage
est le méme que dans le texte.

PROPOSITION IV.1.8.

() Ona ab Ac << aa’c Ac, abac<gch’b ac .

ab Ac g cha®c Ac 3 ab acgaa’c; ab Ac < cb®b 3 ab = ab A agb £ abb®b .

(b) Si d peut se mettre sous la forme d =ab, d Ac<gcd Ac .

(c) Si ab<ga, ab = a(b A a°a) .

(d) S'il existe b tel que a < ab , alors a g aaa .



Démonstration.

(a) résulte immédiatement de (Ml) et (MZ)’ et (b) de la troisidme inclusion de (a).
(¢) ab=ab ragalb ~a®a) <ab => ab = a(b A a®a) .
() a=aba a‘gba(b A a%a) < aala .

Remarque. - La formule (d) précédente, a < aa®a , est valable en particulier
chaque fois qu'il existe un élément neutre & droite pour a , en particulier, si E
est une catégorie modulaire. Ce n'est pourtant pas une conséquence de 1'égalité mo-

dulaire, comme le prouve le contre-exemple suivant.

Soit E 1le demi-groupe commutatif & deux éléments =x , y , ordonné par 1l'inclu-
sion stricte x <y , et la table de multiplication

2 2
X =xy=yx=y =x .

I1 est & involution en posant x° =x , y° =y , et comme ab A c =x , quels que
soient a , b dans E , il est modulaire. On a néanmoins yy°y = x qui est stric-
tement inférieur & y .

PROPOSITION IV.1.9.

(a) i bAaatac<bac,ona albac)=abaac.

L
(a) 31 bAcalagbAarc, ona (b A c)a = ba A ca .,
Démonstration. - ab A ac < a(b A acac) < a(b A ¢)

< ab A ac

Remarque. — En particulier, si afa est entier, a(b A o) = ab A ac et

(b Ac)a = ba A ca .

2. Catégorie modulaire.

On appelle catégorie modulaire une catégorie & involution vérifiant les axiomes

de modularité (I).

Par exemple, l'ensemble des parties d'un groupe, une catégorie de relations bi-

naires, un treillis modulaire & élément minimum sont des catégories modulaires.

On appelle premidre projection de a = Bah , le morphisme entier

pr (a) = a%a a4,

et deuxidme projection de a , la premidre projection de a® , c'est-a-dire

prz(a) =2aa® A B .



PROPOSITION IV.2.1. — Dans une catégorie modulaire, si a = BadA ,

(a) aabgaa’, anbgab®a, an b £ ab’b , a < aaa ;

(b) ¥ x=0CxB et b=CbA, baxagbabatas= b(A A a%a) = b prl(a) et
b

b A xag xxbabs= (Xx° A C)b = pr2(x) H

(¢) pr (xa) <pri(a) ;

() a=apr(a) =pry(a).a;

(e) prl(a) < prl(b) <=> a< ab’b et agb => prl(a).s prl(b) ;
(£) apr () =a => pr(a) < pr, (0) ;

(g) pr,(va) = pr, (pr,(b).2a) ;

(h) Si u est entier, il est symétrique et idempotent, u = uu® =u° .

Démonstration.

(a) On a, d'aprés (Ml)’ (ah ~ b) = a(A A a°b) A b, d'ol
aAnbg a(A A a°b)~s aa’b .
De méme, d'aprés (MZ)’
Ba Ab< (B Abat)a => a A Dbg bata
De méme (M') appliquée & a A bA donne
(a ~ba) < (b aa)(h ~Dbla) < abla .
Si b=a, onen tire a < aala .

(b) On a

b A xa < x(a A x°b)
d'aprés la premidre inégalité (MZ-)e D'ol b A xa < xx°b , et par suite
b AxagxxbAadb .
De méme, d'apréé la deuxi®me inégalité (MZ)’
b Axa<bAbata .
On a d'ailleurs
b A ba®a = bA A bala < b(A A b°ba°a) y
d'apres (M2). Mais en posant Db°ba® =x , A A xa < A A Aa®a . On a donc
b A bata < b(A A a%a) £ b A baa .

D'ou 1'égalité :

9-33
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b(aoa A A) = b.prl(a) = ba®a A b
On ddmontre de méme (xx° A C)b = xx°b A b .
(¢) On a prl(xa) — 20xoxa A A = (29%°x).a A A < a®ah A A , d'apres (b).
(a) D'apres (v), a(aca A A) =aatara=2a, d'apres (a).
(e) Si a<b, a®gb® et a% A AL Db A A , ce qui prouve
ag<b => prl(a).s prl(b) .
Supposons a®a A A< b°b A A . Onen tire
a = a.(a°a A A) sia(bob A A) = ab°b A a .
D'ou a £ ab°b .
Réciproquement, a < ab’b ==> afa A A< (boba®ab®)b A A L b°b A A .
(f) si a prl(b) =a, a(bb A A) =ab’bAra=a, a<gab’b et prl(a)‘s prﬁb)

(g) Comme b =" prl(b), on a prl(b.(prl(b).a)).s prl(prl(b).a) , d'aprés (c).
Pour établir 1'inclusion contraire, on peut utiliser le critére (e). I1 suffit de

prouver que
prl(b).a.s prl(b).a.a°b°ba
ou b°ba A a < b°baa®b®ba A aa®b®ba , ou, en posant b°ba = x , que
x A a £ xx% A axa ,
ce qui résulte immédiatement des deux premiéres inclusions (a).
(h) ugh = wW <A, usu, WA => uwlgu. Mais, d'aprés (a),

u=1uAAgLunlA = ue® . Donc uu® =u et (uu°)° =u’ =u.

PROPOSITION IV.2.2. - Si prl(a)

et ai® est surjectif & gauche.

ici , ou i° est une injection, on a a = ai?fi,

Réciproquement, si 1i° est une injection telle que a = ai®i et que ai® soit

surjectif a gauche, 1i°i = prl(a) .

Démonstration. - a prl(a) =a ==> 3i% =a . D'ailleurs 1i°i = a®a A A £ aa ,

et par suite, iafai® > ii%ii® = A//i et ai® e SG .

Réciproquement, si 1° est une injection telle que a = ai%i et ai® € 3G ,
c'est-a-dire A//i < ia®ai® , en multipliant & gauche par i°® et & droite par i ,
on obtient

ioi € i%ia®ai®i < aa .

Donc 1i%i £ aa A A = prl(a) , ou prl(i) = i%i £ prl(a) . Mais d'ailleurs,
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prl(a) = prl(ai°i) entraine, d'aprds la proposition IV.2.1—(C),
or, (a) < or, (1)
D'ou 1'égalité.

Nous ne considererons dans la suite que des catégories modulaires vérifiant 1'a-

xiome suivant

Axiome des projections P . - Pour tout morphisme a , il existe une injection

telle que prl(a) = ioi ,

Soit un morphisme a = BaA , dont la deuxiéme projection est pr2(a) = j%°j . Si
j'° est une deuxiéme injection telle que j'°j' = j°j , on sait que les deux in-
jections j° et j'° définissent le méme sous-objet JO°E de B (III.B.S***).
Nous appellerons image du morphisme a , et désignerons par im(a) , le sous-objet
J°E de son but B :

im(a) = j°E , ou j°j A B =aa® A B .

Soit maintenant un sous-objet 1°E de la source A de a , et soit 1'9 une
injection de but A , telle que 1i'°E = i°E . Dans ces conditions, 1i°i = i'oi!

Les deux morphismes ai® et ai'® ont méme image. En effet
&'
pr2(ai°) = ai®ia® A B = ai'®i'a® A B .

On appelle image par a du sous-objet i°E de a , et on désigne par a(i°E) ,

1'image du morphisme ai® . On a donc
a(i°E) = (k°E) = im(ai°) ,

ol k° est une injection telle que k°k = prz(ai°) = ai%ia® A B ,

PROPOSITION IV.2.3. = Pour tout morphisme a , et injections 1i° et j° telles
que les produits existent :

(a) 1i°E & j°E => a(i°E) < a(j°E) ;

(b) a<b => a(i°B) < b(j°E) ;

(¢) ba(i°E) = b(a(i°E)) .

Démonstration.

(2) 1°E S j°B <=> i°i < j°j => pry(ai®) < pry(aj?) => a(i%E) < a(j°E) .
(b) ag<b => a° £ b => aif%ia® < bi%ib® =—>

prz(ai°).$ prz(bi°) => a(i%E) < b(i°E) .
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(c¢) Soient b = CbB et a = BaA . Supposons a(i°E) = j°E . On a j°j = prz(aiO)
et
b(a(i°E)) = b(J°E) = k°E , o k°k = pr,(bj°) .

D'ailleurs, ba(i°E) = k'O(E) , ou k'Ok! = prz(baiO) . I1 faut prouver que

oY - .
pr,(bai®) pr,(bje) .

i

prz(b.prz(j°)) (IV.2.1—(g)) et prz(baio) = prz(b.prz(ai°)) et
pr2(ai°) , la propriété est établie.

Mais prz(bj°)

comme prz(jO)

Remarque. — En désignant par F la classe E UF', ou F' désigne la classe
des sous-objets de la catégorie E , F a une structure de demi-groupe large or-
donné a multiplication compatible (en identifiant les relations d'ordre sur E et

sur F' ).

PROPOSITION IV.2.4. - Soit f = BfA wune application, et soient deux injections
de but A et B, i° et j° , telles que j°E = f(i°E) .

(a) jfi°® est une surjection ayant m@me équivalence associée que f .

(b) Si s' est une surjection telle que s'°s' = if°fi® , les deux objets B//j
et (A//i)/s' sont en bijection.

Démonstration. - I1 est commode de faire le diagramme

A/

(8//1)/s" B//j=£(i°E)
(a) Dlaprds IV.2.2, jfi® € SD et jojfi® = fi° . Calculons
(jfio)o jfio = ifojojfic = ifofic o A//i
car fi° € 3G , et
jrioifojo < 3(B)3° = B//5

puisque fi® € IG . Donc jfi® € 8G , jfi® € IG , et comme jfi® € 8D , jfi°® est

une surjection.

(b) Les deux surjections s' et jfi® ont m8me équivalence associée. Donc leurs

buts sont en bijection.
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PROPOSITION IV.2.5 (Théordme d'homomorphisme)° - Soient un morphisme a = A2 aAl,

i% wune injection de but Al , 192 une injection de but A2 telles que le couple

1 2
(u2 R ul) soit stable pour a (u1 u, = 1% 12) , et soient Ak Ak

1 1 ’
deux applications telles que (f° fl , f f ) soit une congruence pour a (k 1, 2)

o E) = joE et si s _ est une surjection telle que 82 RSk = Hc k iﬁ R

siof (i e X
les deux morphismes

f° i0 ¥_(1i° E)

a" = f 1 E 1

2 i, f,afy 37 4y

= ] t0 «0 (40 ; s 0
a"! (l ZES/l i9) s, 1, aif s (112E1/11 fi fl 11)

2 2 2 2

sont isomorphes.

Démonstration. - Le couple (u u, ul) étant stable pour a , et (f1 £, 15 )

dtant une congruence pour a , il en résulte (III 4. 5) que @1 1 1 1 , 12 f2 f2
est une congruence pour le morphisme induit 12 ali . Le morphisme a"' existe
donc, et par suite a" , et ils sont isomorphes, car, d'aprés la proposition IV,2.4,

leurs sources sont en bijection ainsi que leurs buts.

I1 est commode de faire le diagramme :

ii” E;/s1 ng_ﬁf/sz

1
a"!
51 52
— .
11 E 15 B
o o}
1 12
A > A,
£, £,
1 L]
A1 . A2
£, (i9 EB) < £,(i3 B

ENONCE ABREGE. - L'image d'un couple stable de sous-objets par un homomorphisme

est isomorphe au quotient de ce couple stable par la congruence induite.

Soit g wune équivalence dans A , et Jj° une injection de but A . On appelle

saturation de j°j = v par 1l'équivalence q , la deuxidme projection de qj° ,
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c'est-a-dire qj°jq AA . De méme, si g = AgA et r = BrB sont des équivalences,

et si 1i° est une injection de but B , on appelle saturation du couple (u,v),

oh u=1i° , v = j°j , par le couple d'équivalences (q , ¥) , le couple

(qvq A A , Tur A B)

PROPOSITION IV.2.6. — Dans une catégorie modulaire, soit un morphisme a = BadA ,

(a) si (u, v) est stable pour a , et (q , r) une congruence pour a , le

couple saturé de (u , v) par (q , r) est un couple stable pour a .

(b) Si a est injectif & gauche, 1'intersection de deux couples stables (ou de

deux congruences) pour a , est un couple stable (ou une congruence) pour a .

Démonstration.

(a) I1 faut prouver que (rur ~ B) a (qvq A A) = a(qvq A A) . Pour calculer les
deux membres, on peut appliquer IV.2.1-(b). Tout revient & prouver que le premier
membre

= (rura(qvg » 4)) ~ (a(qvq A 4))
et, en appliquant encore Iv.2.1-(b),
X = ruraqvq A rura A a(qVq AA)

. 2 .
Mais ruraqvq < ruragq = ruraq = rura , puisque (q , ) est une congruence. Le

deuxiéme terme de l'intersection figurant dans X peut &tre supprimé. Or
ruragvg = ruravq = ravqvq = ravq = raqvq (111.4.5),
et comme r > B, ruragvq = ragvq = aqvgq = aqvg A a . Donc
X =aqvg A a = a(qvq AA) .
. b3k
(b) 8i (u , V) est un couple stable pour a , on a av g ua (II1.4.2777). Sup~
posons  av, LU, &, av, s U, a,

a(v1 A v2) < av, A av, g U anru,a .

En appliquant la modularité, on a (u a A U, a) (u A, aa)a , et #1i a2a®°g< B,

on a donc

a(v1 A v2) < (u1 A u2)a
ce qui prouve la propriété. Méme démonstration pour les congruences.

PROPOSITION IV.2.7. - Soit Jj° wune injection de but A . Si la saturation de
j°J par une équivalence gq , s'éerit qj°jg A A =m°m , o m® est unc injection
de but A ,
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(a2) mj° est une injection ;

(b) Si s est une surjection vérifiant s°s = mqm® , alors smj° est une sur-

jection, et on a (&//3)/smje = (&//m)/s .

Démonstration.

(a) Comme q >A , qj°jqg ~42Z3%) A A= 3j°j . Donc m°m = j°j . Donc j°F < m°E

R
et 3o =m°(mj°) , ou mj° est une injection (111.3.3 ).

(b) Montrons que, si s est une surjection telle que s%s soit 1'équivalence

induite par q dans la saturation qszE) de j°j , smj° est une surjection.

Comme s et mj° sont deux applications, smj° est une application. Il suffit de

prouver que smj® € SD , ou que smjojmes® > (A//m)/s . Mais
mom £ qj°jq => m < mqj°jq = mq.nmj®.jmem.q = s®°s.mj°jm®.mq ,
et en multipliant & droite par m° ,
A//m = mm° £ s°s.mj°jmC.s% ,
et en multipliant & gauche par s et & droite par s° ,
ss® = (4//m)/s < smj®jm°s®
ce qu'il fallait prouver.

On peut faire le diagramme

AL/ A//m = q(4//35°3)

so0

A (8//m)/s

PROPOSITION IV.2.8 (Deuxidme théoréme d'isomorphisme). - En reprenant les nota-

tions de la proposition IV.2.5, et en posant fi fl =T f% f2 =T, rkiiﬁ E)

une source quelcongue de la saturation rk(iﬁ E) , soient mﬁ les injections

mﬁ = Ak m% rkZiﬁ E) telles que mﬁ m = T iﬁ ik T A A, et tk les surjections
o N o (L s :
telles que t2 ) =m 7 m (équivalence induite de r, dans rk(lﬁ E) ). Dans

ces conditions, le morphisme

iv - \ -
a = (rétig“E)/tz).tz m, am$ t;. 1(12 ES/t1

est isomorphe aux morphismes a" et a"' définis dans la proposition IV.2.5.
Démonstration. - D'aprés IV.2.6, le couple saturé de (ig i2 ’ ig il) par la con-
gruence (r1 , r2) & savoir (mg m2 , mi ml) est stable pour a . D'apres IIT.4.5,

la congruence induite (m1 r1 mi y My Ty m%) est une congruence pour m, amg . I1
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en résulte, d'aprss la proposition IV.2.5, que 2’ est isomorphe a

a" = ler Zl E)). .m, £, r, ar, f9 m9.f, (r ( E)) .

1
Mais en vertu de IV.2.3-(c), et puisque fk est une application,
= no— gn
fk T = fk et aj a
N iv . . N iv
Donc a" est isomorphe a a et par suite, a"' est isomorphe a a .

Remarque. - On a le diagramme global

fllig E)/t1 r2(i% E)/t2

t (i° E)/s = (i2 B)/s t
1 1 2
1(12 i) Slzi a }fz T, (i3 E
1 0 o] 0
mg 11 B 12 E m2
io i%
N~
A > L
£, It
1 ) ]

-

io = i 0 Ho_ gn >0 — oy
fl(il E) fl(rl(ll E)) a af £,(13 E f2(r2 i% E))

ENONCE ABREGE. - Les quotients par les congruences induites d'un couple stable et

de sa saturation sont isomorphes.

PROPOSITION IV.2.9 (Lemme de bijection croisée). - Soient quatre équivalences

dans A, p,q,q',r, telles que p<Lg<<r et pLg'<r .31 1i° est une

injection de but A , on pose
q(i°E) = m°B et r(i°E) = n°E ,

ol m° et n° sont des injections. Soient s et t deux surjections telles que

s% = mpm® , t°t = ng'n® . Soit le morphisme f = tnm°s°® = r(i°E)/t.f.q(i°E)/s .
(a) Dans tous les cas, f est une application.
(b) si qq' = q'gq=1r, f est une surjection.

(c) Si q A q'=p , et si mgq'm® < mgm® , f est une injection.



0
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I
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Démonstration.

(a) Comme gz, q(i°E) c r(i°E) , ce qul prouve que mm°® = r(i%E) nm° q(iOE)
333t
est une injection, et comme m°m £ n°n , on a (III.3.3 ), m® = n°mm° . Comme
p<q' , mpm® £ mg'm® ; donc
s% £ mn°n.q'n°nm® = mn°t°tmm® .
Les deux applications s et tmm® vérifient la condition de III.3.3-(a), et par

suite tnm9s°® est une application.

(b) Supposons que 'g=r . Alors on a aussi qq' =r , car le produit de deux
q qa'q

équivalences n'est une équivalence que si elles sont permutables. On a
q'(q(i°E)) = q'q(i°E) = r(i°E) .

D'apres IV.2.7—(b), il existe une surjection de source q(i°E) et de but
q'(q(i°E))/s' , oh s'9s' est 1'équivalence induite de q' dans q'(q(i%E)) .

Comme q'q(i°E) = r(i°E) , s'°s' est égal & t°t , et on peut choisir
q'q(i%E)/s' = r(i°E)/t ,

et tnm°® est alors une surjection. Comme s° € SD et que tmm°s® est une appli-

cation, c'est nécessairement une surjection.

(¢) On a m(q' A q)m® = (mg' A mq)m® = mq'm® A mqm® (IV.1.9, Remarque). Si

qQ Aq'=p, onadonc mpm® = mg'm® A mgm® , et mq'm° £ mqm® entraine
mpm® = mq'm® = s%s .,
Dans ces conditions, formons fof .
fof = smn°t°tnm®s® = smnng'n°nmfs® = smq'm°s® = smpm®s® = (A//m)/s .

Remarque. - D'aprés IV.2.8, q'(q(i%E))/ng'n® et q(i°E)/mq'm® sont en bijec-
tion. Si on a (b) et (c¢), mq'm® = mpm® , ce qui démontre directement que

r(i°E)/ng'n® et q(i°E)/mpm® sont alors en bijection.

q(i°E)/s

8%s = mpm©

r(i°E)

t°t = ngno

r(i°E)/t
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Deux ceuples d'éléments d'un groupoide, (q' ’ r') et (q" , ") sont dits cor-

respondants si on a les dgalités q'r" = r'q" et 1r"q' = q"r'

PROPOSITION IV.2.10 (Théordme des couples d'équivalence correspondants). - Soit

dans une catégorie modulaire quatre équivalences q' , r' , q" , " , telles que

(a) gq'<1r' et g" <", et (q' , T') est correspondant & (q" , ") our

le produit et pour l'intersection.

(b) Si i° est une injection de but A , on pose

(r* A 2")(i°E) = m°E , r'(i°B) = n'°E , r"(i°E) = m"°(i%R)

N,

ou m° , m' , m"® sont des injections, et on suppose

mg'm® < m(rc A rn)mo , mq"m°.s.m(r' A ru)mo .

Dans ces conditions, r'(i%E)/m'q'm'® et r"(i°%E)/m"q"m"° sont en bijection.

Démonstration. - Posons q' Agq"=p, q'=q', r AT=q, rr=r.0na

p<qg<r, p<qg'<r.Onadailleurs
qq' = (r' A rn)qc =r"q' A !

en appliquant 1'égalité de Dedekind. Mais r"q' = q"r' en vertu de la correspon-
dance, et qq' = q"r' A r' =1r' , puisque q" est réflexif. Comme r' est une

équivalence, on a

qq' = q'q , et qq' =q'g=71r

Calculons q Agq'=r'Aar"Aaqt=r"Aaqg' =" Aqg" Aq' = q" Ar' Aq' =qg" Aq' =p.
On a de plus, mq'm® £ mgm® par hypothése. On est donc dans les conditions de
IV.2.9, et r(i°E)/m}qtm;3;q(iOE)/mpmo , c'est-a-dire r'(i°E)/m'q'm'® et

(rt A r"J{i°E)/m(q" A q")mn° sont en bijection. En permutant les éléments affectds
de ' et ceux affectéds de " , on voit de mme que T"(i°E)/m"q"m"° est en bijec-

avec (r' A r")(i°E)/m(q" A~ q")m® . D'ol le résultat.

PROPOSITION IV.2.11 (Troisidme théordme d'isomorphisme). - Soit un morphisme

& = A, ah, et quatre congruences (qi , qé) , (qg , qg) , (ri , ré) , (r; , rg) ,
telles que, V k (k = 1 , 2) , les conditions (a)‘gi (b).éi IV.2.10 soient satis-

k
soit stable pour a . On pose

faites. Soit 1i° wune injection de but Ak telle gque le couple (i% 12 ’ i; il)

(rﬁ A rﬂ)(iﬁ E) = m E , ré(iﬁ E) = m!°E , rﬂ(iﬁ E) = mi° B

et on suppose qu'on ait, pour V k , la condition (c) de 1IV.2.10,

1 0 1 " 0
e O T S el Tng my o mf <m (o A mpmp

m
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Si s, est une surjection telle que s2 s = mk(qi A qﬂ)mﬁ ,
s, est une surjection telle que s,°s) = mé(qﬁ)m'O ,
sﬂ est une surjection telle que s£°sﬂ = mﬂ qﬂ m'"°

dans ces conditions, les trois morphismes b , b' , b" ci-dessous sont isomorphes

= (ré A rg)(i% E)/s ° si.(ri A r‘l')(ii E)/s1

25 My &y

] ] (o] 10 10 . ] o]
b r2 1 E 2 2 m2 am1 s1 rlzll E57 1
1" —_ " 2 0 1" 1" 1" 170 no " o) " .
b r2112 E5752 s2 m2 am1 s1 rlfl1 E57sl

Démonstration. - Comme (i 2 ; 1 i ) est stable pour a , le couple saturé
par les congruences (ré , rl) (r , r"\ et la congruence intersection est aussi
stable pour a (IV.2.6), et les couples d'équivalencesinduites sont des congruen-
ces pour les morphismes induits (III.4.5-(b)). D'ou 1'existence des morphismes in-
duits b, b' , b" . Mais les buts et les sources de b et Db', b et b",

b' et b" sont respectivement en bijection d'aprés IV.2.10. D'ou 1l'isomorphisme.

ENONCE ABREGE. - Soient deux couples de congruences (q' , r') et (g , ")

correspondants. Soit un couple stable, tel que les congruences induites par q' et

q" soient dans la saturation par (r' A r") , contenues dans la congruence induite

par (r'* A r") . Alors les quotients de la saturation par r' de la congruence in-

duite par q' , et de la saturation par r" de la congruence induite par q" ,

sont isomorphes.

3. Application aux demi-groupes et aux groupes.

S0it un groupoide F ; si Al est l'application identique de F x F sur lui-
méme, et A, 1'application identique de F sur lui-méme, et si 1'on pose
a(a ’ B) = aB , alors l'application a est telle que a = A2 aA1 . Nous considére-
rons les homomorphismes de F qui sont de la forme suivante :

f(a ’ B) = (C{ ’ g(B)) »

ol g est une surjection de F dans un ensemble F' pour le deuxidme facteur et
pour le résultat. Pour que la structure (F x F' , a' , F') existe, il faut et il

suffit que (fof , g°g) soit une congruence, ou que
(@, ) = (', B') (mod fof) => of = o'B' (mod gg)
ou que

fla , ) = f(at , B') <= o =0’ et g(g) = g(p') => glap) = glep") ,
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c'est-a-dire que 1'équivalence associée a g soit compatible & gauche.
PROPOSITION IV.3.1. — Les surjections f et g pour un groupoide, définies par

flo , B) = (a , g(B)) , définissent une congruence si, et seulement si, 1'équiva-

lence associée & g est compatible & gauche.
En prenant la notation multiplicative pour la structure homomorphe, on a
(1) o.g(p) = glap) , Va,BeF
Réciproquement, si on a (1), g(B) = g(Y) => ag(B) = ag(y) => g(aB) = g(ay) ’
et 1'équivalence est compatible & gauche.
PROPOSITION IV.3.2. - Supposons que F soit un demi-groupe, la structure homo-

morphe & F est une structure de demi-groupe F opérant sur F' .

Démonstration. - 0n & o(pely)) = aa(py) = gla(py)) = (glap)y) = agely) .

PROPOSITION IV.3.3. - On suppcose désormais que F soit un groupe ; la structure
homomorphe & F est une structure d'espace homogeéne ou le groupe F opére transi-

tivement sur F' .
Si e désigne 1'élément neutre de F , on a
(2) gla) = agle) .
I1 en résulte que, V gla) € F' , g(p) eF' , Ba_l g(a) = gegle) = g(B) , ce qui

prouve que F opére transitivement sur F' . On a d'ailleurs egla) = g(ea) = g(a) .

PROPOSITION IV.3.4. - L'ensemble des éléments v de F tels que g(v) = gle)
est un sous-groupe K(g°g) de F , appelé noyau de g , et
-1 .
gla) = g() <=> o g €K(g%g) -

Car 1'équivalence g°g étant compatible a gauche, gla) = g(p) entraine

-1 -1 . . . -
e(al 8) = gla™t @) = gle) . Si en particulier, gla) = &(8) = e(c) , &l B =4gle),
ce qui prouve que 1'ensemble K(g°g) est un sous-groupe de F .

]

Inversement, si un sous-groupe quelconque X est donné dans F , la relation
(e B) € g%¢ si et seulement si a_l B € K , est une équivalence compatible a
gauche g°g(K) , et on a g°gk(g%g) = &% .

Nous représenterons par F/K 1la structure homomorphe du groupe F ayant pour

noyau le sous-groupe K .

PROPOSITION IV.3.5. — Si r et r' sont deux équivalences dans F compatibles

a gauche,
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(a) rer <=> K(r) sk(zr') ;
(v) k(r nr') =k(r) nK(x') ;

(c) (a y B) € rr' <=> B—l o€ K(r) K(r') . Les deux équivalences r et '
sont permutables si, et seulement si, leurs noyaux sont permutables, et alors rr'

est une équivalence compatible a gauche, et on a K(rr‘) = K(r).K(r') .

Démonstration.

(a) (0,8 er <=> o lpek(r) = (o«,p) er <= o peki)) .
(b) yek(rnr') <= (y,e)ernr <> (y , e)er, et

(y ,e)er <=> vy ek(r) et v e K(r') <=> vy e K(r) nk(x') .
(¢) (¢, ) e rr' <=> 3y tel que

-1

(@ ,y)er et (y,per <= y~1 ae Kr') et g ye K(r) =>

8! o e K(r).k(x') .
Réciproquement, si B'l o e K(r) k(z') , B"l o =€E' , ou Ee K(r) et E'eK(zxY).
D'ot o« = BEE' . En posant BE =v , y_l ae K(r') et 6"1 v e K(r) , et

(¢ , B) € T

si x(r) k(r') = K(r') K(r) , alors K(r) K(r') est un sous-groupe, et il en ré-

sulte que rr' est 1'équivalence associée qui est compatible & gauche. Comme
(o , B) € rr' <=> B-l o € K(rr’) <==> B—l o € K(r) K(r‘) ’

on en tire que K(r).K(r') = K(rr') .

Un couple stable pour la structure (F,a,F xF) est donné par trois parties
de F, V1 » Vs et U , telles que V1 V2 c U . Une congruence est donnée par
trois surjections, f, , f, , g , telles que (f? £, 3 f2) =q, (g°) =r vé-
rifient raq = ra . Ici f, est l'application identique et f2 = g . Le deuxiéme

1
théordéme d'isomorphisme (IV.2.8) donne ici :

PROPOSITION IV.3.6.

(a) Si U est une partie quelconque de F , sa saturation par une équivalence r
est rU = UK(r) .

(b) L'image d'une partie stable (Vl s V2 , U) est (V1 , g(V2) ’ g(U)) . Si
g°g = r est compatible & gauche, (V1 y V2 K(r) , UK(r)) a méme image que

(V1 , V2 , U) , et est aussi une partie stable.
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(¢) 8i on désigne par U/K(r) n U, ou U est une partie de F , 1'ensemble quo-

tient de U par 1'équivalence induite par r dans U , les structures
(v, &(V,), e®) , (7, V/K(x) ¥, , UK(DND) et (v, , V,K(2)/K(x) , UK(r)/K(x))

sont isomorphes si V1 , V2 , U contiennent 1'élément neutre e du groupe F .

Démonstration.

(8) qcrl <=> 37Nel ot (@, T er <=> T aockir) => «cIKF) .
Réciproquement, si o« € UK(r) , o =T od MeU et g€ K(r) , et donc

ﬂ-l o € K(r) et oexU.

(b) De V, V, €U, on tire V,
la saturation de la partie stable (V1 y V2 y U) est stable. L'image de la satura-
tion (V1 y K(r) , UK(r)) est (V1 s g(V2 kK(r)) , g(Uk(r))) . Mais comme tout
élément o de UK(r) est équivalent (mod r) & un élément T €U , on a

gla) = g(n) . Drou g(uk(r)) = &(U) .

v, K(r) € UK(r) , ce qui prouve directement que

(¢) L'ensemble des éléments de U équivalents & € mod r , est K(r) nU . Si U
contient 1'é1lément neutre ¢ , K(r) n UK(r) = K(r) . Soient i° 1'injection cano-

nique de U dans F , et j° 1'injection canonique de UK(r) dans F . On a
(0 , B) € iri® <=> alegek(r) nU = ot geKlr) => (a,B)e jri° .

A toute classe de U/K(r) n U correspond donc une classe de UK(r)/K(r) , par une
application ¢ . Comme toute classe de UK(r)/K(r) contient au moins un élément T
de U , l'application o , qui fait correspondre a4 la classe de 1 dans

U/K(r) n U 1la classe de 1 dans UK(r)/K(r) , est surjective. Comme T , 1" €U,
dont les classes modulo K(r) A U sont distinctes, appartiennent & des classes
distinctes dans UK(r)/K(r) , © est injective, ce qui termine la démonstration

directe de (c).

PROPOSITION IV.3.7. - Soient dans un groupe F deux couples d'équivalences com-
patibles & gauche (q' , r') , (q", r") , telles que :

(a) q'<r', a"<r", (q¢",r') et (g", r") sont correspondants, et cha-
cun est correspondant du couple (q' A q" , r' A r") . Ces conditions sont les mé-

mes pour les noyaux.

(v) B est un sous-groupe de F tel que m°® soit l'injection canonique de

BK(r' A r") dans F et que 1l'on ait
K(q') n BK(r' n ") € K(r' n ")

K(q") N BK(r' N r") c K(r' n ™)
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Dans ces conditions, les espaces homogenes BK(r')/K(q') et BK(r")/K(q") sont
isomorphes (troisidme théoréme d'isomorphisme pour les groupes).

Démonstration. — On utilise IV.2.10. D'apres iv.3.5, les conditions (a) sont
équivalentes & K(q') € K(zr') et K(q")  K(r") , et les couples de sous-groupes
(x(q') , K(r*)) et (x(a") , K(r")) sont correspondants entre eux et au couple

(k(q' ~ q") , K(x' A r")) vis-a-vis de 1'intersection et du produit des complexes
d'un groupe.
La condition (b) de IV.2.10, mq'm® £ n(r' A r)m® , est équivalente &
K(mg'mo) < K(m(x' A r")m°)
dtaprés IV.3.5-(a). Les deux équivalences sont des équivalences dans la saturation

(r' A r")B , c'est-a-dire d'aprés IV.3.6-(a), des équivalences dans BK(xr' n ") ,

et leurs noyaux, d'aprés IV.%.6-(b), sont
K(q') n BK(r' n ™) et K(r‘ n r") n BK(r' nr") = K(r' n r")
Les conditions (b) de IV.2.10 sont donc dans ce cas :
K(q') n BK(r' n ") < K(r' n ")
(b*) K(q") n BK(r' n ) < K(xr' n ")

De méme, le noyau de m'q'm'® , ou m'® est l'injection canonique de r'B dans

E , c'est=a-dire de BK(r') dans E , est
K(q') n BK(r') = K(q*) puisque q' < r' .

I1 en est de méme pour les éléments affectés du signe " au lieu de ' . D'apres
IV.2.10, les espaces homogénes BK(r')/K(q') et BK(r")/K(q") sont alors en bi-

jection.

Remarque 1. - Les conditions (b’) sont certainement réalisées si B est le sous-
groupe de F réduit & 1'élément neutre, et K(r')/x(q') , XK(r")/K(q") sont en

bijection.

Remarque 2. - On trouverait des résultats analogues en prenant un homomorphisme
dans F , o ’ B) = (g(a) ’ g(B)) , mais alors g°g serait une équivalence com-—
patible dans F , les noyaux des sous-groupes normaux, et les espaces homogenes des

groupes quotients.
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