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Séminaire DUBREIL-FLSOT 8-01
(Algtbre et Théorie des nombres)
19e annéde, 1965/66, n° 8 17 janvier 1966

THEOREMES D'APPROXIMATION L.NS LES ADEIES

rar Arnette DECOMPS-GUILLOUX

I. Anneau des I-adéles. Définitions. Notations.

I désignera un scus-ensemble fini de P , ensemble de toutes les valuations
distinctes de Q , corps des rationacls. o sera la valuation ordinaire, et Qb =R
le corps complété de Q par rapport 3 la valuation ordinaire, p sera un élément
de P , valuation définie par lplp :-% , et Qp le corps complété de Q par
rapport & la valuvation p-adique.

L'addle VP(Q) est l'encemble <oc éléments x = (xo s X 5 e s xn) du pro-
duit cartésien de R par tous les corps p-adiques (xO €ER, oeu X, € Qpn)

tels que ]xnlp <1, ceaf au plus pour un nombre fini d'indice n . L'addition
n
et la multiplication composante par composante donnent a VF(Q) une structure

d!'anneau.
VP(Q) contient de=s sous-anneatx remarquables

Ve={zeV, , x, = 0 si pgI} .

Du point de vue topolcgique, on congidére VI comme isomorphe au produit ] Qp.
pel
On notere |x|_ = |z |_ .
p p'p

Rappelons 1'expression de la décomposition d'Artin [1] dans vy ( 2[1] désigne
1'anneau des rationnels dont le dénominateur ne contient que des facteurs p ap-
partenant 3 I" =1 si oI, I =I-{0} si oeI).

x étant un élément de Vi » il existe une décomposition

x = e E(x) + eI(x)

ou E(x) € 2[I] et e vérifie les indgalités

IEI(X)lp~$1 . vpel ,

agey(x) <a+1l si o€ I ,

B ag-E(x) <a+l si oI ,
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so(x) désignant la composante réelle de sI(x) , a étant fixe, la décomposition
est unique.

1
On prendra toujours dans ce qui suit a = - 5 -

II. Nombres o dans VI .

1. Nombres o réels. Définition. Rappel des propriétés [5].

- Un nombre réel w > 1 est un nombre « s'il peut 8tre obtenu comme la limite

u,
n+l

w = lim
1o n

associée & une suite u =~ d'entiers rationnels, déterminée par la relation de

récurrence
u2
1 n 1
(R) "2 S % T 57

{ et ld donnés de uy et u .

N
Si W U+ -5(-)- , la suite converge vers un élément o > 1 .
n u

' . n .y
81 u >ugy + Juy , dans ce cas « > 1 et la suite —7 converge vers un é1é-
o

ment A .

L'ensemble des nombres « contient les nombres de Pisot (S) et de Salem (T) .

On ne sait pas s'il contient d'autres éléments.

2. Nombres oy ( o n'appartient pasd I ).

(a) Définition.
Un élément o de Vi, vérifiant lep >1, Vpel, estun élément de oy
s'il peut 8tre obtenu comme la limite

u,
n+1

®w = lim e

- n

I 5

1 oﬁ*u}f1 estune suite d'éléments de Z[I] déterminée par :
- la donnée de u, et u avec Iullp > ]uolp >1, ¥pel,

- la condition (C),-%<un$712- ¥nxO0,

- les relations (R)
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u2

2 - Uyl < 1 ipel .

(b) Les relations (R) et la condition (C), et la donnde de u, et wu, , déter-

minent effectivement une suite d'éléments de Z[I], et 1'ensemble ap est dénom~

brable. 5
u
n+l , .
(R) et (C) entrainent W, = E( T ) donc, uy et u étant donnés, u est

déterminéd V n .

un+1

(c) Etude de la suite w, = . - La démonstration comprend les étapes sui-

n
vantes

- La suite Iunlp est croissante, ¥ pe I .

- La suite Wy est convergente dans VI . On montre pour cela que w0, est une

suite de Cauchy dans Qp , " pe I . On définit donc

w = lim o dans VI ,
-0

avec w = (wp) ol @, = lim w_ dans Q_ .

n b
u e
-~ La suite '-ﬁ a pour limite un élément \ de Vo5 et 1'inégalité
W
u -t _(n+2)
- <sp P
wo P
1 t
ol 1'on pose la—[p =p P ; ou encore
0 n -2tp
|kw’ - thp*s P s

ce qui permet d'envisager la réciproque suivante :
: 1
(d) Si l'on considere un élément o e Vi vérifiant ]wlp =p?, tp >0,
¥ pe I pour lequel il existe un élément A e V; tel que, dans la décomposi-
tion d'Artin

Awn

= e E(Kwn) + eI(Xwn) s
on ait
n -2t
ey (e, s 0 P ipel ,

| alors « est un élément de agp e



8=04

On montre en effet que la suite u, = E(\o") vérifie les relations (R) et que

un+1 T
i - (] = O V e .
lim | 5 wlp P

(e) L'ensemble o) est dense dans V; pour ]wlp >1, Ypel.Cecipro-
vient du fait que, d'une part, 1l'ensemble e Z[I] est dense dans V; si O 1,

et d'autre part, de 1'inédgalité |w - wolp Tﬂ— .
l'p

3. Nombres oy (o appartient 3 I ).

(a) Définition.

[ Un élément w de V; vérifiant lep >1, tpel , et wg > 1, est un
élément de ap s'il peut 8tre obtenu comme la limite

un+l

w = 1lim
e n

e
ol u ~ est une suite d'éléments de Z[I] déterminée par :

- la donnée de Uy et u; vérifiant

]ullp > luolp >1, Vpel” et w > ug + 4R,

- les relations (R)

o u?
N+l . - 1 Ynet 1
= - n+2|p§l’ vpel et -z S u U2 <7

(b) Les relations (R) et la donnée de u, et w déterminent effectivement une

suite d'éléments de Z[I] , et 1'ensemble ap est denombrable.

Les relations (R) entrainent en effet que W, = E(En-ﬂ-) done, uy et u;

étant donnés, u, est déterminée V n .

u
n+1l

(c) Etude de 1la suite W, = . = La démonstration comprend les étapes sui=-

n
vantes @

- [unlp est une suite croissante, ¥ pe I~ . La suite {un} est également
une suite croissante pour la valuation ordinaire. Pour démontrer ce dernier point,

on cherche & quelles conditions sur a et b, la relation (H) u, 3 au ot b

avec a et b >0, jointe 3 (R) entraine L > au, + b . On trouve la condi-

tion W oyt A/Zuo comme étant la meilleure permettant d'assurer la permanence
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d'une telle relation u > au +b, ¥ n avec

n-1
[1 _ / 0
a=1+ -é-u—o- et b = -z- .
U'n+l
- La suite W, = =7 est convergente dans VI « On montre pour cela que Wy
n
est une suite de Cauchy dans Qp , ¥pel etdans R.
u
~ La suite -—% a pour limite un élément A de V; . On a les inégslités
W
u =t _(n+2)
n P
l)‘ - "‘“i $P s
ot P
en posant
u t
|| =pP
uy'p
et

n
Iu - w I < ’
n 0 Z(wo—l)(wo-—l -¢€)

décomposition qui est surtout intéressante si wy > 2 « En effet, dans ce cas

n

(d) L'ensemble «. est dense dans VI pour ]wlp >1, V¥pel et wy > L.

I
Ceci provient du fait que Q e; est dense dans V; et des inégalités

1 1
1Y) w2 < 'b 2 ew D S — °
Iw wolp\m e ]w wol U - U,

III. Méthode de Thue dans les adeles.

1. Méthode de Thue ; résultats dans le domaine réel.

La méthode de Thue pour montrer qu'un élément est algébrique, basée sur le prin-
cipe des tiroirs, a été reprise par C. PISOT dans [5], et lui a permis d'énoncer

le théoréme suivant :
Soient o et A deux nombres réels supérieurs & 1 ; posons

n . \ 1 1
Aot _un+1]n ou uneZ et -—2-‘<nn<'§'

Si nous supposons que, 7 n > O, on ait



[nnl $% avec T > Rea(x + 1)(1 + log A)

alors « et M sont algébriques, et o« est un nombre de Pisot ou de Salem.

2. Définition de 1l'ensemble SI .

S; est l'ensemble des éléments algébriques 6 de V; tels que Ie]p >1,

-

¥ p €1, et pour lesquels il existe un polyndme A e 2Z[X] ayant les propriétés
suivantes

- 6 est racine de A dans VI H
- les racines de A dans C% (cloture algébrique de Qp ), distinctes de o

L

pour p € I , appartiennent au disque lep.s 1, VpeP.

!
Des sous-ensembles de SI sont constitués par les ensembles S? introduits

par Frangoise BERTRANDIAS dans [2], généralisant les ensembles Sq [6].

3. Méthode de Thue appliquée aux éléments de S; dans le cas ot o n'appartient

pas a I .

(a) Notations. - On considérera 6 € VI s, AE VI . On posera

t
lel,=» ", t, >0 ipel ,
bp
Ihlp =p ", bp >0 ipel 3
t b
rl p p =q ﬂ P p = m .
pEl pel

On écrira la décomposition d'Artin

n n
AGT = eI EI(KG ) + EI(hen) 9

= n 4 s s 1 1
en posant u = E (A6") , vérifiant -z<u <5

(b) Enoncé du théoréme.

—

Soit © un élément de Vi , vérifiant Ie]p >1, ¥pel; s'il existe A
appartenant & V; et vérifiant Iklp >1, Vpel, tel que dans la décompo-
sition d'Artin

n

n
ADT = er u, + eI(KG )

on ait
1

Iunl < ¥nx0 ,

42 e(l + log m)
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Lalors 6 et A sont algébriques, et 6 € S -

(c) Démonstration. - On se propose de trouver des entiers rationnels gy o098y

tels que

V =8, U + eee + 2. U = ¥ n
nOn"sm.sO

avec |a;lga, ¥1i=0, ...,s.

- <

On désigne par une borne supérieure pour les .

La démonstration comporte les étapes suivantes :

-S81i U>a(s+1)q et si Vy =0, alors Vn=0, v n.

On utilise le fait que Vo étant un élément de 2Z[I] si v, M |v

+1 pel n+l lp< L

alors le =0 .

- On peut trouver, quel que soit l'entier s > 1 , des entiers 8y s ece s B

tels que VO.—_O dés que a,>,qml/s -1 si U> a(s + 1)q .

C'est cette partie de la démonstration qui utilise le principe des tiroirs : on
dénombre en effet, compte tenu des majorations envisagées, le nombre de veleurs
que peut prendre 1l'expression

ou les A, prennent successivement toutes les valeurs O , 1 , «eu , a + On a
donc (a + l)S+1 systémes, si ce nombre est supérieur au nombre de valeurs que
peut prendre 1l'expression V(') , deux expressions de V(') sont égales, et leurs
coefficients sont distincts. On a donc une expression de VO mille avec des coef-
ficients non tous muls.

Ceci est réalisé si

ys+l S (s + 1) ags m
4 7

(a +1 T s

et a fortiori si a + 1 > qml/S .

- En prenant pour s 1'entier défini par s -1 g logm< s , et pour a 1l'en-
tier défini par a < qml/s <a+l, 1l'inégalité U > q2 e(l + log m) entratne
U>a(s+1)q .

Dans ces conditions, on peut trouver des entiers tels que VO = 0 réalisant
Vn =0, ¥Vn >;,m0 .

- La série 2 u_ z" représente done une fraction rationnelle f(z) = P(z) .

=0 o Qz)

L*étude du polygone de Newton permet de dire que © est racine dans VI du po-

lynfme P
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s=-1

P(z) = qz° + a_ ., 2° + eos + ay =0 ,

s-1

ot g= Il p P et las—llp =1, ¥vpel, et dont toutes les racines complexes
pel
sont intérieures au cercle unité ou sur le cercle unité, donc 6 est algébrique

et appartient a SI .
D'autre part

- 6P(1/8)
“‘@?W(/e‘?“’

A appartient donc au corps de © .

4. Méthode de Thue appliquée aux éléments de S; dans le cas ou o appartient al.

a otations. - On considerera 6 € 9’ € « Un posera
(a) Notati 0 ide Viy, A€V .0

t t
lo| =pP, t >0, vpel e [l pP=q,
p p peI—
b -
I)\Ip:pp,bp>0, Vpel ’
i b i b
N _pP=m et A H_pP=m .
pel pel

On écrira la décomposition d'Artin

n

n n
Ao = e E(\6") + eI(he )

en prenant eO(Ken) = eal/z(hen) vérifiant -~%~$ eo(hen) <-% .

(b) Enoncé du théoréme.

" Soit © un élément de V; vérifiant lelp >1, ¥pel , et 0 > 1 3
's'il existe A eV, vérifiant lep >1, ¥pel , et Ay>1, tel que dans
la décomposition d'Artin

A" = o1 E(ne™) + eI(an)

4 on ait

1
(™| < ,

¥yn>0,
2eq2 90(1 + eo)(l + log m)

‘50

| alors 6 et A sont algébriques et 6 € SI .
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(c) Démonstration. - Elle comporte les mémes étapes que précédemment. Seules les

majorations différent ; on désigne par %- la borne supérieure de so(xen) .
-S5i ¢ > 1+ eo)(s +1) ag et si VO = 0, alors Vn =0, ¥n.

- On peut itrouver, quel que soit l'entier s > 1 , des entiers By s see s By
tels que Vy =0, des que a 3 248, ml/S -1 .
—~ En prenant s entier défini par s -1 logm<s, et a entier défini par

1/s

a<22P,mn’ " ga+l, 1'inégalité

§ > 2e(l + eo)eo q2(1 + log m) entraine y> (1 o+ eo)(s +1) ag .

- © est racine dans VI d'un polyn8me

s Sl
P(z) = qz° + agy 2 *oeee + 2y

ot q = Tl_ p P, et
las_llpzl vpel 9

dont toutes les racines complexes sont intérieures au cercle unité sauf 6y » done
6 es - 6P(1/6)

I et )\.:-—Q-,—-W—o

IV. Etude de l1l'ensemble S

I

le I se réduit & un seul élément {p} .

Dans ce cas, S; est l'ensemble ¢ introduit par C. CHABAUTY [3].

Rappelons—en la définition :

Un élément © de Qp vérifiant lelp > 1 appartient & @ s'il est racine
d*une équation de la forme

_ .t s s~-1
P(x) =p x + 8 X 4+ .e.ta , X+a =0

(ot les a, sont des entiers rationnels, t un entier rationnel > O ), dont

|_tous les zéros sont dans |z| <1 , dans G, dans |z|p <1, dans Qp .

On notera leil les modules des racines de P dans C, i=1,2, e, 5,
leilp les valeurs absolues p-adiques des conjugués de © dans Q)5 122, coey 5.
CHABAUTY introduit les sous-ensembles
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g=1{9, 6ed, Iei]p <1l pour i =2, ees, 8} ,
C
(D:(Bn@ .

1

{6, 0€a, lei-|<1 pour i=1,2, «.,s8} ,

L'étude des éléments de B n'appartenant pas @ ® , et de & n'appartenant pas
4 €, c'est-a-dire tels que le polynbme P a effectivement une racine sur le
cercle unité complexe, donc la racine imaginaire conjuguée (en supposant que la
racine considérée est différente de = 1 , ce qui serait sans intérét) permet de

constater dans ce cas que P se décompose sous la forme
P(x) = P, (x) 0(x) ,

ol Pl(x) est un polynSme n'ayant aucune racine sur le cercle unité complexe,
m(x) un polyndme réciproque dont toutes les racines complexes sont sur le cercle
unité.

6 est racine de P, ou de m, si & est racinede P, , 6 e C ou M, ce 3
qui permet de classer les éléments de d en deux ensembles que l'on appellera Sp
et Tp , mettant en évidence l'analogie existant avec les nombres de Pisot et

Salem.
Définitions.
On appellera Sp , du plutét Sg suivant la notation de F. BERTRANDIAS, l1l'en-

semble des éléments 6 de Qp , lelp > 1 , racine d'un polynfme de la forme

P(x) = pt x>+ a, S s ag 7 a, =0 ,

ol |.31|p =1 (ce qui implique que tous les zéros de P sont intérieurs au

cercle unité p-adique ou sur ce cercle, sauf 6 ) et dont tous les zéros com-

L_plexes sont intérieurs au cercle unité.
On notera Tp 1l'ensemble des éléments @ de Qp ’ Ielp > 1, racine d'un
polynéme réciproque P :

t _s s-1 t
P(x) =p x  + a X +eee v @ X+D
ol lallp =1, t>0 (ce quil implique que P a un zéro extérieur au cercle
unité dans C% , soit 6 , un zéro intérieur, et tous les autres zéros de P

sont sur le cercle unité), et dont tous les zéros appartiennent au cercle unité

dans C .

D'apres le résultat de CHABAUTY, é; est fermé.
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L'analogie entre Tp et T est précisée par le théoréme suivant :

THEOREME. - Tout élément de sg est limite d'éléments de T .
La démonstration reprend la méthode introduite par R. SAILEM [7].
Un considére un élément 6 de Sg , zéro d'un polynfme

P(x) = pt x° + a X ag

et 1'on forme la suite des polyndmes

Rm(x) = P(x) + Qx) .

On montre successivement les deux points suivants :

- 8, zéro de Rm , Vérifiant lemlp > 1 , appartient a Tp .
Rm est en effet un polynbme réciproque dont tous les zéros dans C sont sur le

cercle unité.

e

0] . Ie 2 Ry . 1
Dans Qp , R, aw zéro extérieur au cercle unité 6, » un zéro intérieur —,
m

tous les autres zéros sont sur le cercle unité.

- Dans Qp,ona limem=e .
m-co

2. Cas général : I est un sous-ensemble fini de I .

Nous allons chercher & caractériser les éléments de S; qui n'appartiennent &
|
aucun des sous-ensembles SE , o p'e P, clest-d-dire tels que, V¥ pe P, il

existe effectivement une racine de A sur |x|p =1.

Plus précisément, si nous associons & 6 la partition (Ih) , h=1, o, m,
de I relative & 1'élément algébrique 6 (F. BERTRANDIAS [2], I, § 14), le poly-
nfme minimal de 6 , P_ (6 , X) , polynSme unitaire, s'écrit par définition

I

——

1
P (0 ,X%X) = I P (6, X,
mI h:l’auo,m n]Ih
ot les polynémes P_ (6 , X) sont des polynmes irréductibles et distincts deux
h
a4 deux, et P_ (6 , X) a l'expression

h
P (6, Xaq =4 (),

th
ou Ah est un polynSme & coefficients entiers irréductible ayant pour racine GI
h
dans V_ .
Th
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A stéerit
n-1
A(x) = qxn ta, X * eestoay =T Ah(x) ,
Iy ooy
ov g= H p*, t >0, |a_ =1, ¥pel.
pel P n-1'p

La décomposition A(x) =1I Ah(x) peut présenter deux aspects :

- 1 un élément de la partition I, pour lequel 3 p e P tel que les racines

o
de Ah(x) sont dans lxlp <1 (sauf eIh si pe Ihb ) , alors

- V¥ h, le polynfme Ah(x) a au moins une racine sur le cercle unité dans Qp’

Vpe P, en particulier pour o .

Nous laisserons le premier cas pour nous intéresser au second.

(a) o¢ I, « - A aune racine sur le cercle unité, 1'imaginaire conjugué

de cette racine est également racine, A, est réciproque et de la forme :

h
Ah(x) = qﬁo) x° + qél) Rl cee + qél) X + qéo) y
ou
ot
qﬁo) = I pP Iqél)lp =1, ipel .

peIh

Le polygone de Newton a la forme suivante :

AR

(b) o€ Ih . - Ah est, dans ce cas, un polynéme réciproque dont une racine
complexe est extérieure au cercle unité, une intérieure ; toutes les autres sont
sur le cercle unité.

Le polygone de Newton présente la méme allure que précédemment .

Ces différentes remarques nous aménent donc 2 introduire un nouvel ensemble TI'

Définition de TI .

[ T; est 1l'ensemble des éléments 6 algébriques de Vi , vérifiant lelp >1,
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by

Vypel, et 6g > 1 si o€ I, et pour lesquels il existe un polynSme A a
coefficients entiers rationnels ayant les propriétés suivantes :
- © est racine de A dans VI 3

- A est un polyndme réciproque de la forme

A(x) = gx° + q R q X+q ,

t
o g= Il _»p P et lqllp =1, Yypel ;
pel
- les racines de A dans C sont toutes sur le cercle unité si o £ I .

A adans C wune racine 6, extérieure au cercle unité, une intérieure j; tou-

|_tesles autresracines sont sur le cercle unité si o €1 .

Dans ces conditions, si (Ih) est la partition de I relativea 3 , et

h=1l.. g
A(x) =1 A, (x) , la décomposition de A correspondante, tous les facteurs Ay

sont réciproques, et toutes leurs racines complexes sont sur le cercle unité (3

1'exception d'un polyn8me A, si o € I, qui a une racine intérieure au cercle

h
unité, une extérieure, toutes les autres appartenant au cercle unité).

Dautre part, 1'égalité

-1 (0) “h (1) h- (1) (0)y

+ eee ¥ Q) X+ Q= n(qh o+ qp Feee v QT X4 gy

entraine q =11 qﬁo) 5

q}CS + ql XS

h:

1 »- 0
o) = 12 (g, ) qlgl_) ,
5= yeceil 1 J

et par conséquent Iqh.lp =13 Ah. a donc, dans Qp , pour p € Ih , une raci-

ne extérieure au cercle unité, une intérieure ; toutes les autres sont sur le cer-

cle unité.

~p! . . ‘s p'
Done O . # S}, pour pe I, «Si p ¢ I, » 1l est évident que o6 € S .
h h h. h.
J J J J J J
Le théoréme suivant permet de préciser l'analogie entre les éléments introduits
et les nombres de Pisot et de Salem.

THEOREME. - Tout élément de sg est limite d'éléments de Ty .

Démonstration. - Soit 6 un élément de V; appartenant & Sg s racine d'un po-
lynbme P € Z[z]

s s=-1
P(z) = qz + qy z + ocee + qS s
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q= 11 p? et Iqllp =1, Vvpel |,

dont les racines complexes sont dans |z| <1 (sauf 6, si pel )

z" P(z) + Q(z) qui est un polynSme réciproque.

Formons Rm(z)

- (a) Rm(z) a une racine o € Ty . - Rm(z) a, pour p € I" , une racine

em’p extérieure & lzlp =1 , une racine intérieure ; toutes ses autres racines
sont sur le cercle unité.

Pour p# I, R (z) a toutes ses racines sur ‘z]p =1 .

Dans C, si o ¢ I , on montre que Rm(z) a m+ s racines sur le cercle uni-
té.

Si o e I, une démonstration analogue & la démonstration de R. SALEM permet de
conclure que R a une racine intérieure au cercle unité, une racine extérieure ;
toutes les autres racines appartiennent au cercle unité.

6, est donc un élément de T .

() lime_=o , élément de S; - - On montre les dewx points suivants :

oo
- 1lim ¢ =6 Fpe I .
n,p p’ p

La démonstration est analogue au cas ou I se réduit & un seul élément.
- 1lmem,O=eO,Sl OeIo
La démonstration est analogue & celle de R. SALEM.
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