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Séminaire DUBREIL-PISOT 2-01
(Algtbre et Théorie des nombres)
19e amnée, 1965/66, n° 2 22 novembre 1965

TREILLIS DES FAMILIES DE FONCTIONS BOOLEENNES CROISSANTES
APPLICATIONS AU COLORIAGE D'UN GRAPHE

par Claude BENZAKEN

1. Familles de fonctions booléennes

La notion de famille de fonctions booléemnes, introduite dans [4], est destinée

& répondre & la question de l'existence d'une solution au probléme suivant

Etant donnds une fonction booléenne finie f (c'est-d-dire une application
£ 2%L02 (1)) et un encertlso fini d'opérateurs standards, réalisant chacun
R (1=1,2, eeey D).

peut-on, par utilisation combinatoire de ces opérateurs, réaliser la fonction f .

(par voie technologique) une application fi : 2
La réponse & cet’e question est enti&rement résolue par la théorie des familles.

1.1. Définition des familles de fonctions booléennes.

l.1.1. Les opérations élémentaires de réduction et composition. - Dans 1'ensem-

ble Q de toutes les applications de 2" L2 , ne N, on considére les deux

opérations élémentaires suivantes :

Réduction d'une fonction. - On considére une partition m de l'ensemble des n

variables de f : X 5 X5 5 eee 5 X, €D D classes ¢+ T; , Ty, eeo, Tp
(p<n), et on rend les variables de chaque classe Ti égales entre elles et a
la variable indépendante ti « On obtient ainsi une application de 2P L 2 , notée

f,3 L, sera appelée une réduite de f selon la partition m .

Composition des fonctions. ~ Soient f et g deux fonctions booléennes. Si

1l'on considére une variable particuliére x de f dans une expression
flay,b, eee yu, x, t, «eo , z) , et que 1'on remplace x par le résultat
g(y1 s Yo 5 oo s yq) , on obtient une fonction

QP(a,b,'",u-:t"“’Z’yl,yQ’""yq) = f(a’b’“',u’g(yly"':yq),""z) ’
que l'on notera symholiquement
¥ g .

(1) 2 est pris pour la chaine élémentaire {0 , 1}, 0<1 ; 2" estla
puissance cardinale n-iéme de 2 .
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1.1.2. Remarques sur les opérations élémentaires. - Nous noterons que les fonc-

tions booléennes sont considérées en tant qu'applications, et donc que le nom don-

né aux variables n'a pas d'importance.

Soit ﬁn une réduite de f selon une partition m de l'ensemble X des va-
riables de f . On désigne par T le quotient X/m ; pour toute valeur T € 2P s
on désigne par T x m 1la valeur correspondante de X € 2" (quand T parcourt
1'ensemble 2P , T xm parcourt une sous-algébre de Boole de 2" ). Nous avons

donc
fﬂ(T) =f(mxT) .

Notons qu'en composant des réductions, on obtient encore des réductions. Toute ré-
duite d'une fonction donnée peut 8tre obtemue par une suite de réductions élémen-

taires, chacune d'elles consistant & confondre seulement deux variables.
Si l'on considére la composée
o(2) = £(g(2) , 2) on Ze?2 ,

et si 1l'on réduit ¢ , selon une partition m de Z , on a, en désignant par mux
la partition des variables x , Z qui prolonge celle de Z en ajoutant la classe

réduite au seul élément x :

CPTT(T) = f(gﬂ(T) s T X T) = (f 3 g)ﬁ (T)

1.1.3. Pamille de fonctions booléennes.

DEFINITION. - On désigne, sous le nom de famille, toute partie & < Q fermée

(ou stable) per rapport aux opérations élémentaires.

En d'autres termes : fe§ => f €35 (v m),
f,ges = f%¥geb (v x).

PROPOSITION. - L'intersection au sens des ensembles de familles est une famille.
Q est une famille.

Cette propriété suffit & démontrer que l'ensemble des familles est un treillis
par inclusion (on rajoute la famille vide).

La notion de femille engendrée par une partie S & Q s'en déduit automatique-

ment.
La borne supérieure de deux familles 5,5 %, est la famille engendrée par
EE U g

2 .
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1.2. Propriétés générales du treillis des familles.

1.2.1. DEFINITION. - On dit que 5 est une famille maximale dans la famille S
(ou § est une famille maximale de & ) si elle est couverte par 9 (couverture

au sens di treillis).

PROPOSITION. - Pour que les familles 9, , 52 g e Sp , telles qu'aucune
d'elles n'est contenue dans une autre, soient des familles maximales de §, et
les seules, il faut et il suffit que toute partie S < Q, constituée de p fonc-

tions f; satisfaisamt f, e §, f, ¢ 5, , engendre la famille 5.

Condition nécessaire. - Si §; est engendrée par S , on ne peut avoir 3, < )

(signe d'inclusion stricte), sans quoi 3ie {l , 2, «co, D}, H<3 (ab-

surde) .

Condition suffisante. - Chaque Si est maximale, sinon & ZSO < & telle que
Si c ‘30
une partie S & 30 satisfaisant aux conditions de la proposition, et la famille

S engendrde par S est telle que S £ & .

. Alors 50 A Sj , vjef{t,2, «., p} . On pourrait alors trouver

Un procédé analogue prouverait que ce sont les seules familles maximales.

Cette proposition est la base pratique de la détermination compléte et exhausti-
ve du treillis des familles.
Nous pouvons ajouter qu'il existe une propriété de symétrie dans ce treillis,

mise en lumidre par les résultats suivants.

1.2.2. Duale d'une fonction booléenne. Dualité dans les familles, duale d'une

fonction. - La duale d'une fonction f est la fonction f* définie par

£ (x) = (£(x1))?

(* étant le signe de complémentation échangeant O et 1 , X' étant le com-
plément de X € 2" ).

La duale d'une fonction s'obtient lorsque cette fonction est donnée sous forme
polynomiale en échangeant les opérations v et A .

LEMME. - f et g étant deux fonctions gquelconques, nous avons :

(a) (fn)* = (I‘*)Tr pour toute réduction m ,

(b) (£ g)* = f* & g .

- Soit T 1le quotient X/m . Nous avons



%)
(@)
X

(£ )% (1) = (£(T))" = (£(m x T'))"

e x T) = (f%e)ﬁ (T) .

- Soit o(2) = £(g(2) , 2) = (£ % )(3) . Alors
pr S gr(z) = [e((ex(2), 2],
mais g#(2) = (g(2'))' , donc (g*(2))' = g(3') , d'ou
£ S gh(2z) = [£(g(z) , 2] = (9(2")" = ¢*(2) .
Nous pouvons alors déduire :
PROPOSITION. ~ Si § est une famille, 1l'ensemble o* constitué de toutes les

duales de f € § est une famille.

S5i <8, alors S <8 , et s1 §<8, alors &% <G¥ ,

Cette proposition apportera des simplifications dens la recherche du treillis
des familles. Ce treillis a été complétement exhibé [4]. Il contient (comme parti-
cularité essentielle) huit chafnes infinies dénombrables.

Nous allons étudier rapidement le sous-treillis [¢ , M] qui est le plus petit

pour lequel existe cette particularité.

2. Familles de fonctions croissantes strictes

2.1+ Les fonctions croissantes strictes.

DEFINITION. - Une fonction booléenne croissante stricte est une application de
2% L 2 telle que 3

(a) X 2 X%

(b) 3X,7Y telsque X>Y, f(X)=1>f(Y) =0 .

= f(Xl) ;.f(Xz) y

Le point (b) peut 8tre remplacé par

(b*) £(0) =0, £(1) =1, en désignant par O et 1 les bornes de 2 .

Si 1l'on désigne par X = (xl s Xp 5 eee s Xh) , nous pouvons toujours écrire :
£(X) = By V Hg Vv oeeeV b

avec ., = le AX, A eee A X, s l'expression de f étant irrédondante.

J2 Is(i)
Nous remplacerons les notations v et A respectivememt par + et . pour

des questions évidentes de priorité des opérations.
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Chaque terme . s'éerit alors X, X, oo X, . On 1l'appellera un mondme
+ Jp 2 Is(i)
de f (irréductible). Le nombre de lettres du mondme sera appelé degré du monSme.

La dugle de f s'obtiendra en &changeant les opérations + et . , et en déve-
loppant, puis éliminant les termes réductibles.
Exemple :

f(a, b, c) =adb +ac |,

TN
(s ,b,c)=(a+b)la+c)=a+ac+ad +bc=a+bec .

DEFINITION. - Une fonction f est dite respectivement, impaire, surimpaire,

sousimpaire, si :

£(X) = £#(x) (resp. £(X) 3 £%(X) , resp. £(X) < £4(X) ) ¥ Xe2® .

THEOREME . - En désignant par ¥ 1'ensemble des fonctions croissantes strictes,
M est une famille auto-duale ( T = M ),

La démonstration est évidente.

2.2. Réduction des fonctions croissantes. Indice d'une fonction croissante.

2.2.1. Quelques fonctions croissantes particulidres. Régles de calcul. - On dé-

finit les fonctions suivantes :
- fonction e (identité) : e(x) = x ,
- fonctions s et p: s(x,y)=x+y, p=st: plx,y) =xy,

- fonctions o et m: olx,y,2) =x+yz, n=c*: w(x,y, z)=x+xz.

Notons que s et o sont surimpaires, e est impaire, p et mw sont sous-

impaires.

- fonction sq n 't c'est la fonction des n variables, complétement symétrique et

s
homogéne de degré q (< n).

(x1 s Xy ese Xn) = 2

s X,
q,n o . . q 1
11’12’1q§0n 1

Elle comporte Cg mondmes. Nous avons

s =8
q,n n+l-q,n
Comme cas particuliers :

Sa,n = 2 % X509 S; =Py S 3 =83, S =8, ¢
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Donc S5 1 est sousimpaire pour n = 2 , impaire pour n = 3 , surimpaire non
b

impaire pour n > 4 .

2.2.2. Indice d'une fonction croissante.

PROPOSITION. - Si une fonction croissante f est telle que son expression poly-

nomiale f£(X) ne comporte aucun mondme du ler degré, alors f est réductible 2

une fonction du type Sy L o*
T

Soit f = By * My +oeee k pq 1'expression polynbmiale irrédondante de f .

S'il y a un mondéme (mettons My ) de degré supérieur & 2 , on partage les let-
tres de ce mondme en deux paquets non vides disjoints S1 s 82 , et on réduit les
lettres S1 en la lettre tl et les lettres 82 en la lettre t2 .
duit alors & une fonction n'ayant aucun monéme du ler degré (sinon c'est que Wy

f se ré-

est un monéme rédondant) .

En contimuant ainsi, on parvient & une fonction homogéne du 2nd degré de 1 va-
riables.

S'il y a cj

par exemple le mondme tl t2 .

mondmes irrédondants, cette réduite est YR sinon, il manque
b4

La réduction b =t réduit d'une unité le nombre de varisbles, et n'amdne pas
de mondmes du ler degré. Comme Cg =1 et que les réduites conservent au moins un

mondme, on arrivera bien, pour conclure, & réduire f & une fonction So ot
b

Le résultat dépend manifestement de la maniére d'opérer. Cela nous conduit 2 la

définition suivante.

DEFINITION. - On appelle nombres caractéristiques d'une fonction croissante f ,

n'ayant pas de monbme du ler degré, les entiers Py 5 Py eee 5 D tels que f

est réductible & s .
2,pl
On appelle indice de f 1l'entier p = 1nf(p ) .

Par convention, une fonction ayant un monéme du ler degré sera d'indice + « .

Nous noterons v(f) 1'indice de f .
Exemple : f(a , b, ¢, d) = abc + abd + cd .

Les nombres caractéristiques de f sont 2 ou 3, mais

f(a,a,c,d)=ac+ad+ cd= s, 3(a, c,d) et f(la,b, a b)_.a‘b..s2 o(a, )

Les nombres caractéristiques sont 2 et 3 . L'indice de f est 2 .

2.3. Le sous-treillis [¢, m] des familles croissantes.
Nous pouvons enoncer le résultat suivant s
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THEOREME. - Le sous-treillis [¢ , ®] du treillis des familles est représenté

par le diagramme symétrigue de la figure (1), dans lequel deux familles symétri-

ques somt duales 1'une de 1'autre, la définition des familles pouvant 8tre donnée

(3 la dualité prés) comme suit :

M ={f; fel, £x* (surimpaire)}

7L ={f; fem, f£=1% (impaire)}
rs, ={f; fei, v(f) =i} 1=2,3, ...
Ty =M ={f; fel, f ayant un monbme du ler degré}

[ee]

Y o= {Sl,n ; ne N}
\ (e} = le =5 ]

r=ms, = JTL-PZ
S, P
S = M, p = fp
3 3
32’3 ) ° \ / 32’3 » P
1 ]
nT
JHS4 - JEP4
) s 55 4
4
e 2
: !
a
Jﬁ\)l m:‘Pi
_S_Zr?_l__ 31,1
1
514 T n
52,1+1 53,441
! e
i
(X X
e = USOO BN
[°X T
| e
px Il
{e}

=

figure (1)
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Nous remvoyons le lecteur, pour la démonstration, & [1] , [4].
Nous avons indiqué, en bas de chaque rectangle entourant une famille, un ensem-

ble générateur de cette famille (minimum).

D'aprés le résultat de ce théoréme, on peut constater que s, ., €8, , g’msi+1
s i

En cohséquence,

SZ,i+l ne peut engendrer SZ,i .

3. Applications & la théorie des graphes.

3.l. Critéres d'appartenance d'une fonction croissante aux familles de [¢ , ] .

Nous supposons donnée f par une expression polynomiale irrédondante :

f(algﬁz, .-.,an)zpl+p2+...+p,q o

Nous désignerons par A 1l'ensemble des variables de f ,

A={a , 85, 0o ya} -

L'appartenance de f aux familles g , & ou II , est immédiate d'aprés 1'ex-
pression de f . Par ailleurs, en calculant f% , on aura facilement un critere
d'appartenance de £ & M ( £ € I© ) ou encore & NS, TP , NI (respective-
ment £33 %, £, f£=fr),

Reste le probléme de 1'appartenance de f 2 msi (ou mPi ). Cela revient 2
déterminer 1'indice de f (ou f* ).

3.1.1. Points caractéristiques de f .

DEFINITION. - On appelle point caractéristique de premiére espéce (resp. deuxié-
me espéce) de f , tout point X e 2" tel que :

£f(X) =1 (resp. f(X) =0),

i Y<X (resp. Y>X), f(Y) =0 (resp. f(¥) =1).

Nous savons, par ailleurs, que 1l'algébre de Boole 2" est isomorphe & 1l'ensem-
ble @(A) (ensemble des parties de A ), 1l'isomorphisme pouvant &tre défini comme
suit 1 a4 X e 2" , on fait correspondre SX € P(A) comme 1l'ensemble des variables
ayant la valeur 1 dans X .

Réciproquement, & S e P(A) on fait correspondre Xgq € 2", vecteur dont les

composantes sont 1 pour les seules variables S .

Les points caractéristiques de premidre espéce de f sont associés biunivoque-




ment aux mondmes irrédondsnts de f .

Si u est un monéme de f , alors f(XM) =1 et Y< X@ => S8, < (u est
assimilé 3 une partie de A ), et f£(¥) =0 sinon S, est un monbme de f et u
serait rédondant.

Réciproquement, si X est de premiére espéce, Sy est un monéme irrédondant de

f °

Les points caractéristiques de deuxiéme espéce de f sont les compléments res-

pectifs des points de premiére espece de f¥* .

En effet, X de deuxilme espéce de f entraine £(X)=0 et ¥>X = £(¥)=1.
Cele domne f#(X') =1 et Z<X' => £#(2) =0 .

3.1.2. Classes de réduction permise. Classes saturées. - Si S € ®(A) , on dési-

gne par Tg la partition de A constituée de la classe S et des autres classes

réduites 2 un seul élément.

DEFINITION. - Si f ¢ 7% , on désigne sous le nom de
- classe permise de f , toute partie S e P(4) telle que f_ £z,

. . . . S . .
- classe saturée de f , toute classe permise de f maximale par inclusion.

Nous avons évidemment le résultat :
S est une classe permise de f si f(XS) = 0 . Réciproquement, si f£(X) =0,

alors SX est classe permise de f . Plus précisément :

PROPOSITION. - Les images Sy , ou X parcourt les points de deuxiéme espece de

f , représentent toutes les classes saturées de f .

En effet, si S est saturée,
f(XS) =0 et ¥Y>Xy == £(Y) =1 .
Réciproquement, si X est de deuxiéme espece de f , alors s
f(X) =0 et ¥Y>X = f(¥Y) =1 ,
mais alors SX est classe permise. En outre, SX est saturée, car
T=8; = X, >% et f(XT) =1 ,

d'ou T mnon permise.

3.1.3. Critére fondamental de détermination de 1'indice de f .

CRITERE fondamental. - Soit f une fonction croissante, n'appartenant pas & %,
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de varigbles A et de classes saturées S1 , 52 y see Sn . L'indice p de f

est le plus petit des ordres des recouvrements de A par les classes saturées de

f . (L'ordre d'un recouvrement est le nombre de termes de ce recouvrement.)

Soit en effet p 1'indice de f . Il existe alors une partition

m={T vee , T} de A

12 2 ’ P

et f = s, o Chaque classe T est permise, donc incluse, dans une classe sa-

turee S; « Par suite, {Sl 5 S g aee s S } est un recouvrement de 4 .

Réciproquement, soit un recouvrement de A (d'ordre minimum p ) par des clas-
ses saturées {ol » Sp oy seey S } On peut supposer que ce recouvrement est ir-

rédondant, soit Sl £ U s, , v i=1 4,2, eee 4D o

J
J#L
Alors considérons la partition m = {Tl s T s oee T } définie par T, =S, ,

= -~ - - 1
T,=8, =T 5 «eey T, =65, jgi T; . I1 s'agit d une partition, car T, £9¢,
¥ i , sinon le recouvrement est rédondant. Montrons que fTT = 8, b °

b4

En désignant par e; les atomes de 2P , nous avons

mx ey = XTi , donc fn(ei) = f£(m x ei) = f(XTi) =0 ,

car Ti est une classe permise.
Par ailleurs, si (i £ j) , alors

T x (e:.L + ej) = XTiUTj et fﬂ(ei + ej) = f(XTiLEj) .

m

Le résultat est forcément 1 , sinon Ti u T. est une classe permise contenue

dans une classe saturée S et on aurait

p+l

comme recouvrement de A d'ordre p -1 . En effet, c'est un recouvrement, car

oubien ae A est couvert par S (kZi et k#3j ), oubien a est couvert
' .

par 1'un au moins des Ti s Tj , donc par Ti 0] Tj c Sp+1 .

Cela suffit & prouver que fTT = SZ,p .

3.2. Applications & la théorie des graphes. Problémes de coloriage.

3.2.1. Fonctions croissantes attachées & un graphe. Notion de polygraphe. - Con-

sidérons un graphe I' , sans point isolé, de sommets A , B, C, ... , L . Soit

n le nombre de ces sommets. Attachons & chaque sommet une variable booléenne in-

dépendante. Soit A ={a, b, c, ... , 4} 1l'ensemble de ces variables (ou som-
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mets). On considdre la fonction booldemne vy(a , b, ¢, «ou 4) telle que
y(X) =1 <==> 1l'ensemble SX de sommets estl1lié par une ar&te au moins .

Cette fonction est manifestement croissante. On obtient son polyndme irrédondant
tout-a-fait simplement :
v(ia , b, ...,;Z):Zp,i s

ou les by sont tous les mondmes du second degré aj aj, tels que les sommets

Aj et Aj' gsont liés par une aréte.

Cette fonction, par ailleurs, résume complétement les informations concernant

les licisons entre les noeuds de T .

Exemple :
A B
(r) E via,b,c,d,e)=ab+bc+cd+da+be+ec o
D C

Notons que les points de deuxiéme espéce de vy donnent tous les ensembles inté-

rieurement stables maximaux de I [3].

En effet, si X est un tel point, SX est intérieurement stable maximal, et

réciproquement.

Or nous avons vu que la recherche de ces points revient & dualiser v .
Exemple : v¥ = (a +b)(b +c)(c +d)(d +a)(b +c)(e +c).
Le calcul donne +v¥* = ebd + eac + bed + bea . Donc les classes saturées de v

sont respectivement :

ac = CA ebd , bd=(, eac , ae =(, bed et de = C, bea

Nous obtenons bien les ensembles intérieurement stables de I' . On retrouve, sous

une forme trés voisine, mais plus synthétique, les résultats de [5].

Nous pouvons enfin déduire de maniére évidente

PROPOSITION. - L'indice de la fonction vy attachée au graphe I n'est autre

que le nombre chromatique de I .

Cels résulte du critére fondamental.

Or puisque les fonctions booléennes attachées aux divers graphes restent trés
particuliéres (homogdnes du second degré), pour entrer complétement dans le cadre

de la théorie des familles, il semble souhaitable d'introduire la notion suivante:

DEFINITION. - Désignons sous le nom de polygraphe, associé & un complexe simpli-
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cial fini, 1l'ensemble de tous les simplexes maximaux par inclusion.

00

En quelque sorte, un polygraphe est la donnée

" d'un ensemble fini A = {a,b,c, eee , 4} = ensemble des sommets,

et d'une partie S < ®(4) = {8 5 85,5 «voy Sq} telle que ¥ i, s ¢ 8
L (v iAL).

Si tous les éléments S, n'ont que deux sommets, le polygraphe est un graphe
sans point isolé.

On attachera alors & tout polygraphe I' une fonction vy telle que

v(X) =1 <= Sy 2 8; pour un i au moins .

Cette fonction se détermine comme dans le cas d'un graphe.
L'avantage est que 1'ensemble des polygraphes peut &tre assimilé & 1'ensemble
M.

On pourra facilement interpréter géométriquement les notions de réduction d'un

polygraphe et composition de polygraphes.

Nous allons donner, & titre d'exemple, une conjecture équivalente & celle des

quatre couleurs.

3.2.2. Le probléme des quatre couleurs.

DEFINITION 1. - Appelons fonction booléenne droite, toute fonction booléenne ré-

ductible & une fonction homogéne du second degré, image d'un graphe planeaire, et

respectivement polygraphe droit, tout polygraphe associé & une fonction droite.

DEFINITION 2. - Appelons fonction booléenne gauche une fonction non droite, et

respectivement polygraphe gauche, un polygraphe non droit.

Notons qu'un graphe peut &tre non planaire, meis droit. Clest le cas, en parti-

culier, si son nombre chromatique est < 4 .

Un graphe planaire, par définition, est droit.

PROPOSITION. - Sont équivalentes & la conjecture des quatre couleurs les deux
propositions suivantes

(2) La foncticn Sy 5 De peut engendrer de fonctions droites.
9

(b) L'ensemble des fonctions gauches est la famille NS

5 .
Désignons par (c) 1la conjecture des guatre couleurs.
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(¢) => (a) . - Car une fonction associée & un graphe planaire, étant d'indice

< 4 , ne peut 8tre engendrée par 2,5 ° sinon 2 5 engendre S5 D’ p<b
(1mp0331b1e sur les familles). Par allleurs, une fonctlon droite ne peut &tre en-
gendrée par Sy )5 car, comme cette fonction droite se réduit & une fonction pla-

naire, on auralt le résultat que S35 engendre une fonction planaire.
b

() => (c) . - Car si un graphe plansire n'était pas d'indice < 4 , alors sa

fonction aurait pour indice 5 et serait engendré«; par Sy 5 *
s

(&) <=> (b) . - En effet, désignons par $ 1l'ensemble des fonctions gauches.
Nous avons manifestement & c:ms5 , car une fonction d'indice £ 4 est droite.
Par ailleurs, (a) <=—> ms5 g . Dod mss =8 .

Pour conclure, il serait certainement présomptusux de prétendre que ces conjec-
tures équivalentes fourniront une solution au probléme (2).

Toutefois, la relation étroite qui existe entre ces problémes de coloriage et la
théorie des familles croissantes nous fait comprendre qu'il est intéressant d'in-

troduire la notion de polygraphe et des opérations géométriques élémentaires sur

ces polygraphes.

A ce titre, il était bon de donner cet exemple.
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2 . . . . .
(%) I1 feut faire intervenir obligatoirement la notion essentiellement topologi-
que de planéarité.



