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Séminaire DUBREIL-PISOT 1-01
(Algébre et Théorie des nombres)
19¢ année, 1965/66, n° 1 15 novembre 1965

PROBLEMES UNIVERSELS, FONCTEURS REPRESENTABLES ET FONCTEURS ADJOINTS

par Paul JAFFARD

Sans prétendre & beaucoup d'originalité, nous nous proposons ici d'exposer des

liens qui unissent certaines notions fondamentalss en théorie des catégories.

Sauf mention expresse du contraire, les catdégories intervenant ici ne seront pas
supposées telles que leurs objets forment des ensembles. Nous emploierons le mot

" foncteur" pour "foncteur covariant".

1. Problémes universels.

Soit un foncteur D : @' - G d'une catégorie @' dans une catégorie C .

a étant un objet de ¢, on appelle objet de €' attaché & l'objet a par le

by

foncteur D ou solution relative & l'objet a du probléme universel posé par D,
1la donnée d'un objet G(a) de ' et d'une fléche m,toao DG(a) telle que,

pour tout autre fléche de la forme s : a - D(b) , i1 existe une fléche unique
u: G(a) »b telle que s = D(u).na . Ceci revient évidemment & dire que, pour
tout objet b de C', l'application

Hom(G(a) , b) —> Hom(a , D(b))
U > D(u).rra
est une bijection.

Une telle donnée n'existe pas nécessairement.

Exemgles.

1° Soient C 1la catégorie des corps commutatifs, les fléches étant les isomor-
phismes, C' la sous-catégorie pleine de C formée par les corps algébriquement
clos, et D 1le foncteur d'inclusion. On peut prendre pour flé&che T, tout plon-
gement du corps a dans une de ses cl8tures algébriques b (ici D(b) =D ).

R° Soient C 1la catégorie des ensembles, C' la catégorie des groupes, et D
le foncteur "oubli de structure" qui fait correspondre & tout groupe son ensemble
sous-jacent. Etant donné un ensemble a , on peut prendre pour G(a) 1le groupe
libre engendré par a , et pour fliche m, 1'inclusion camonique de a dans
1l'ensemble sous-jacent & G(a) .
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3° Rappelons que le foncteur D est dit pleinement fideéle si, pour tout couple

(b

L9 b,) d'objets de ¢' , 1l'application
Hom(b, , by) —> Hom(D(b,) , B(b,))
u ~> D(u)
est une bijection. Ceci posé, on a le lemme suivant.

IEME 1. = Si D est un foncteur pleinement fidele et si b est un objet de
¢', alors (b, 1D(b)) est objet de C' attaché & D(b) par D .

Soient en effet x e Ob ' , et une fléche s : D(b) - D(x) . Comme D est
pleinement fidéle, il existe une, et une seule, fléeche u de la forme b - x

telle que s = D(u) , c'est-d-dire telle que s = D(u) 1D(b) . D'ou le lemme.
Nous aurons également besoin du lemme suivant.

IEME 2. - 81 (G(a) , m,:oan- 0G(a)) est un objet attaché & l'objet a
a! -» DG(a))

L 4. al . . .
par D, et si i: a'-a est un isomorphisme, (G(a) , m, i

est un objet attaché & l'objet a' par D .

Ceci résulte immédiatement des définitions.

En renversant dans ¢' et dans € 1le sens des fleches, on obtient la notion

duale d'objet de C' co-attaché & l'objet a par le foncteur D , ou solution

relative & 1'objet a du probléme co-universel posé par D . Un tel objet est
donc la domnée d'un objet G'{a) de €' et d'une fléche m o DG'(a) - a telle

que, pour tout autre fléche de la forme s : D(b) - a , il existe une fléche uni-

que ue bo- G'(a) telle que s = n;.D(u) .

2. Interprétation par les objets initiaux.

Etant domnésle foncteur D : C' - C et l'objet a de C , on considére la ca-
tégorie I, ainsi définie. Ses objets sont les couples (b , s: a- D(b))
constitués par la donnée d'un objet b de C' et d'une fléche s de source a
et de but D(b) . (bi » S5t a- D(bi)) (i=1, 2 ) étant deux objets de
I, » une fléche £ de source (b1 , Sl) et de but (b2 s 32) sera la donnée
d'une fléche € 3 b, - Db, telle que s, = D(g).sl . La composition des fléches

est évidente.

Remarque. - Etant donnés la catégorie C\a des fldches de source a (duale de

la catégorie des objets de GO au-dessus de aO ), et le foncteur but B3 C\g~C
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(qui associe & chaque fléche de source a son propre but), il est facile de voir

que la catégorie I, estle produit fibré D A B :

I, b,
b
c %

\&
Ceci posé, on voit immédiatement 2 partir des définitions que l'on a le théoréme

s) >

Q

|

> but de s = D(b)

>

P
__._.._.a;.._._.)
—ee >
B

suivant.

THEOREME 1. - Pour qu'un objet (b , s: a-D({D)) de I, soit un objet de
C attaché & l'objet a par D, il faut et il suffit qu'il soit un objet initial

de la catégorie Ia .

La résolution d'un probléme universel peut donc se ramener & la recherche d'un

objet initial. Réciproquement, la recherche d'un objet initial peut se ramener &

la résolution d'un probléme universel, comme le montre la considération suivante s

Etant donnée une catégorie €' , on peut considérer la catégorie C ayant un

seul objet a et une seule fléche, et le foncteur unique D : C' - C .

\

Pour que (b , 1a : a-D(b) = a) soit attaché & 1l'objet a par le foncteur
D, on voit immédiatement qu'il faut et il suffit que b soit un objet initial de

la catégorie ¢' .

3. Interprétation par les foncteurs représentables.

Etant donnés une catégorie ¢ et un objet 4 de G, nous noterons hi le
foncteur Hom(A , .) de ¢ dans la catégorie des ensembles (laquelle sera notée
Ens ) qui associe & tout objet X de C 1'ensemble Hom(A , X) des fléches de
A dans X (1'action du foncteur hi sur les fleches de C est évidente) .

Ceci posé, rappelons (cf. par exemple [3]) que, si F est un foncteur de €
dans Ensg , 1l'ensemble Hom(hﬁ , F) des morphismes fonctoriels de hj dans F
correspond biunivoquement & 1'ensemble F(A) de la fagcon suivante :

A 1'élément x de F(A) , correspond le morphisme fonctoriel r : h} » F ain-
si défini ¢ SI X est un objet de ¢, la fliche

Ty hA(X) = Hom(4 , X) —> F(X)
est l'application

u > (F(u)(x) .
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Réciproquement, au morphisme fonctoriel r : hy - F , correspond 1'élément
X = rA(lA) de F(A) .

En particulier, lorsque F est de la forme hg , la correspondance précédente
définit une bijection de Hom(hA R hé) sur Hom(B , A) .

Ltexistence de ces bijections peut se traduire de la fagon suivante : on peut
considérer le foncteur contravariant h' de la catégorie C dans la catégorie
EQE(C s Egg) des foncteurs de C dans Ens , ce foncteur h' associsnt & 1l'ob-
jet e de € 1le foncteur hé . On peut d'ailleugs considérer h' comme cova-
riant en remplagant C par sa catégorie duale ¢ . L'existence des bijections

précédentes montre alors que le foncteur h' est pleinement fidele.

Ceci posé, un foncteur F de C dens Ens est dit représentable s'il est iso-

morphe & un foncteur de la forme h; . Un tel isomorphisme r : hj - F étant dé-
fini comme on vient de 1'indiquer par un élément x de F(4) , on dira que le

foncteur F est représenté par le couple (4 , x) . On a alors le théoréme sui-

vent.

THEOREME 2. — Soient un foncteur D d'une catégorie ¢' dans une catégorie C,

et un objet a de C . Pour qu'il existe un objet de C! attaché & 1l'objet a

par D, il faut et il suffit que le foncteur F = Hom(a , D.) de ¢' dems Ens,

qui fait correspondre & l'objet x de C' 1'ensemble Hom(a , D(x)) , soit re-

présentzble. De fagon plus précise, pour que le foncteur F soit représenté par

le couple (b, m) (Db étant un objet de C' , et me F(b) étant une fléche
a - D(b) ), il faut et il suffit que le couple (b , m) soit un objet de C' at-

taché & 1'objet a par le foncteur D .

Le couple (b , m) définit le morphisme fonctoriel r : hé - F tel que si x

est un objet quelconque de C' , la fléche

ot hé(x) = Hom(b , x) —> F(x) = Hom(a , D(x))

soit 1l'application

g ~—> (F(g))(m) =D(g)em .

Dire que r est un isomorphisme revient & dire que, pour tout objet x de C',
1ltapplication T est une bijection, mais ceci revient & dire que (b, m) est
attaché 2 1'objet a par D . D'olu le théoréme.

La notion de probléme universel peut donc se ramener & celle de foncteur repré-
sentable. Nous allons voir qu'd son tour on peut définir la représentabilite d'un
foncteur en termes de probléme co-universel, c'est-d-dire en fin de compte en ter-

mes de probléme universel.
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Btant dormée une catégorie C' , on peut considérer la catégorie C =Hom(C' , Ens)
des foncteurs de C' dans Egg et le foncteur contravariant h' : Gt - C ., Ceci

posé, on a le théoréme suivant.

THEOREME 3. - Etant donné le foncteur F gg ¢' dans Ens , pour qu'il soit

représentable il faut et il suffit qu'il existe une solution relative & F du

probldme co-universel posé par h' .

Nécessité. - Supposons que F soit représentable. Il existe alors un objet B
de €' et un isomorphisme fonctoriel de la forme T : hé - F . Du fait que h'

est pleinement fidéle, la nécessité se déduit immédiatement des lemmes 1 et 2.

Suffisance. - Supposons que (B ., T3 hé -+ F) soit une solution du probléme
co-universel posé par h' . Nous allons montrer que T est un isomorphisme, ce
qui montrera que r est représentable.

Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout objet X de €', la fléche

ry hé(X) = Hom(B , X) - F(X)

est une bijection.
On va montrer pour cela que ry est le produit de deux bijections :
£f: Hom(B, X) —> Hom(hy , F)
et
g Hom(hk, F) — FX) .
Le premiére bijection f résulte des hypotheses de co-universalité. Elle asso-
cie & toute fléche u : B - X une flédche f(u) =t : hy - F telle que t=rh} .
La seconde bijection g associe, comme on l'a dit plus haut, & la fléche
t : ht > F 1'élément x = tX(lx) de F(X) .

X
On a donc

X = tX(lX) = rX(h'Cl)X (IX) .
Mais 1'application (h]jl)X : Hom(X , X) - Hom(B , X) est telle que
(1), (ig) =1z =1u

et = rX(u) . On a donc bien gf =ry , ce qui achdve de montrer le théoréme.

4, Interprétation par les limites gauches.

Rappelons briévement comment on définit la limite gauche (ou limite projective)

d'un foncteur F: I - &

On appellera F-systéme projectif la donnée d'un objet X de @ et d'un mor-

phisme m du foncteur constent XI + I - @ dans le foncteur F , c'est-a-dire
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encore la donnée pour tout objet 1 de I dlune fléche mot Xo Fi (= F() )

telle que tous les diagrammes

soient commutatifs (u ¢ i - j parcourant la collection des fléches de I ).

Une limite gauche du foncteur F sera la domnée d'un F-systéme projectif

A IT - F tel qu'ad tout F-gystéme projectif m : XI - F , on puisse associer

une fléeche unique u: X - L telle que 1l'on ait toujours les relations de com-

mutativité mo= A u (v1ie0bI)

X
ul
Ay
L —2t 7

1

Ceci revient & dire que X est objet final dans la catégorie aisément définissa-
ble des F-systémes projectifs (sous-catégorie de la catégorie Egg(l , 4) des
foncteurs de I dans & ). On dit encore que les fléches Ai fort de L 1a li-

mite projective du foncteur F .

Ceci posé, étant donné un autre foncteur ¥ : @ - B, on dit que H commute
4 la limite gauche de F si F admet une limite gauche (ki : Lo Fy (ie Ob1))
et si les fléches (H(xi) ¢ H(L) - (HF)i) font de H(L) 1la limite gauche de HF .

Nous dirons que le foncteur H commute aux limites gauches si, pour tout fonc-

teur F de but & admettant une limite gauche, le foncteur H commute & cette

linite gauche.

Nous dirons qu'une catégorie d a des limites gauches ou est compldte 3 gauche,

o

si tout foncteur F: I - d , ou I est une petite catégorie (c'est-d-dire telle

que la collection Ob(I) des objets de I soit un ensemble), admet une limite

gauche. Nous dirons que la catégorie O est absolument compléte & gauche si tout

foncteur F : I - & (sans faire de restrictions ensemblistes sur la catégorie
I ) admet une limite gauche. Tandis que les catégories complétes & gauche sont as-
sez répandues et d'un usage courant, les catégories absolument complétes & gauche

sont relativement rares. Montrons par exerple le lemme suivant.
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IEMME 3. - Une catégorie abélienne ayant au moins un élément non nul et admet-

tant un générateur ne peut pas 8tre absolument compléte & gauche.

Pour le voir, raisonnons par l'absurde, et supposons 1'existence d'une catégorie
abélienne O absolument compléte & gauche et admettant un générateur. Soit I

une cetégorie discréte (c'est-a-dire n'ayant pas de fléches autres que celles de

la forme 1, (ieObI) dont les objets ne forment pas un ensemble (on peut
prendre pour I la catégorie des ensembles rendue discréte par exemple). Considé-
rons un foncteur de la forme F 3 I - &, les objets Fi étant tous distincts de
0 (on peut prendre pour 7 un foncteur constant 3 valeurs dans un objet non nul
de @ ). Supposons que les fléches ki : L- Fi fassent de L 1la limite gauche
de F . L'objet L étant le produit (indexé par Ob I ) des objets Fi , on peut

associer & tout objet i de I wun monomorphisme ti : Fi - L ainsil défini :

hi ti = 1F. et Xj ti = OA.A. si 143 .
i ji
Les relations ki ti = 1F montrent que ces ti sont des monomorphismes. Comme
i

ils définissent des sous-objets de L tous distincts, on voit que ceux-ci sont
trop nombreux pour former un ensemble contrairement & 1'hypothése faite sur 1l'e-

xistence d'un générateur. D'ou le lemme.

Ceci posé, reprenons les notations du théoréme 1, c'est-a-dire que l'on considé-
re un foncteur D : C'- C, un objet a de C, la catégorie I_, et le fonc-
teur P, : I, - C' qui associe 4 l'objet (x, u) de I  1l'objet x de cr .
On a zlors le théoreme suivant.

THEOREME 4. - Pour qu'il existe un objet attaché & 1'objet a par le foncteur

D, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient réalisées :

19 La catégorie Ia n'est pas vide et le foncteur Pa admet une limite projec-
tive.

20 Le foncteur D commute & la limite projective du foncteur Pa (%) .

Suffisance. - Supposons que les conditions 1° et 2° soient vérifiées. Supposons
que les fléches de C' 3 M) | a' > x ((x,u) eOb I, ) fassent de a' 1la
9
limite projective du foncteur Pa .
Soit une fléche de I_: € : (x , ul) - (x, , u,) . On eura uy = D(§)u,

et, en vertu de la définition d'un systéme projectif :

(1) gn(xl’ul) = ﬁ(xé’uz)

(*) Ce théordme est df & BENABOU.
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a' - a
(x,,u,) %
u
TT(xl,ul) 1
v

X ._—5.—-—; X, D(Xl) D(e) > D(XZ)

Par hypothise, les fl&ches D(n(X u)) font de D(a') 1la limite projective du
’
foncteur DPa o Mais
DP,(x , u) = D(x) et DP_(§) = D(g) .

On voit donc que, si on associe & tout objet (x, u) de Ia la fléche
u: a- D) = DPa(x , )
ces fléches forment un DPa-systéme projectif.
I1 existe donc une fléche v : a - D(a') définie de facon unique par les éga-
lités
(2) u = D(ﬂ(x,u))v (v (x, u)e Ob I,) -
Nous nous proposons de montrer que (a' , v : a- D(a')) est un objet de C!

attaché & a par D .

(a' , v) étant un objet particulier de I, , il lui est ettaché une fléche

. ! 1
ﬂ(a,’v) ° a' = a .

(x , u) étant un objet quelconque de I, 1'égalité (2) montre 1'existence d'une
fléche de I,

M(xyu) (@' y v) = (x, v ,
et 1'égalité (1) montre alors que

(3) n(X,'U_) ﬂ(a',v) = ﬂ(x,u) .

Mais a' étant la limite projective de P, » il n'y a qu'une seule fléche

t: a' - a' telle que

ﬂ(x’u) t = ﬂ(x’u) ( i (X 9 11) e Ob Ia ) 9
c'est la fleche t = 1+ o Done,
(4) T(at,v) = Lo

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que (a' , v) est un objet de ¢!
attaché & a par D . En effet, si on a une fléche u : a - D(x) , la fléche

n(X,U.) : a' - x vérifie l'égalité u = D(ﬂ(x,u))v d'apr‘es (2). Sj’_, dlautre pax*t,
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on a une fléche h: a' - x telle que u = D(h)v , on a la fléche

~

h: (a',V)—'(X,U-),
et 1la relation (1) entraine alors

B y) = Mgu) 2

clest-a-dire h = Txu) o8 vertu de (4).
4

D'ou la démonstration de la suffisance.

Nécessité. - Soit (a' , v : a- D(a')) un objet attaché 2 a par D . Ila
catégorie Ia n'est pas vide puisque (a' , v) e Ob Ia . BEtant donné un objet

(x, u) de I, , on peut lui attacher une fléche T(x a' - x définie de
9

u) *
maniére unique par 1'égalité

(5) u = D(nm ))v .

(x,u

Montrons que les fléches font de a' 1la limite projective du foncteur
(x,0) .
P .
a ~ Id £
Soit une fléche de I_: £: (x , w) = (x, , u,) . On a 1'égalité

(6) u2 = D(g)ul )

et
D(gﬂ(xlyul))v = D(g) D(ﬁ(xiaul))v = D(g)ul =y o

Comme u, = D(ﬂ(x2,u2))v , la propriété d'unicité de la fléche ™ ) et 1'é-
galité
D(m v = D(Em v
Magrn)7 = P ;)
entrainent

ﬂ(xzyuz) - gﬂ(xlyul) ’

et montrent que les fléches T (x,u) définissent un Pa—systéme projectif.
’
Soit meintenant un P -systeme projectif 8 (x,u) b-x (V (x,u)e I ).
Etant donnée la fléche g (x1 s 0y ) = (Xé s 62) , on a donc

(7) 6(X29u2) =80 (X]_’ul) °

On a en particulier la fléche & = 3 (gt b-a' .5 (x, u) estunobjet

v) *
de I, 1'égalité (5) montre que 1l'on a la fléche

ﬁ(x,u) ¢ (a', v) - (x,u ,
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et 1'égalité (7) que

(8) S (xyw) = (x,u) O (v (x,u) elbI ).

Pour montrer que les fléches T(x,1) font de a' 1la limite projective du fonc-
b4

teur P, , il suffit de montrer que les égalités (8) définissent complétement la

fléshe § .

Soit donc une fléche &' : b - a' telle que

! — 1 o
(8") %xm)-T%Lu)é (V(x,u)eObIa)
On aura en particulier

(9) 6(8.',\7) = ﬂ(a|’v) 8t .

Meis comme v = D(1)v , 1'égalité (5) entraine T(at,y) = Lrs et 1'égalité (9)
stécrit & = &' , ce qui achéve de montrer que les fléches T (x,u) font de a!
la limite projective de Pa' .

I1 nous reste 3 montrer que les fliches D(n(x,u)) font de D(a') 1la limite
projective de DPa . Ces fléches définissent évidemment un DPa-systéme projectif.

Supposons maintenant que l'on se donne un DPa-systéme projectif

Ugu) © °7 D(x) (v (x, u) e 0b I, ) .

On a en particulier une fléche g = Agt y) ¢ ©7 D(a') . Etant donnée la fléche
3

bl ° 1 - [ a2
fx,u) * (a' , v) » (x, u) , on aura 1'égalité

q‘(x,u) = DPa(ﬁ(x,u)) Yar,v)
ou

(10) Ug,u) = D(ﬂ(x’u))q (v (x,u) e0bI ).

A

I1 reste & montrer que 1la fldche g est complétement définie par les égalités
(10) . Soit donc une fléche
q' ¢+ c - D(a')
telle que
— H
q(x,u) = D(ﬂ(x,u))q (v (x, u) e Ob I, ) .

On a en particulier
— b}
q(a’,v) = D(n(a',v))q ’

et comme ﬂ(a,,v) = la’ , cette derniére égalité se 1it q = q' , ce qui acheve la

démonstration du théoréme 4.
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5. Interprétation par les foncteurs adjoints.

Rappelons qu'étent donnés deux foncteurs

Ds c'-¢C
G: C- 0 s

le foncteur G est dit adjoint & gauche du foncteur D , ou encore le foncteur D

est dit adjoint & droite du foncteur G , si les deux foncteurs

Home(. ,D.): (a, a') ~> Hom(a, D(a'))
Home,(G. , o ¢ (2, a') ~-> Hom(G(a) , a')

sont isomorphes.

On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 5. - Pour que le foncteur D : C' - C admette un adjoint & gauche, il
faut et il suffit qu'd tout objet a de C soit attaché un objet de C' par le

foncteur D .

Nécessité. - Supposons que D admette un adjoint & gauche G , et soit 1'iso-

morphisme de bifoncteurs :
@ H Home' (Go 9 o) "‘:/—‘"9 Home(e ’ Do) .

Soient a un objet quelconque de ¢, et b un objet quelconque de C' . Etant
donnée une fléche u : G(a) - b, le fait que & est un morphisme de bifoncteurs

entraine la commutativité du diagramme

Hom(Ga , Ga) > Hom(a , DGa)
@
Hom(Ga , u) (a,Ga) l!Hom(a , Du)
Hom(Ga , b) > Hom(a , Db)
¥(a,b)

En notent m_ 1l'image de la fléche 1 par l'application @ , on voit
a (2,Ga)

Ga
donc que la bijection é(a b) fait correspondre & la fléche u 1la fleéche D(u)'nd.
3
I1 résulte alors de la bijectivité de @(a p) que (Ga , na) est un objet de C!
b

attaché & a par le foncteur D .

Suffisence. - Voir par exemple [3], § 7, n°® 3.

COROLLAIRE. - Soit C' une catégorie absolument compléte & gauche. Pour qu'un

foncteur D : €' - C admette un adjoint & gauche, il faut et il suffit que les

deux conditions suivantes soient vérifiédes :




1° Le foncteur D commute aux limites gauches.

2° Pour tout objet a de C , il existe une fléche de source a gyent pour but

un élément de la forme D(b) .

Nécessité. - Supposons que D admette un adjoint & gauche G , et soit un iso-
morphisme

s Home,(G° y o) s Home(. , D.) .

I1 est classique que la condition 1° est vérifiée. 31 a est un objet de C, la

o _ A o T+ 3 o
fléche m_ = Q(a,Ga)(lGa) est de la forme a - DG(a) , donc la condition 2° est
vérifiée.

Suffisance. - Supposons les conditions 1° et 2° vérifiédes, et soit a wun objet
de € . La condition 2° montre que la cetégorie Ia n'est pas vide. C' é&tant
ebsolument compléte & gauche, le foncteur Pa admet alors une limite projective
et, d'aprés la condition 2°, le foncteur D commute & cette limite projective. Le
théoréme 4 montre donc qu'il existe un objet attaché & ltobjet a par le foncteur

D, et le théoréme 5 achéve de montrer la suffisance.

Remarque. - Le fait qu'il y ait peu de catégories absolument complétes & gauche
limite beaucoup la portée de ce théoréme. On peut toutefois obtenir des résultats
(cf. [2], ch. III, exercices) dans le cas ol la catégorie C' est seulement sup-
posée compléte & gauche en cherchant des conditions pour que chaque catégorie de
la forme Ia admette une petite sous-catégorie cofinale (ou pseudo-cofinale) Ja .
En effet, les hypotheses faites sur C' entrainent alors que la restriction & Ja
du foncteur Pa admet une limite gauche. On voit alors facilement qu'il en est de
méme du foncteur Pa lui-méme.
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