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Séminaire DUBREIL-PISOT 20-01
(Algebre et Théorie des nombres) .
18¢ année, 19%4/65, n°® 20 26 avril 195

PROPRIETES GEOMETRIQUES LIEES AUX PARENTHESAGES D'UN PRODUIT
DE m FACTEURS
APPLICATION A UNE LOI DE COMPOSITION PARTIELLE

par Mme Danidle LAMBOT de FOUGERES

Introduction.

Considérons un ensemble E muni d'une loi de composition T notée multiplicati-
vement. Cette opération pourra 8tre partout définie ou non, associative ou non. Soit
un "mot" M=a,a ses By eee B de n + 2 lettres ; ieE, i=1,2,e0e yn+l.
Pour donner un sens, par multiplications binaires successives, & cette écriture for-
melle, il faut grouper les lettres dans un systéme de parenthéses.

On appellera "parenthésage" tout systéme de parenthéses donnant un sens au mot M.
On appellera "mon8me" tout ensemble 85 8y, or- ai+j de lettres contenues dans

une parenthése notée

J ?B
Pi , avec z n+l?

0
J<
1'une des indgalités au moins étant stricte.

On appellera {1} 1'ensemble des parenthésages de n + 2 lettres, et on se prb-
pose ici de représenter géométriquement (N} et d'examiner 1'influence sur 1'asso-
ciativité d'un produit de m lettres d'une opération non partout définie.

L. Repérage d'un parenthésage de (N} .

1° Dans {n} , considérons le parenthésage dont toutes les fermetures de paren-
théses sont & la fin du mot : exemple ao(al(az(a3 a,))) . On peut, par déplacement
de ces parenthéses vers la gauche, obtenir de nouveaux éléments de {N} (dans l'e-
xemple, de nouveau élément de {3} ). Par des déplacements successifs, on obtiendra
ainsi tous les éléments de {N} . Les éléments de {N} ont tous le méme nombre de
parenthéses et ne différent entre eux que par la position des parenthéses (l).

1
(") Dov TAMARI et Mrs Haya FREEDMAN ont montré que la relation R :

’ A () 83) R (&) M)A, ,
A i étant des mondmes de M , induisait sur {N}] une relation d'ordre
partle et que {N} avait une structure de treillis pour cette relation R : treil-

lis Tn
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2° Nombre de parentheses nécessaires pour parenthéser un élément de {7} .

Conventions : Dans ce raiagraphe, et sauf mention dqu contraire, on utilisera, en

plusdes parenthéses indispensables, une parenthése extérieure :
Exemple : ( ) dans (ao[al(a2 gB)]) .
Pour parenthéser 2 lettres, il faut donc 1 parenthése. Pour parenthéser 3 lettres,
il faut donc 2 parenthéses.

Supposons que pour m lettres, il faille m - L parentaeses. Ajoutons la lettre
a & la droite du mot M' = {aga; «.- am,l} suppos¢ parenthésé : une parenthése
extérieure est alors nécessaire ({ao 8y oee amyl}am) . I1 faudra donc m + 1 pa-

renthéses pour chaque parenthésage.

Done, pour chaque parenthésage de {N} , il faudra employer n + L parenthéses.

3° Nombre de psrenthésages de m Ilettres, km .

Les opérations de multiplication sur un mot M s'effectuent successivement en
tenant compte des parentheses. la dernilre opération est de la forme A A2 , Ou
A, , A, désignent des mondmes ou des lettres.

A2—-
somme des nombres de parenthésages de la forme Al A2 . Isolons une lettre & la fin

On a évidemment %k, =1 et k; =2 . Pour calculer k_, il suffit de faire la

du mot, c'est-d-dire considérons les parenthésages Ay A, avec a ; =A, : le nom-

bre de tels parenthésages est kmﬁl .

Isolons maintenant &y o 1 3 & la fin du mot, le nombre de tels parenthésages

est kzm_z.k2 - Si on isole j lettres & la fin du mot, le nombre de parenthésages

est alors k ..k. . On a done
m-j

km =km—l + km.-zokz + ooe + km—j.kj + eee + km—l

m=1
k = k .ok.

en posant k; =1 par convention (2).

(2) JACOBSON "Iectures in abstract algebra" [3], vol. 1, p. 19, a donné une autre
formule pour ce nombre

(démonstration en utilisant les séries formelles). Dov TAMARI a retrouvé la formule

ci-dessus par un procédé purement algébrique : nous donnons ici une autre démonstra-
tion de cette méme formule.
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. . € a:is
Remarquons que ce nombre km est aussi le nombre de puissances m~ distinctes

d'un élément lorsque T n'est pas associative.

40 Coordonnées d'un parenthésage.

Soit M = ag 8y eec B - J'appelle place k la place qui précéde immédiatement

la lettre . et e le nombre des ouvertures de parenthéses & la place k .

A tout parenthésage de {7} , on peut faire correspondre une suite eg, €3, «--,€,
de n + L nombres entiers non négatifs, satisfaisant aux relations :
!
2 e sn=-j+1 j=1,2, «.. yn
v=]

(1) ¢

n
2 e =n+1
v=0

~

la dernidre relation a déja été démontrée, les autres se démontrent par récurrence.

Réciproguement. - Etant donnés n nombres, satisfaisant aux relations

n
(l') Z.e\)sn"j'l’l j:l,z’ao.,n,
v=J

on peut faire correspondre a cette suite @ 5 €5 5 eee 5 € UN parenthésage de

n
n + 2 lettres. Il suffit pour cela de savoir ol se ferment les parenthéses ouvertes
aux places 1,2, ... , n . La démonstration est assez longue et nécessite un se-
cond systéme de parenthésage avec i, , i, , ... , i et i = place de la k=iéme
parenthése. On montre par récurrence, qu'd tout systéme il , 12 g eee in , On

peut faire correspondre un parenthésage : d'ou le schéma de démonstration

Parenthésage
Systéme (il ’ i2 9 o0 ¢ in) {. % SyStéme (el ) 92 9 200 en) .

Définition. - On appelle coordonnée d'un parenthésage toute suite de n nombres,

€ » € 5 +++ , e entiers, non négatifs, satisfaisant (1+).

2. Interprétation géométrique de {7} par un polyédre.

A tout parenthésage, on peut faire correspondre un point de R" , défini par ses

coordonnées satisfaisant (1').
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A {m} , on peut faire correspondre un polyédre de R" défini par les relations

n
[Z'e\)sn-j+l, j:l,2,oo-,n

(2) V=
]\ e. >0
J
et noté Hn .

Les images des parenthésages sont alors les points & coordonnées entiéres satisfai-

sant (2). Ces points sont appelds sommets du polyédre.

19 Représentation géométrique des polyédres H H2 , Hé .

(a) H, .- H, est défini par :
1 1
Oge gl

Sur un axe muni d'une unité, Oe1 , on peut donc le représenter par le segment OA

e + -
T Al -~

0 A
Figure 1

Les sommets sont les points 0 (0) et A (1) , et chaque sommet est 1'image 4'un

parenthésage de 3 lettres.

(v) Hy, . - H, est défini par

& * ey < 2 e, > 0.

Considérons deux axes concourants, mmis d'une unité Oe) , Oe, 5 le polyédre H,

est représenté par OBAD :

62 N
R
D_—-\
0 ¢ B €1

Figure 2

Les sommets sont les points & coordonnées entidres situdes & 1'intérieur ou sur la
frontiére de ce polygone : soient les points 0, C, B, A, D. Hé est un pen-
tagone convexe.
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(e) Hy - - H est défini par

[ 33$l e1>,0
&, * €3 § 2 &y 2 0
l e + & +e3 g 3 e 2 0.

’ Y 3 . ] 03 2’
On peut représenter Hj par rapport & trois axes concourants, munis d'une unite,

sous forme d'un polyedre & 3 dimensions :

Les 14 sommets sont :

4.

0(0, 0,0

B(L, 0,0

c (0,1, 0

D (0, 0,1)

E(, 0,0

F(l,0,1)

. G(L,1,0

- e, H(0, 2, 0)
I1(0,1,1)

J(3,0,0

K(2,0,1)

Li,1,0

M(L,2,0

A(L,1,1)

Ce polyédre est également convexe, et nous définirons plus loin ses faces.
p 5 p

2° Polyeédre Hn .

I1 est défini par les relations (2). On peut le représenter dans un espace & n

dimensions, et ses sommets sont les points & coordonnées entiéres satisfaisant (2).

(a) Frontiére de H . - Tout polyédre B est défini par (2), c'est-ia-dire

by

par 2n inégalités non strictes supposées numérotées de 1 & 2n . On appellera
hyperplan-frontiére nél) 1'ensemble des points de R" obtenus en remplagant dans
(2) 1a i-ieéme inédgalité par une égalité :

n
2 e gn=-j+1, j=1,..,i-1,3i+1,...,n
v=]

n
ig<n{ 2 e =n-1i+1
_: v
v=1

| ej 20, V]

1
(21) .
Z. e, $n- j+l, j=1, .c,n
v=]
ou i>n e >0, j=1, ...,i-1,1+1, ...,n
e, =0
i
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L'ensemble de tous les %él) , lorsque i varie de 1 & 2n , constitue la fron-

tiére de H o, notée LI

Par exemple, 1l'ensemble %3 est constitué des polygones KAMLJ : EK§3)] ,
ATHM : [%3(2)] » DIAKF : [363(1)] , DIHCO : [za3(4)] , DOBEJKF : [R3(5)] ,
OBEJIMHC [%3(6) ] (voir figure 3).

(b) Convexité des polyeédres H -

Définitions :
C6té d'un hyperplan. - Considérons dans 1'espace R" un hyperplan, c'est-a-dire

1'ensemble des points dont les coordonnées sont lides par une relation linéaire :

(3) Ela’le"'B:O, ai,BGR‘
i=

On dit que des points sont du méme c6té de 1'hyperplan si leurs coordonnées, sub-

stituées & e , €y 5 e+ , 6 dans le premier membre de (3), donnent au premier

membre de (3) le méme signe.

Convexité d'un polyedre Hn « = On dira qu'un polyédre Hn est convexe s'il est

tout entier situé du méme c6té de 1'un quelconque de ses hyperplans-frontiére.

(1)

Démonstration. - Considérons d'abord 1'hyperplan-frontiére % . C'est une res-

triction de 1l'hyperplan e, - L= = 0 . Tous les points de Hn donnent, par défini-
tion de ces points, le méme signe négatif a e, - 1 , donc ils sont tous du méme
coté de e, - 1 =0, donc de %(l) . On démontrerait de méme que H estdu nméme

cdté de l'un quelconque de ses hyperplans—frontlere %(3) ’ restrlctlon des hyper-

plans 2 e,=n-j+1 ou o5 = 0.
v=j

Remarque. - Nous définirons plus loin les faces des Hn qul appartiennent aux
hyperplans-frontiére de manidre & retrouver, dans le cas n=3 (ou-n=2), les

définitions de la convexité de la géométrie élémentaire.

3° Opération produit sur les polyédres Hn .

(a) Définition du produit de deux polyédres H Hj . - Soient H 1le polyé-
dre défini par rapport 2 un systéme de i axes ®,; , OD2 s oo ODi par les
inégalités

i
2 D gi-k+1 k=1,2, 0,1,
vk VY
et Hj le polyédre défini par rapport & un systéme de j axes Ody , Odyy ooey Odj
par :
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j 3
st.j-k'*'l k:l,z’oco,ao
vk VY
On appellera produit H, x Hj de ces deux polyédres, le polyedre défini dans
R+ par les relations suivantes (1l'espace R est rapporté aux axes

Oe; 092 s oo Oi+j , obtenus en identifiant Oek , lLgkgi, avec ODk ’
et Oe ., lskgi,avec 04 ),
i
Zevsi-k+l k=1,2, o0 , 1
(4) <j”=k
2 e, £ji-k+1 k=1,2, e,
T ity

On pourrait définir, comme pour les polyédres H , les hyperplans-frontiére de
ces polyedres Hi x Hj , et montrer de méme que ces polyedres sont convexes. la

démonstration serait la méme.

(b) Exemple de produit de polyédres : H; x H, . - Soient trois axes Oe; ,

Oe2 ’ O§3 , et par rapport & ces trois axes le polyédre défini par les relations :
el AN
e; < L
<1 ] >
63 < 783
e, + e, <2
2 3 €2 Figure 4

On obtient un prisme & base pentagonale. (Voir figure 4 ci-dessus.)

(¢) Propriétés du produit de deux polyédres. - Le produit Hy x Hj est comm-

tatif. En effet, permuter les indices revient & changer le nom des axes Oe, et ne

k
modifie pas la forme du polyédre.

On peut introduire dans ce produit un élément neutre H, tel que

0
Hqy x Hi = Hi x Hy quel que soit 1 .
Ce polyédre HO , de dimension O , sera représenté par un point.
On peut définir, par récurrence, un produit de p polyédres : Hy x Hi XoooX Hi .
1 2 o
Le polyédre produit sera de dimension il + 12 + eo. + ip . Ce produit est associa-
tif de par sa définition méme.

Exemple : H; x H «x H, peut &tre représenté par un "cube".
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3. Forme des "faces" du polyedre H .

10 Définition.
Considérons, parmi les parenthésages {7} , le sous-ensemble obtenu en fixant une

parenthese @ﬂ dans le mot M ,

ao 8.1 ecoe ak-l (ak o0 e ak‘ﬁ'j) ak-l'l s 00 an+l °
Nous allons montrer qu'on peut faire correspondre & ce sous-ensemble de {7} , un
sous-ensemble de Hn de dimension n - L .

On appellera face de dimension n - 1 de Hh , tout sous-ensemble de Hn corres-

pondant aux parenthésages obtenus en fixant une parenthése dans M .
Nous montrerons aussi que toute face de dimension n - L appartient & un hyper-
plan-frontiere %nl .

Cette définition peut se généraliser pour définir les faces de dimension n - i .
En fixant i parenthéses dans M , nous définissons un sous-ensemble de {7} au-
quel on peut faire correspondre un sous-ensemble de Hn , de dimension n - i , que

nous appellerons "face de dimension n - i ".

Cas particulier. - Si on fixe n parenthéses, le sous-ensemble de {7} est ré-

duit & un parenthésage, et on lui associe un sous-ensemble de Hn de dimension O,

clest-a-dire un sommet de Hn .

2° Forme des faces de dimension n - 1 .

J

Considérons le sous-ensemble de {n} défini par @; dans M . Nous allons cher-
cher & interpréter ce sous-ensemble obtenu en laissant fixe la parenthese @i . Les

coordonnées des parenthésages des j + L lettres groupées dans la parenthése Pﬂ ,

satisfont & :

,j—l
2 8 <j-h h=1,2,...,j-1
v=h
(5) 4
o j-1
2 6 =3
— \Y
L v=0

Remarquons que pour un parenthésage P de {7} , 8¢ n'est pas obligatoirement
égal & e, , car les parentheses comptées dans 6y se ferment toutes & des pla-

ces <k+Jj+1.,

~

Considérons maintenant le monfme @ﬂ comme une lettre. On obtient un nouveau mot

de n+2-(j+1)+1 lettres, soit n - j + 2 lettres. Les coordonnées
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dy 5 dy 5 eee s dn 3 des parenthésages de ces n - j + 2 lettres satisfont a
n-j .
(6) Zden-—j-h+l h=1,2, e g1 =]
v=h

les coordonnées § et d sont lides aux coordonnées e du parenthésage ¢ {7} par

rev=d , Lgvgk-1

v N
e =& + 6y ou ekzdk+j-(6l+62+...+5j_l)
(7) ﬁekw:év’ Lsvsd-t
ek+j=0
\ej+v=d , k+lgvgn=-7j.

Posons

Soient [E'] la (n, 1)-matrice des e' et [D] 1la (n, 1)-matrice :

dl 5 oo ,dk’ 61 g oce aj—l ’ 6j=O’dk+l 9 oo ’dn—j 3

on a alors [E'] = [®][D] . [M] désigne une (n , n)-matrice d'éléments bﬁ (2,

indice de ligne),

{ k
bc:-l, k<c<k+ ]
b'g = 0 partout ailleurs.

Géométriquement, on peut interpréter ces transformations par un simple changement

de base. L'espace R® est rapporté & un systéme d'axes (L) Oc; 5 Oey 5 eee y Oop

on fait une translation des axes définie par le vecteur 00t (0, O yeeey j Oyacsy0)
j étant la k-idme coordonnée, puis on fait le changement de base admettant [m]
comme matrice de passage. La matrice [Mm] définit les nouveaux axes par rapport
aux anciens. Les nouveaux axes ont pour nom Q' , ..., o‘dk 9506 5 o000 ;150

R J b
O'dk+l s see ’O'dn-j (systéme (2)).

Dans ce nouveau systéme d'axes, on peut associer au sous-ensemble de {1} défini

par 631']{ , le polyédre :
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rj-1

2 6,53-nh

v=h

2 d £n-=-j-h+1.
v=h Y

-~

Ce polyedre est le produit Hj-l X Hn—j .

Nous remarquons que cette face de dimension n - L définie par @é appartient
& 1l'hyperplan-frontiére %§?+3+n) c'est-a-dire & 1'hyperplan ®rj
vons aussi constater que, dans cet hyperplan-frontiére, il y a plusieurs faces :

= 0 . Nous pou-

toutes les faces définies par une parenthése se fermant & la place k + j + 1 . Si

la parenthése définissant la face se fermait & la fin du mot M , type @§+l"k R

(n+l-k
n
sion précédente de 1'hyperplan-frontiére, k peut varierde 1 & n:si k=1,

alors cette face appartiendrait & 1'hyperplan-frontiére # . Dans 1'expres-

la face obtenue est de la forme Hy x el = Hn_l ; 81 k =n , la face obtenue est

aussi de cette forme.

Dans le cas particulier ou n =3 , nous obtenons, pour faces de dimension 2 ,
des polyédres de la forme Hy x H, =H, ou H xH (quadrilatéres).

face obtenue par :
' i
n
e DIAKF Py
3
THMA P
KAMLT @f
T
DIHCO ®y
p)
DOBF ¢
FBEJK @i
3
OCGEB #2
CGIMH pl
Figure 5 2
EGLY oaf

Démontrons ce résultat pour la face obtenue par @f : ao(a1 a, a3)a4 .

00' (2, 0, 0) , la matrice [M] devient :

1L -1 0
O 1 o0 .
0

o 1/
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D'ol les composantes des vecteurs de base des nouveaux axes
otq, (1,0,0 ;5 0% (-1,1,0; 0%, (0,0,1).
La face définie par cette parenthese satisfait aux conditions :

{

d; <!

N

§; < 1.,

3° Forme des faces de dimension n - i .

Fixons, dans le mot, i parenthéses. (Ces parenthéses peuvent &tre emboitée, ex-
térieure, ou emboitée gauche, c'est-d-dire qu'elle se ferme au méme endroit que
celle qui la précéde, ou emboitée droite, c'est-d-dire s'ouvrant au méme endroit

que celle qui la précéde.)

Par une translation, puis un changement de base défini par une matrice, on se ra-

méne encore, comme précédemment, & un produit de polyédres :

8 = -1 .
(8) H, x H, x oo x H, avec Ij + T, + ... + T, =n-1i
1 2 i+l

Cette face, obtenue en fixant i parenthéses dans M , est de dimension n - i .

P j=i+l
THEOREME . - Tout polyédre H x H x ... x H s 2 r.=n-1i, est une
r T T, . j —_—

1 2 i+l 3:1

face de dimension n - i .

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de montrer qu'on peut placer i parenthéses
dans le mot M de maniere que le sous-espace de H.n associé soit de la forme

H xH x ... xH .
L T Tisl

Groupons, dans une parenthese, r; + 2 lettres parmi les n + 2 . Ceci est tou-
jours possible, car r; < n-1i => r; <n, et peut en général se faire de plu-

sieurs fagons.
Le nouveau mot, aprés le groupement précédent, comporte alors
n+2-- (rl +2) +l=n - r, + 1

lettres ou mondmes. Extrayons ry, + 2 lettres ou mondmes, et groupons-les dans une

deuxiéme parenthése. La condition de possibilité s'éerit :
r, + 2<n - r o+ 1

r+ry<n- 1,

ou encore :
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ne-i- (r3 toeee + ri+l) <n-1

1<i+ (r3 ¥ oeee ¥ ri+1) .

Cette derniére inégalité est toujours réalisée si 1 >R .

Si i=1, les termes T3 4 etc. n'existent pas. On peut placer une parenthése,
la deuxilme n'existe pas : elle englobe M tout entier. On a obtemu ainsi une face

de dimension n -1 .

Si i>1, on peut placer une deuxidme parenthése, et essayer d'en placer une
troisidme. Ceci est possible, si 2 < i + (r, + ... + ri+l) . Ce qui est réalisé
pour i>3 .

Au bout de i - 1 opérations analogues, on pourra placer une i-iéme parenthése,
si i-1<1i+ T,y o0 Ce qui est bien réalisé. Donc on peut placer (de plusieurs

fagons en général) i parenthéses dans le mot M .

PROPOSITION 1. - Toute face de dimension n - i est commne & i faces de dimen-

sion n-1i+1.

En effet, une face de dimension n - i correspond & un sous-ensemble de {7}
obtenu en fixant 1 parenthéses. En supprimant 1'une quelconque de ces parenthéses,
on obtient une face de dimension n - i + 1 , donc, en supprimant successivement
les i parenthéses, on obtient i faces distinctes de dimension n - i + 1 , cha-

cune étant définie par les i - 1 parenthéses non supprimées.

4. Nombre des faces du polyedre Hn .

1° Nombre des faces de dimension n - 1 d'une forme donnée.

Cherchons le nombre des faces de la forme H_ x H avec ry + T, =h - 1.
ry r, 2
Groupons r; + 2 lettres dans une parenthése ; le probléme est possible de

n+2- (rl +2) +1 fagons, soit n - r; + 1 fagons.

Mais on obtiendra une face de méme forme en groupant r, + 2 lettres dans une
parenthése, ce qui est possible de n - T, + 1 fagons, et donne des faces distinc-
tes des précédentes si r, # r, .

Si r; £ r, , on obtient n -1 + L +n - r, + l=n- (rl + rz) +2=n+3
faces de la forme H_ x H_ .
Si r = r, , On obtient seulement n - r; + 1 faces, soit encore

n-1 n+3
- 1 =2t2
neTRT T 2

faces de la forme H  x H_ . (Remarquons que r =r, exige que n soit impair.)
1 1
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Exemple ¢ n =3 ; on obtient
3 H xH ou 3 quadrilatéres

et 6 Hy x H, ou 6 pentagones.

2° Nombre total des faces de dimension n - 1l .

Définition. - On appellera décomposition d'un polyedre H 4 l'ordre 1 , 1l'en-
semble de ses faces de dimension n - 1 . On notera D(H )l cette decompos1t10n,
et d(Hn)l désignera le nombre des faces de la decomp031tlon. On trouve facilement

rlsn-l

(9) pg )l -nx3 b3 H, x H, .
n 2 rl+r2=n-l 1 2

rL:O

Pour calculer d(Hn)1 , i1 suffit de calculer le nombre de partitions ordonnées de

n-1 en 2 nombres, O compris. On trouve n - 1 . Donc

_(n+ 3)(n - 1)

a(H )t
Dans le cas n =3 , on trouve bien 9 faces de dimension 2 .

3% Nombre de faces de dimension n - i .

i+l
THEOREME. - Le nombre des faces de forme Hr x H X oee X Hr avec 2 I}:=nri

T .
V N l =l
est égal a 1 2 1+ k

_Aip +3)n+4) ... (n+1i+ 2)
(10) N(rl s Th 5 ece ry l) sol Sl' eos 8 .1

n-1

i+l

dans laquelle sp désigne le nombre des éléments de la suite Tp s Tpy ey Ty

supposée ordomnée, égaux 3 p, O<p<n-1i.

Cette formule est conforme au résultat trouvé pour i = 1 . En effet, si
ry +r, =n-=1, ou bien les nombres r, et r, sont différentset s ! =35 !'=1
1 2 1 2 r r, ’

ou bien les nombres r; et r, sont égaux et s, =2l =2,
1

La démonstration de ce théoréme se fait par récurrence et en utilisant la proposi-

tion 1 du paragraphe 3. Elle ne présente aucune difficulté, mais est trés longue.

4° Nombre total des faces de dimension n - i .

On appelle décomposition d un polyédre H a 1l'ordre i K 1l'ensemble de ses faceés
de dimension n - i . On notera cette decomp031t10n D(H ) et le nombre des faces

de dimension n - i sera noté d(H )1
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(a) PROPOSITION 2. - Le nombre des faces de dimension n - i est

d(H ) (n +3)(n +(i)+.i5'(n + i+ 21,$;:i

Dans cette formule, %;:i est le nombre des partitions de n-1i en 1 + 1 nom-

bres, O compris, en considérant comme différentes des partitions qui différent

par 1'ordre des composants. En effet, le nombre des permutations différentes de

(i + 1)

T, g T gy eee 5 T est + , donc :
1 2 i+l SO' Sl' cee S st
N(r, , Ty s oeee s ri+1)
(n'+ 3)(n.+(i)+.i5'(n + 1+ 2) x nombre de permutationsde r;, Ty, eee, Ty o

De 1a découle la proposition 2 en faisant varier Ty Tp 5 eee Tug de toutes les

fagons possibles.

(b) PROPOSITION 3.
(n + 1+ 2) (n)

Lyi i i

Pour calculer %g , nous utiliserons la formule de récurrence évidente :
' P _ b=l oP
(111) B =%n  *Bni

avec, de fagon triviale,

%g =1 quel que soit p ,
=0 quel que soit m ,
Bn = 1 quel que soit m ,

Bf =p quel que soit p .

Ces relations permettent de calculer facilement %2 , puis mz . On montre facile~-

mq 3x4x.oox(q+l)
(@ - 1)!
Prenons comme nouvelle base de récurrence

ment, par récurrence, que

(12) @g _m+)(m+2) ... (map-~1)

(p - 1)} pour mg my et quel que soit p .

Cette proposition a été démontrée pour m, =1 et pour my = 2 . La récurrence se
démontre simplement en utilisant (11'). En remplagant 1;;”{ par sa valeur tirée de
(12), on trouve :
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d(Hn)i _ (n +3)(n +(i)+.i5:(n +i+2) (n-i+1(n ;li +2) .. (n)

b

atou (L1).

Applications.

Nombre des arétes du polyedre Hn . = I1 suffit de remplacer, dans la formle (11),

i par n-1.

a)nt o @l S dma D o (o 3)

x 6

Pour n =3 , on trouve =2l aretes.

Nombre des sommets de H . - Il suffit de remplacer, dans la formule (11), i
par n . o 4 2
" * )

n —_——8
d(Hn) - kn+2 ~ n+l °

On peut vérifier que cette valeur est la méme que la formule de la note de bas de
page (2). Pour n =3 , on obtient 14 sommets.

50 Application des formules précédentes 3 la formule d'Euler-Poincaré.

la formule d'Buler-Poincaré, relative & un polyédre de R? , s'énonce de la facon

suivante :

i=n

(13) 5 (-t
i=-1
avec V™ = nombre des faces de dimension i et V"1 = 1 (nombre d'ensemble vide) ;
ici
n+j+ 2y
o OT1THG

j+1

On a donc & vérifier :
. n+j+2yn
j=n NG Yoy
(14) P A S LA, ]
1 j+1

J=

1
) B A
B M I
On remarquera que TV T S Th+ 1

+ (- l)n+l =0.

; (14) se raméne donc &

1 j=n .
- )8t Jom+Llym+ j+2y _
(15) O 2 eI GIperth -0,

Cette expression se calcule facilement en identifiant les termes en x" dans les
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deux membres de 1l'expression

(16) 1+ 0™ [x- @@+ 0™ = )™ @™
ou
St D Tl (A s SO L R LT
i=0

on trouve alors

i 3 EIDETITH ) @),
j=0 J

ce qui démontre la proposition.

5. Cas ou la loi T n'est pas partout définie.

1° Nécessité d'étudier l'associativité de plus de trois éléments.

Définition. - Etant donné un n-uple ordonné 8y s By eecs 8 1 5 8 € E , pour
i=0,1,...,n-1, nous dirons qu'il vérifie B2 si, chaque fois que 1'opéra-
tion est définie,

Ay (A, A3) = (&) A))Aq
quels que soient les mondmes ou lettres A A2 s A3 » A, A2 s A3 cM.

Nous dirons de la méme fagon qu'il vérifie Bp si, chaque fois que 1'opération
est définie,

A

P, (A 2

,...,A)_P(Al, Ay y vee s A)

1> P

quels que soient les monlmes ou lettres A
P, et F, e {P - 23

Ay 5 vee Ap , et les parenthésages

1

AicM, i:l ’2’ e oe ’ p.
Si l'opération T est partout définie, on démontre que, quel que soit n ,

B3 => B 4<pgn.

o) )
I1 n'en est pas de méme lorsque T n'est pas partout définie.

En effet, prenons n =4 , et supposons 33 . Soient deux parenthésages de 4
lettres :

A= ao[al(a2 33)] ‘et C = [aO(al az)]a3 .
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On peut les représenter géométriquement par deux sommets d'un pentagone H, :

A= ao[al(a2 33)]

E = (ao al) (32 8-3) /\\\/ B = aO[(al a2)3-3]
\\________~1 C = [ao(al az)]a3

D = [(ao al)az]a3

Pour aller d¢ A en C , on peut suivre les chemins ABC ou AFDC , mais l'exis-
tence des produits B ou E ou D n'est pas incluse dans 1'hypothese B3 . L'e-

xistence de A et C implique l'existence de

— — 1
a, 33 = bO a; a, = bO

aq bo = bl ag bb = bi

mais on ne suppose pas que bb ag existe, donc on ne peut peut-étre pas emprunter
le chemin ABC .

De méme, on ne suppose pas l'existence de aja; , ni celle de (a, al)(a2 a3) ,

ce qui ne permet pag de prendre le chemin AEDC .

Donc pour assurer que le 4-uple ay 8; 8, a3 satisfait B4 , il faudra vérifier,
en plus de B3 , un nombre maximum de relations égal au nombre de diagonales de Hé,
soit 5 . (Ceci est un nombre maximum, car certains des sommets peuvent disparaltre

par non définition et donc les diagonales qui 1les joignent.)

Dans les paragraphes suivants, nous allons chercher a interpréter géométriquement

les. lois Bi , 1ign+2 enconsidérant le polyedre Hn . I1 nous faut pour cela

donner un certain nombre de définitions.

20 Faces des produits de polyédres Hr .

Soit un produit de polyédres P, j = H, Hj de dimension i +j . H, (respec-
b4
tivement Hj ) peut se décomposer & l'ordre 1 suivant ses "faces" de dimension

i - 1 (respectivement j -1 ).
Définitions.

(2) On appellera décomposition & l'ordre 1 de Pi 3 1'expression suivante :
b

1 1 1
D(P,; j) _D(Hi) x Hy + H, x D(Hj) ,

’
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ou, en utilisant la formule 9 :

: k=i-1 . k=j-1
I _i1i+3 : j+3
D(P; )7 =37 -}io M x By p g 557 By o~ kzo e x Hegep

Exemgleo - Si Pi,j = Pl,z = Hl X 1{2 )

D(P :2HxHxH2+5HOlele:2H2+5Hlel.

L
1,2 0 "o

La décomposition & 1l'ordre 1 d'un prisme & base pentagonale se compose de 2 pen-

tagones et de 5 quadrilatéres.

(b) ILa décomposition & l'ordre 1 de Pi 3 est 1l'ensemble de ses faces de
b

dimension i+ j -1 .

(c) On peut définir de méme 1'ensemble des faces de dimension i + j = p @
P _ P p
(17) D(Pi’j) =D(H,)® x H o+ Hy x D(Hj) .

(d) Dans le cas d'un produit de plus de 2 polyedres, les définitions précé-

dentes s'étendent : Soit P =H xH, x ...xH, ; 1'ensemble
I‘l,I‘z,...,ri_l_l I’l 1‘2 J.i+l

des faces de dimension T) 4Tyt eee v T, =P, OU décomposition & 1l'ordre p

de ce polyédre, est alors donné par la formule :

j=i+l s=i+l

(18) p[(® )P="Z D@ )P~ T B T.

I'l,rz,...,ri+l j:l J S:l I‘S

S#J
(e) On appelle diagonale propre d'un polyddre Hh ou d'un produit de polyedres
P de dimension n , les diagonales qui ne sont pas en méme temps diagonales de leurs
faces de dimension k , 1 gckgn- 1, On notera hn le nombre de diagonales pro-
pres de H . Ona déja trowé hy =1 et h, =5 . Onnotera n (r;, T ,..-, ri+l)

le nombre de diagonales propres de Hr X oo X Hr .
1 i+l

3° PROPOSITION 4. - Le nombre de diagonales propres de Hn est le méme que le

nombre de relations qu'il faut ajouter a Bn+1 pour vérifier Bn+

2 .

Ceci a été démontré, pour n =2 , au paragraphe L. Supposons que cette proposi-

tion ait été démontré pour n g ny = 1, et montrons qu'elle est encore vraie pour n,.

IEMME. ~ Soit un polyédre Hn représentant %es parenthésages {no} s étant don-
T+ .

S r.=n-1i, toute diagonale propre

=l

. 0
nee une face H_ x H  x ... x H, avec
) i+l

J
de cette face peut 8tre associde & une application successive des lois Br

B ’ . 0 0 ’ B L]
Ty*2 Tyt

l+2 ’
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En effet, prenons une face de la forme H & x H x ... x H déterminée par
T T, Tl

i parenthéses fixes, et prenons 2 parenthésages P1 et P2 appartenant & cette
face. (Il suffit pour cela de conserver les i parenthéses et de placer ng- i+l

autres parenthéses de 2 fagons différentes.)

Par application de Br +2 (rl + 2L ng = 1) , on peut ramener le mondme d? r1~+2
lettres de P, , & 8tre Identique au mondme de Ty o+ 2 lettres de P2 . Apres avoir

appliqué successivement B. o2 Ba s eee s B 2 & P, , on obtiendra P, .

1 T2 Tisl
Exemple :

P, = (aO al)[(82 83)(34 a5)]

P, = aq & {[a,(a; a,)]asl]

qui sont deux parenthésages de {4} qui appartiennent & une face de la forme
H x H, (1la parenthése @3 étant fixe). En appliquant B, & P, , on obtient :

1
Pl = (ao al){[az(aB a4)]a5} , puis en appliquant By & P , on retrouve P, .

Démonstration de la proposition 4. - Soient deux parenthésages de &no} représen—
tés par deux sommets de H, . S'ils appartiennent a4 une face de dimension k
(k < no) » on peut passer de 1l'un a l'autre par applications successives des lois

Bi (igk+ 2 L n, + 1) . S'ils n'appartiennent pas & une face, ils sont extrémi-
tés d'une diagonale propre, et on ne peut passer de l'un & l'autre que par applica-
tion de Bn0+2 . Il nous reste & montrer qu'il existe de tels parenthésages. Il suf-
fit de prendre les deux parenthésages contenant, 1l'un toutes les ouvertures de pa-
renthéses au début du mot : (0, 0, O, ..., 0) , l'autre toutes les fermetures

de parenthéses & la findumot ¢+ (L, 1,1, ..., 1),

Ce théoréme donne aussi un procédé de calcul de h (sous réserve que 1l'on sa~
che calculer le nombre de diagonales propres dens%s fgces). Soit h = (nombre de
fagons de joindre les sommets deux & deux) - ( J nombre de diagonales propres des

faces de dimension k ). k=l
4° Calcul de hn .
(a) Calcul de h3 . -
Faces de dimension 2 ¢ 3 quadrilatéres, d'ol 3 x 2 = 6 diagonales,
€ pentagones, d'oh 6 x 5 = 30 diagonales,

Faces de dimension 1 : 21 arétes 2l diagonales,
Nombre de sommets : 14

hB=(124)-(6+30+21) 113=34.
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(b) Formule donnant le nombre de diagonales propres d'une face de Hn . -

Soit la face
i+l
H xH x .00 x H avec 2 r.=n-1 .
TR Tiel j=L

On montre par récurrence, en utilisant les ddcompositions & l'ordre 1 ,2 ,eeeyn ~-i-1
de cette face, que :

i
(19) n(r1 s Ty 5 eve s ri+l) =27 x hr x hr X eee X hr

1 2 i+l

avec la convention que hy = 1/2 .

(c) Formle domnant h =~ en fonction des hj , j<n.

2n + 2
(0 + 2
. i=n-l . 5 n-i _
(20) h = - Z 2 2 (h X h X eee X h ) .
n 2 r T T
i=l rl""’ri+l=0 L 2 i+l

r1+...+ri+1=n—i

Application au calcul de h, . - Diagonales des faces obtenues par décomposition

d'ordre donné :

ordre | forme de la face | nombre de faces no?bre de diago- nomb?e total
nales par face de diagonales
Hy x 7 34 238
1 0> '
Hl x H2 7 10 70
) HO X HO % H2 28 5 140
HO x Hl X Hl 28 2 56
3 HO x Ho x HO x Hl &4 1 84

Nombre toi~l de diagonales : 588,
k6 =42 ,
42
h4_(2)-588=273 .

On peut calculer ainsi par récurrence h5 s h6 , etc. On n'apergoit pas de loi

de formation simple de ces nombres.
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