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Séminaire DUBREIL-PISOT : ¢-01
(Alnﬂbre et Théorie des nombres 18 ianvier 196
18¢ année, 1964/65, n°® 9 Janvier 1965

a-IOEAUX, a-SYSTELES

nar Alfred [OUQUES
Nous nous proposons de donner un ensemble d'axlomes permettant de prolonger au
cas d'un demi-groupe non commtatif la théorie des x-idéaux de K. ©. AUBERT [1].

Nous désignerons par D wun demi-groupe multiplicatif, par ©'(D) 1'ensemble des

complexes de D , par XY (ou X.Y ) l'ensemble des xy , ou xe€ X et yeT.

1. Définition des a—idéggﬁo

Nous sppellerons " a-opération & gauche" (resp. & droite, bilatére) une applica-

tion
f: Xe® (D) -Xe (D)

satisfaisant aux axiomes suivants ¢

(A1) YXef (D), XcX,

(AR) YIe® (D), VYef (D), XcY = Xcvy,

(gh3) VY Xe (D), DX c X (resp. (aA3) VY X e @'(D), XD cX),
(83) VXie® (D), DXuXDcX,

(M) YVXep'(D), VYe@ (D), XY ¢ XDY U XY .

X est le a-idéal engendré par X , X un générateur de X . L'ensemble des

a-idéaux définis par f constitue un a—systeme défini sur D .

Une a-opération est donc une application de fermeture.

Dans la suite, nous supposerons, & moins d'indication contraire, que ¢ est un

a-systéme & gauche défini sur D .

2. Structq;e de demi-treillis ou de trei;;is d'un afgxstéme.

Nous définirons sur un a-systéme une relation d'ordre eu moyen de 1'inclusion
des a-idéaux. Cette relation d'ordre définit sur le a-systéme & une structure

de demi-treillis complet : 1'union Vi , d'une famille non vide (X, )1€I des

a-idéaux étant le a-idéal U'f. . Cet a—ldeal est d'ailleurs égal a Ux, X nQuand

o

1'union portera sur une famille flnle, elle sera appelée "somme", et notee > X,

e . i=1
ou encore X, + X5 4+ oo + X &
1 2 n
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Si D contient un élément permis & droite, cet élément eppartient & tout a-
idéal, d'aprés (4A3) , et engendre un a-idéel, noté Q , qui est contenu dans tout
a-idéal, d'apres (42) . @ est alors muni d'une structure de treillis complet,
la borne inférieure d'une famille non vide Cﬁ; seT de a~idéaux étant leur inter-

section (au sens ensembliste).

3. Produit de deux a~idéaux.

A A e .
——

Le produit de deux sa-idéanx X et Y sera le a-idéal XY . Il sera noté

XoY . Compte tenu des axiomes choisis, Xo¥ est égal au a-idéal XDY + XY .

La multiplication des a-idéaux est associative. Elle vérifie la propriété de

distributivité générale par rspport & l'union. D'autre part, nous avons

¥ cY, VX, VY.
De plus
Doi:“b‘i, T{OD:S{'D" vVX.

b

Si D contient un élément pernis & droite, le a-idéal Q , engendré par cet

élément, est tel que
Si D contient un élément unité & gauche,
Si D contient un élément unité & droite,

Si D contient un élément unité d'un c6té (ou bilatére),
'}EO_Y_ = fﬁf o
De méme, si D est commtatif, la multiplication se simplifie :

-XOY = N °

l\.i

4. Résiduation.

Un a-systéme & gauche est un demi-groupe résidué & droite : étant donnés deux
a-iddaux X et Y , la réunion (ensembliste) des a-idéaux 2 , tels que 'YJE_E'f
est non vide (elle contient en particulier X ) et constitue un a-idéal, c'est le
résiduel & droite X .° Y .

Par contre, un a-systéme & gauche n'est pas nécessairement un demi-groupe rési-

——

dué a gauche : l'ensemble des Z , tels que 23?:5.5 , peut &tre vide. Si cet en-
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semble n'est pas vide, la réunion de ces Z est un a-idéal qui est le résiduel &
gauche X °. Y . Toutefois, si D contient un élément pernis & droite, 1'ensemble
des Z précédents n'est pas vide puisqu'il contient au moins le a-idéal 1, et

le a-systéme est alors résidué & gauche.

Wous pouvons énoncer la condition suivante : Un a-systeme & gauche est résidué
4 gauche si, et seulement si, pour tout couple X , Y de a-idéaux, il existe aw

moins un x €D tel que kaE f . Cette condition étent vérifide, X *. Y est

htd .

l'enserble des x e D tels que xY ¢ X . Par contre, X .° Y , qui existe toujours,

est seulement contemu dans l'ensemble des x € D tels que Yx ¢ X , mais ne lul

est pas nécessairement égel.

5. Exemgles.

5.1, - L'aspplication qui, & un complexe X d'un demi-groupe (resp. d'un anneau) ,
associe 1'idéal & gauche, au sens ordinaire dans un demi-groupe (resp. dans un an-

neau), est une a-opération & gauche.

5.2. - I'application qui, & un complexe X d'un demi-groupe (resp. d'un snneau),
associe 1'idéal bilatére au sens ordineire dans un demi-groupe (resp. dans un an-

neau), est une a-opération & gauche, & droite, ou bilatére.

5.3. - S0it D un ensemble muni de deux lois partout définies, l'une notée mul-
tiplicativement, 1'autre notée & , la multiplication étant associative et double-
ment distributive par rapport & la loi & . L'application qui, au complexe X de
D , associe la partie stable pour la loi & engendrée par le complexe X u DX est

une a-opération & gauche.

Cas particuliers :

n ot i,

Si D est un groupoide (pour une loi notée « ) avec élément idempotent a , en
posant
xy=a et x&y=xwy, VX,¥5,

r

le a-idéal X est la partie stable pour le loi du groupoide engendrée par
Xu{al.

Si D est un demi-groupe avec zéro, en posant
x&y =0, Vvx et vy,
X est 1'idéal & gauche, au sens ordinaire, engendré par X , c'est-d-dire X yuDX .

Si D est un groupe (pour une loi notée = , 1'élément neutre étant noté O ,

1'inverse de a &tant noté a ' ), en posant
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Vx et vy, xy =0 et x&y=x=x y"l R
X est le sous-groupe de D engendré per X . (Bien entendu, si D est considéré

comme demi-groupe par rapport & la loi de groupe, le seul a-systeéme que 1l'on puis-

se définir sur D est celui ot X =D, VX).

5i D est un anneau, en posant

x&y=x-y, Vx et y,

X est 1'idécal & gauche, au sens ordinaire, engendré par X . Si D contient un
élément unité, ou si D est de caractéristique 2 , on obtient le méme a-systéme
en prenant comme loi & 1'addition.

Si la loi & est en plus associative, D est un demi-anneau (ALMEIDA COSTA),
X est 1'idéal & geuche, au sens idéal dans un demi-enneau, engendré par X .

Si D est un treillis distributif (ol l'union et 1'intersection sont notées

respectivement v et A ), en posant,

VvV et v, Xy =xAy et x&y=xvy,

D

X est 1'idéal, au sens idéal dans un treillis, engendré par X .

5.4, - Soit & wun a-systéme & gauche défini sur D , le a-idéal engendré per
X étant noté X . Soit A un a-idéal particulier de & tel que Eb‘E'K . L'ap-
plication qui, au complexe X , associe le complexe Xa =X + A , €5t une a-

1 . N
opération a gauche.

5.5. = Sur le demi-groupe D ={a , b, c}, oi la mltiplication est donnée par

le tableau ci-dessous

a b ¢
a a b a
b a b b
c a b ¢

nous pouvons définir une a-opération & gauche en prenant
{a} si X ={a},
X=<{a,b} si beX et c¢X,
D si ceX.
Le a-systéme obtenu n'est pas résidué & gauche . De plus, si X = {a} , nous avons

XX‘E

~——

X =X, ce qui est strictement contenu dans 1'ensemble des x e D tels que
X

s

s car ce dernier ensemble est {a , c} .
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6. Comparaison des a-systemes.

¢ et ¥ étant deux a-systémes (& gauche ou bilatéres) définis sur D, & se-
ra dit "plus fin" que ¥ si, V X , le a-idéel engendré par X dans ¢ est con-
tenu dans le a-idéal engendré par X dens ¥ , ou, ce qui revient au méme, si
tout a-idéal de ¥ est un a-idéal de @ .

L'ensemble L des a-systémes & gauche, que l'on peut définir sur D , ordonné
par la relation " & est plus fin que ¥ " est un treillis complet.
51 (®3)ier o
le a-idéal engendré par X dans ¢, , l'application X » X =) X, estune a-
i

est une famille de a-systimes & gauche définis sur D , X, étant

opération & gauche et le a-systime qu'elle définit est le moins fin de tous les
a-systémes plus fins que tous les ®i . E est donc un nN-demi-treillis complet.
De plus, E contient un élément universel : le a-systéme dans lequel X = D pour

I

tout complexe X . E est donc un treillis complet (cf. [3], p. 35).

[ < . . 2 N N \
7. a-systéme bilatere associé & un a-systéme & gauche.

~ s O N

® étant un a-systéme & gauche, 1'application qui, au complexe X , associe le
complexe X + XoD , est une a-opération bilatére, et le a-systéme qu'elle définit
est le plus fin des a-systémes bilatéres moins fins que ¢ . Ce a-systéme ¥V est

le " ag-gystéme bilatére associé & & ",

Si X et Y sont deux a-idéaux de ¥ » leur sorme et leur produit dans V¥

coincident avec leur somme et leur produit dans ¢ .

Si & est le a-systéme formé par les idéaux au sens ordinaire d'un demi-groupe
(resp. d'un anneau), ¥ est alors le a-systéme formé par les iddaux bilatéres au

sens ordinaire du demi-groupe (resp. de 1'anneau).

Si D contient un élément permis & droite et si T est le a-systéme bilatére

associé & ® , @ est alors une (t)-algbre de Lesieur et Croisot (ef. [4]).

8. a-gystémes de caractére fini.

Un a-systéme & gauche est dit de caractére fini si, VY X € @'(D) , X est la

réunion (au sens ensembliste) des Y , ob Y parcourt 1'ensemble des parties fi-

nies non vides de X .
Les a-systemes des exemples 5.1, 5.2, 5.3, 5.5 sont de caractére fini.

Comme propriétés des a-systimes de caractére fini, nous pouvons citer :
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a. 31 & est de caractére fini et si x appartient & 1'union d'une famille in-

finie (3('1)ieI de E-idéaux, il existe une sous-famille finie X, %, ... ,x]}
telle que xeXl+X2+“.+Xn.

b. L'ensemble des a-idéaux d'un a-systéme de caractére fini forme une famille
u-inductive.

c. Si & est de caractére fini et si D posséde un élément permis & droite, le
treillis complet des a-idéaux est faiblement n-continu, sutrement dit, si (Yi)iel
est une chaine croissante de a-idéaux,

X n (\/Yi) =V n%.) .

d. I1 y a équivalence entre les trois conditions :

(CM) Tout ensemble non vide de a-idéaux contient an moins un élément maximal,
(CA) Toute chaine strictement croissante de a-idéaux est finie,
(GF) et (CF) Tout a-idéal admet un générateur fini et le a-systéme est de

caracteére fini.

Les conditions (GF) et (CF) sont indépendantes. L'ensemble des idéaux d'un anneau
non noethérien fournit un exemple de a-systéme vérifiant (CF), mais non (GF). D'am-
tre part, soit D un ensemble infini 4'éléments, soient O et a deux éléments
distincts de D . Sur D mnous pouvons définir une structure de demi-groupe en pre-

nant comme loi
xy =0, Vx et Vy,
et nous pouvons définir un a-systéme en posant
5 X u {0} si X est finiet si a¥¢ X,
={D si X est infini ou si aeX .
Ce a~systéme vérifie (GF), mais non (CF).

De fagon précise : Pour qu'un a-systéme, ol tout a-idéal admet un générateur
fini, soit de caractére fini, il faut et il suffit que de tout générateur d'un a-

idéal on puisse extraire un générateur fini.

e. Si D contient un élément permis & droite, si & est un a-systéme distinct
du a-systéme impropre ( a-systéme dans lequel X =D, V X ), de caractére fini,
si A est un a-idéal distinct de Q admettant un générateur fini, tout a-idéal
appartenant & l'ensemble ¥ des a-idéaux strictement contenus dans A est conte-

mu dans un élément maximal de V .



0-07

9. Comparaison avec la théorie de XK. E. AUBERT.

A A o

K. E. AUBERT a défini dans le cas d'un demi-groupe commitatif (cf. [1], p. 1 ;
[2], p- 1) la notion de Xfi@é@ﬂf en prenant les axiomes suivants :
(1) Ac A,
(2) AEBX=>AX—C-BX’
1
(3') A'BX.E-BX R
i
(3") A.B_c (8B), -
Le systéme d'axiomes proposé au § 1 ci-dessus est équivalent au systéme de

K. E. AUBERT, dans le cas ou D est un demi-groupe commutatif.

Dans le cas non commutatif, AUBERT a proposé (cf. [2], p. 1) de définir les x-

idéaux & gauche en remplagant 1'axiome (3") par 1'axiome
" ; ;
(g3") B, &c (BA)X .
Les notions de a-idéaux et de x-idéaux & gauche ne sont plus équivalentes. Par
exemple, l'ensemble des idéaux bilatéres d'un anneau non commtatif constitue un

a-systéme & gauche (et un a-systéme 2 droite), meis ne constitue pas en général

un x-systéme & gauche.

LESIEUR et CROISOT ont proposé ([5], p. 87), & la place de 1'axiome (g3"), l'a-

xiome plus faible

oll

A Tc

’

mais alors certaines propriétés des a-idéaux ne sont plus nécessairement satisfai-

tes. Par exemple, pour que la multiplication des idéaux {toujours définie par

XoY = T(Y) soit associative, il faut et il suffit que 1l'on ait en outre la condition
}-(.i S )-(.Y s si Y = ﬁ .

De méme, il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

a. La multiplication est distributive par rapport & 1l'union,

b. Le groupoide formé par les idéaux est résidué & droite,

C. ﬁg_‘)&, VI et VY de la forme Yy=uvy, .
i

L'axiome (A4) semble donc &tre le plus propre & généraliser la théorie de
K. E. AUBERT.
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