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Séminaire DUBREIL-PISOT 8-01
(Algébre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 8 11 janvier 1965

ANNEAU DE FRACTIONS D'UN J-ANNEAU

par Mahmoud DJABALIL

Rappelons le probléme : Soit A un anneau et soit R 1l'ensemble des éléments
réguliers de A , c'est-a-dire 1'ensemble des éléments qui ne sont diviseurs de O
ni & gauche, ni & droite. On cherche & plonger A dans un anneau F(A) dont les
éléments s'éerivent sous la forme b~ a , ou beR et ae A. Pour cela, il
faut et il suffit que pour tout couple (b, a) , beR, ae A, il existe un
couple (b' , a'), b'eR, a' e€eh, telque b'a=a'b.

Nous allons d'abord préciser quelques définitions.

1. Définition d'un A-module de dimension finie [6].

DEFINITION 1.1. - Un A-module M non mul est dit de dimension finie, si on ne
peut trouver une infinité de sous-modules de M non nuls dont la somme soit direc-~

te [6]. On a la propriété suivante.

PROPRIETE 1.1. - Si M est un A-module de dimension finie, il existe un entier
positif n tel que toute somme directe de sous-modules non nuls de M posséde eu

plus n composantes.
DEFINITION 1.2. - L'entier n s'appelle la dimension de I .

PROPRIETE 1.2. - Si M est de dimension finie, tout sous-module non nul de M

est de dimension finie inférieure ou égale & celle de M .

DEFINITION 1.3. - Un A-module M est dit irréductible s'il est de dimension 1.

Alors on ne peut trouver deux sous-modules non nuls de M dont l'intersection
soit nmulie.

PROPRIETE 1.3. - Pour que M soit de dimension =n , il faut et il suffit qu'il

existe une somme directe de n sous-modules irréductibles essentielle dans M .

2. Définition d'un sous-module fermé [5] [6].

DEFINITION 2.1. - Un sous-module N du A-module M est dit fermé si, pour tout
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x n'appartenant pas & N , il existe un sous-module non nul N' du sous-module

engendré par x tel que N' nN =0 .

PROPRIETE 2.1. - Une intersection quelconque de sous-modules fermés de M est un

sous-module fermé.

DEFINITION 2.2. - Si N est un sous-module de M , 1'intersection T des sous-
modules fermés contenant N est le plus petit sous-module fermé contenant N . On

1'appelle la fermeture de N .

PROPRIETE 2.2. - Pour que le A-module M soit de dimension finie, il faut et il
suffit que les sous-modules fermés de ! vérifient le condition maximale, ou la

condition minimale.

PROPRIETE 2.3. - Si N est un sous-module de dimension finie, ¥ a méme dimen-

sion que N .

PROPRIETE 2.4. - Soient N wun sous-module et X un sous-module irréductible.

Pour que X ¢ N , il faut et il suffit que X n N £ O .

PROPRIETE 2.5. - Si Nl et N2 sont deux sous-modules fermés de dimension finie,

avec N1 c N2 s N1 et N2 sont distincts si, et seulement si, dim N1 # dim.N2 .

3. Définition d'un J-anneau [6].

Soit A wun anneau. Nous ferons usage des condition suivantes susceptibles d'@tre
vérifides par A
(1 1) A& est de dimension finie comme A-module & gauche ;
(2 1) Les annulateurs & gauche des sous-ensembles de A vérifient la condition
maximale
(2' 1) Les annulateurs 2 gauche des éléments de A vérifient la condition maximale ;
(3 1) Pour tout x €4, x#0, 1'idéal & gauche (O °. x) , annulateur & gauche
de x , n'est pas essentiel dans A .

PROPRIETE 3.1. - La condition (3 1) entratne la condition suivante :

(3' 1) Pour tout x e A, (0 °. x) est fermé comme A-module 3 gauche.

DEFINITION 3.1. - On appelle J-anneau (anneau de Johnson), un annesu unitaire
qui satisfait aux conditions (1 1) et (3 1).

DEFINITION 3.2. - On appelle G-anneau (anneau de Goldie), un J-anneau semi-
premier.
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PROPRIZTE 3.2. - Dans un J-anneau A , les 3 affirmations suivantes sont équiva-

lentes

P

(1) b est un élément régulier ;
(2) b n'est pas diviseur de 0 & droite (0 *. b =0) :
(3) L'idéal Ab est essentiel dans A .

PROPRIETE 3.3. - Dans un J-anneau de dimension n ,

h e e W e e et W

dim(Aa) + din(0 . &) =n .

En particulier, si Aa est irréductible, dim(0 *. a) =n -1 , c'est-d-dire que

(0 °. a) est un annulateur & gauche maximel.

4. Mnneau de fractions d'un G-anneau.

On a le résultat suivant, dfi & GOLDIE [3].

THEOREME 4.1. - Pour qu' 'un anneau A possede un anneau de fractions & gauche

semi-simple, il faut et il suffit que A soit semi-premier et qu'il vérifie les
conditions (1 1) et (2' 1).

On montre que dans un tel anneau, la condition (2' 1) et la condition (3 1) sont

équivalentes. C'est pourquoi on peut énoncer :

COROLLAIRE. - Pour qu'un anneau unitaire posséde un anneau de fractions & gauche

semi-simple, il faut et il suffit que ce soit un G-anneau.

Pour démontrer ce théoréme, on utilise les résultats suivents :

PROPRIETE 4.1. - Soit A un annesu semi-premier satisfaisant aux conditions (l 1)

o - e b e o i ——

et (2' 1). 11 existe une somme directe dfldeaux 1rreduct1bles qui contient un élé-

- i - e e Y - o N S A L A b W——

ment régulier.

Soit X, wun idéal irréductible. X? #0 puisque A est semi-premier. Donc
3 u; eX; tel que X, uy £ 0 . D'aprés la propriété (2.4), X, n (0 ". v ) =0.
Soit X, un idéal irréductible contenu dans (0 . ul) . I1 existe u, € X, tel
que X, u, £ 0 . On voit que la somme X, + X, est directe et que

(X1 + X2) n (0 °. u; N 0 °. u2) =0 .

Supposons donc construite une somme directe d'idéaux irréductibles X, + X, +

1 5 H.+X:.L

avec dos éléments wu, € X, , ... , u; €X, tels que

(Xl L ki) n(@ " un...n0". ui) =0.

36 0 °. U; N oese N o °. uy est non nul, il existe un idéal irréductible Xi+l



8-=04

contenu dens O . Uy Noeee N 0 °. us et un élément us g € Xi+1 tels que

X n(O"ou. ):Ob

i+l i+l

Alors on voit que la somme X1 toees + Xi + Xi+l est directe et que

(X, + 200 + Xi+l) n (0 °. U Nee. N 0. ui+l) =0

1
Comme une somme directe ne peut avoir qu'un nombre fini de composantes, au bout

h
d'un nombre fini n d'opérations, on aura une somme directe 2 Xi d'idéaux irré-

1
ductibles et des éléments u; € Xi tels que (N0 °. ui) = 0 . Posons
n

b =2 u.
{1
et montrons que b est régulier. En effet, soit A tel que N =0 .

n
% Xui =0

et la somme 2 Xi étant directe, on a Xui = 0 pour tout 1 . Donc
Ae (N0 ", ui) et A =0 .
On en déduit que

(0'.1b) =0 .

On remarque que les idéaux by étant irréductibles, les annulateurs & gauche

(0 °. ui) sont maximaux (prop. 3.3).

PROPRIETE 4.2. - Pour qu'un idéal soit essentiel dans A , il faut et il suffit

qu'il contienne un élément régulier.

La condition est suffisante, montrons qu'elle est nécessaire. Soit X wun idéal

anre . s ¢

essentiel dans A . Pour V i,
Yi:Xnki;éO.

Si on avait us Yi =0, on aurait u; € (0 . Yi) et comme Xi est irréductible,
X, c (0 ". Yi) (prop. 2.4). Donc X, ¥, =0, d'ob Yi = 0, ce qui est impossible.

Alors pour tout i ,
us Yi £ 0.

I1 existe un v; € Yi tel que Uy ¥y 0. On a

(o -. u,) ¢ (0 -. uy yi)

mais comme (O °. ui) est maximal et comme (O °. uy yi) £ A (u:.L y. #0) , on en
i
déduit

0. u) =(0". )
( w) = (0" v, y,)
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Donc
(no nuiyi):(nO oui):Oo

Si on pose b, = 2u, y. , on démontre, comme dans la démonstration précédente, que
idi

b, est régulier.

L'existence de 1l'anneau de fractions se démontre en utilisant le fait que si b
A

est régulier, a quelconque dens A , 1'idéal & gauche (&b °. a) (ensemble des

A tels que Aa € Ab ) est essentiel dans A , donc contient un élément régulier b'.

5. Quelques propriétés d'un J-anneau.

PROPRIETE 5.1. - Dens un J-amneau de dimension n , tout demi-groupe multiplice-

- - - —— ——— PR

tif nilpotent est de puissance n-iéme nulle.

Soit S wun demi-groupe multiplicatif nilpotent. Supposons que sP £ 0 s Sp+l =0

avec p>n. On a
(0°.8) c (0. 8% c(0". ) ...

Les idéaux & gauche (0 °. Si) sont fermés (prop. 3.1) donc ils vérifient la con-
dition maximale. Tl existe wn i tel que (0 *. %) = (0 *. si*hy . (0. 8)
n'est pas mul, car il contient SP , donc (0 °. S) est de dimension au moins égale
a1.935i (0°. SZ) est différent de (0 °. S) , (O °. 82) est de dimension au
moins égale & 2, et ainsi de suite. Donc (O °. Si) est de dimension au moins égale
4 i, et comme il est au maximum de dimension égale & n -1 , 1<n -1 . On peut
glors écrire
Sp+1 _ sp-i Si+1

puisque p > 1i .

Sp-i c (0", Si+l)
donc

sP-1 ¢ (0 v, &b

et on en déduit que SP = 0 contrairement & l'hypothése. Donc p gn et s -o0.

e + e st tn e

PROPRIETE 5.2. - Dans un J-anneau, tout nil-demi-groupe multipdicatif engendré

par un nombre fini d'éléments est nilpotent.

o - 7 o i v —e g e ——— -

Démonstration dans [4], p. 199.

THEOREME 5.1. - Dans un J-grmeau, tout nil-demi-groupe miltiplicatif engendré

par un nombre fini d'éléments est nilpotent.

Soient S wun nil-demi-groupe et a, , & , ... , a8 N éléments de S . Le
; n
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demi-groupe engendré par les a; estun nil-demi-groupe. Donc d'aprés la proprié-
té (5.2), il est nilpotent, et d'aprés (5.1), il est de puissance n-iéme nulle.
Alors le produit a a; --. 8 est nul, et on en déduit que s =0. En particu-
lier, tout nil-idéal est nilpotent. Soit B la somme des idéaux nilpotents. C'est
le plus grand idésl nilpotent de A . On 1'appellera le radical de A .

PROPRIETE 5.3. - Soient I un idéal & gauche de A, et b un élément régulier.

Alors Ib est de méme dimension que I .

La démonstration ne présente aucune difficulté.

PROPRIETE 5.4. - Soient I un idéal & gauche de A, et b un élément régulier.
Alors

0°'.bpI=0".1,.,
On a d'abord bl c I, donc
(c*. I)c (0°. bI).
Soit A€ (0 ".DbI) . NI=0, donc Ab € (0", I) . On en déduit que
(0 *. bI)b c (0 ", I)

et on a les inclusions
(0. bI)bc (0°. I)c (0", bI).

(0 ". bI)b est de mfme dimension que O . bI . Comme (O *. I) et (0 ". bI)

sont des idéaux fermés (prop. 3.1), on a

(0 °. I) = (0 °. bI) (prop. 2.5).

PROPRIETE 5.5. - Si b est un élément régulier, (B ". b) =B .

S —— v

On a Bc (B . b) . Réciproquement si Ab € B , montrons que A € B . Par hypo-
these

(AB)2 =0, ou (Ab)2™2(AAb) (AND) = O .
Comme b est régulier, (Ab)™™ AXbAA = O , soit
(A6)™ Ak ¢ (0 . bAA) .
D'aprés (5.4), (0 °. bAA) = (O *. AA) . On en déduit que
(Ab)22. (A2 = 0 .
On proctde ainsi de proche en proche, et on en déduit que (AM™ = 0, donc que

AeB .

PROPRIETE 5.6. - Soit BP une puissance de B . Si X est un idéal & gsuche tel
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que XnB° =0, alors B’ X =0.5ideplus XcB, Pt x-o0.
TLa démonstration n'offre aucune difficulté.

PROPRIETE 5.7. - Soit X un idéel 3 ganche irréductible tel que X n %' =0,
X n BP £ 0. é}g{g

XnB=Xn (0. BY)

( (0 .* BP) est 1'annulateur & droite de BP ). D'aprés (5.6), on a X n B(O " BP).

Réciproquement, soit
Y:Xn(o-.Bp)u
BP ¥ = 0, donc .

BPYy=0 (prop. 3.1 et déf. 2.2).
D'autre part, d'aprés (2.4), X c BP , donc XY = 0 . Alors

Y2 =0 et YCB.

6. Anneau de fractions d'un J-anneau.

I1 s'sgit de savoir si le résultat valsble pour un G-anneau s'étend & un J-
anneau. Dans [1], nous donnons un exemple de J=-anneau qui n'a pas d'anneau de frac-
tions. Nous allons donner deux conditions suffisantes pour qu'un J-anneau possede

un anneau de fractions. Ces conditions sont les suivantes.:
(F 1) : Pour tout p , l'anneau Ap = A/(0 ." BP) satisfait & la condition (1 1).

(FR): 11 existe dans A une somme directe d'idéaux irréductibles qui contient

un élément régulier.

(F 1) est vérifide en particulier si A est noethérien & gauche.

(F 2) est vérifide si le radical B ne contient aucun idéal fermé non nul. La

[P - i e ion

construction est la méme que dans le cas semi-premier en considérant des idéaux ir-

réductibles fermés.

Lorsque (F 2) est vérifide, il existe n idéaux irréductibles Xi et n élé-
ments non nuls u; € Xi tels que la somme z Xi soit directe et tels que
no-. u; =0 . Alors b = 2 u, estun élément régulier.

PROFRTETE 6.1. - i la condition (F 2) est vérifide, sucun des u; n'est dans B.

Supposons qu'il existe un indice iO tel que u;, € B . Il existe alors un entier

p tel que Auio nBY £0, 0
bu; n Pt~ o .

D!apres (5.6), BP u, =0. D'aprés (5.3), BP b est de méme dimension que BP .
0



Comme BP b c BP , BY b est essentiel dans BP . Or montrons que BPp n.&ui =0

: , : 0.
ce qul prouvera que BP b & une intersection mulle avec Aui n BP , donc qu'il

n'est pas essentiel dans BP . En effet, 0

BPp= 2 BPqy
i#io

i

puisque BY u. = O . Donc
0

BP b c .Z. Aui
i,
et la somme 2 Aui étant directe, on a bien
M, n(2 Mu)=0.
Yo dA, T

On arrive ainsi & une contradiction.

Pour tout p , soit A.p 1'ammeau 4/(0 .° BP) et soit ¢p 1'application cano-

nique de A sur Ap . Nous allons démontrer le lemme suivant :

LEME 6.1. - Soit ae (0.° Bp+l) , a# (0." BP) . Soit X un idéal & gauche
de A tel que (@p(X) *. @p(a)) soit essentiel danw Ap . Si les conditions (F 1)

et (F 2) sont vérifides, il existe un élément régulier b' tel que
v (b') e X) °. .
.p( ) (Wp( ) @p(a))

I1 suffit de montrer que b'ae X + (0 .° Bp) . Pour ceci, nous montrerons que,
pour tout i, il existe y, €X; tel que u, y; £0 et y, aeX+ (0. BY) .
Alors, en posant b' = Z:ui ¥; » on aura comme dens la démonstration du théoréme
(4.1) et de la propriété (4.2)

btae X + (0 .° BP)

b

et b' régulier.
Nous allons partager les n éléments u, en 3 groupes :

- Ceux du ler groupe seront tels que Mu nB® =0 . Alors ue 0. ° BP (prop. 5.6).
- Ceux du 2e groupe seront tels que A n BP £0 , Mun Bp+1 =0.

ettt o,

- Ceux du 3e groupe seront tels que Au n Bp+l £0 . Alors u e Bp+1 .

Pour les uy des ler et 3e groupes, il suffit de prendre vy = 1, car les us
du ler groupe sont dans (0 .° BP) , et alors

u; ae (0 .° BP) .
De méme, puisque pP+1 a=0, BP*™ a =0 (prop. 3' 1). Donc pour un u; du 3e

groupe,

'll.a:o.
1
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I1 suffit d'étudier les u du 2e grovpe. Pour un tel u ,
Mun (0. BP) =AunB (prop. 5.7).

Comme Ay ¢ B, Mg (0.° BP) . Mors q)D(Au) £ 0 . Comme (‘Pp(X) °. (pp(a)) est

essentiel dans Ap s

@p(Au) n (@p(X) . wp(a)) £0.
Done il existe un idéal non nul @p(Y) tel que
Yo cX + (0 . BP) , Y ¢ (0. BP) .

Comme X n (0.° B?) =X nB,etque YZ(0."BP), Y£B,et Y n'est pas
nilpotent. Comme pour la démonstration de (4.2), on voit que uY £ 0 . I1 existe
un y €Y tel que uy £0 et yae X + (0 .° BP) .

THEOREME 6.1. - Un J-anneau qui satisfait aux conditions (F 1) et (F 2) posséde

un anneau de fractions.

Soit b wun élément régulier. Montrons que dans A wp(b) n'est pas diviseur
de 0 a droite. Soit A tel que @p(h) @p(b) = 0, c'est-a-dire tel que
Ab e (0.° BP) . Alors BY Ab =0, et comme b est régulier

BPA =0, Ae (0. B et ¢p(x) =0.

A étant de dimension finie, cela entraine que A.p o (b) est essentiel dans
Ap[ 1. Donc, pour tout a £ (0 .° BP) , 1'idéal (wp(Ab) . wp(a)) est essentiel
dans A .

P

Nous pouvons alors asppliquer le lemme (6.1), et pour tout a € (0 .° Bp+l) s
a g (0." BP) , il existe b, régulier tel que
(1) by aei+ (0. BP) .

En particulier, si ae€ (0 .° B) , la formule (1) se réduit &
(2) b, aeib .

Pour montrer qu'il y a anneau de quotients, il suffit de montrer que, pour a quel-
conque, Ab °. a contient un élément régulier. C'est vrai pour tout élément de

(0 .* B) d'aprés (2), supposons-le vrai pour un élément de (0 .~ BP) , et soit
ae(0.* Bp+1) , af (0. BP) . La formule (1) peut s'écrire

b, a=2a b+ a a' € (0.° BP) .
D'aprés 1l'hypothése de réeurrence, 3 b} régulier tel que by a' € Ab . Alors

(bi bl)a e b .
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(&b °. a) contient bien 1'élément régulier D' = bj b, , et le théoréme s'établit
par récurrence.

THEOREME 6.2. - L! anneau Qq _fqgc_@iops_ ud'un J -anneau _qlpnlimsatisfai_t aux ‘C.Q‘ﬂ.d:i_‘i}_ip_n_%

————— e - N - v — e - v

(F 1) et (F 2) est artinien & gauche.

Soit F(A) cet anneau. Soit 3 un idésl de F(A) . & n A est un idéal de A
non nul, et on a & = F(A) (3 n i) . Il suffit alors de montrer que si 1l'on a une
suite décroissante d'idéaux Xy de A, il existe un entier K, tel que pour

K},Ko,onait:

F(O)X, = F(A)X,,, -

Supposons que, pour K > Kl s

5 . p+l o P
AKC(O.B ), xK;é(o..B).

Dans Ap les idéaux non nuls cpp(XK) forment une suite décroissante. Il existe un
entier K2 tel que, pour K 31{2 y

dim Lpp(XK) = dim cpp(XK+1)

puisque Ap est de dimension finie, ce qui veut dire que ¢ (Xv est essentiel

)
K+l
dans kpp(XK) , ou encore que si cpp(a) € q)p(XK) , 1'idéal (cpp(XK+1) .. tpp(a)) est

essentiel dans Ap .

Posons Ky = sup(Kl R K2) + 81 K>Ky, pour aeXp ., le leme (6.1) s'applique.

Done il existe b; régulier tel que

(1) b, aeX + (0 ." BP)

K+1
En particulier, si la suite XK est contenue dens (0 .° B) , il existe b1 tel
que

ou aeb-lX

(i) b1 aeX D S

K+1
donc

7 w
Xp ¥ (A)XK+1

ce qui prouve le théoreme pour une suite d'idéaux de (0 .° B) .
Alors 1'égalité (i) permet d'étendre le résultat par récurrence & une suite quel-

conque d'idéaux de A .

PROPRIETE 6.2. - Le plus grand idéal nilpotent de 1'anneau artinien F(A) est

F(B) = F(A).B .

Soit F(B) 1e plus grand idéal nilpotent de F(A) . On a
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F(B) = F(A).(F(B) n &) .
F(B) n A est un idéal nilpotent de F(A) , donc contenu dans B . On a bien
F(B) c F(A).B .

Réciproquement, montrons que F(A).B est un idéal nilpotent de F(4) . Pour ceci
montrons que
(F(4).B)P = F(4).BP .
)2 . On voit facilement qu'un élément de (F(A).B)2
s'éerit sous la forme b~ B pr Bt ou b et b' sont réguliers et P et B’

Considérons par exemple (F(4).B

sont des éléments de B . On peut écrire
-1 -1
g™ = b7 py

soit b} Bp=p} b’ , b

est régulier, on en déduit, d'aprés (5.5), que pjeB . On peut écrire

est régulier. p; b' € B puisque B e B . Et comme b’

b'1 B b"1 B! = -1 bi‘l(pi ') avec Bj B' € 32 .

Ceci prouve que

(F(4).B)* = F(4).B°
et on en déduit facilement que

(r(a).B)P = F(a).BP .
Donc

(F(a).B)" = F(4).B" = 0 .
Soit F(A).B ¢ F(B) ce qui prouve bien 1'égalité
F(A).B = F(B) .
PROFRIETE 6.3. - F(A) est un anneau de méme dimension que A et somme directe

------ et s o o e

d'idéaux irréductibles.

e . e . e o

La démonstration est immédiate.

§§§§££g. - A est 1'anneau des matrices de la forme

o O p
o & o
= o 0

ou les coefficients appartiennent & un anneau d'intégrité T . C'est un J-anneau
de dimension 3 . Les conditions (F 1) et (F 2) sont vérifides. L'anneau de frac-

tions J(A) est 1'anneau des matrices de la forme
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3 coefficients dans le corps des fractions de T . C'est un anneau artinien.

[1]
[2]
(3]
[4]
[5]
[6]
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