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Séuinaire DUBREIL-PISOT 5-01
(Algdbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 5 7 décembre 1964

APPLICATIONS DI’ LA THEORIE DES HYPERTAS, IT.

par Maurice KOSKAS

Nous donnons dans cet exposé d'autres applications de la théorie des hypertas.
Nous utilisons les notations déj& employées dans [4] et [5]. En particulier, D
est un demi-groupe, (D , R , £) est Ie bi-hypertas qui lui est associé, (E,0)

est un hypertas, (E , @l ’ @2) est un bi-hypertas.

1. Caractérisation des demi-groupes complétement simples sans zéro.

THEOREME 1. - Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) (D , R' , £) est un bi-hypertas.
(b) (D, R ,£') est un bi-hypertas.

(c) D est complétement simple sans zéro.

(4) ab=cd = JueDdD: b=ud, c=au.

Démonstration.

(a) & (b). - (D,R ,£') est en effet le bi-hypertas inverse de
(p,Rr*,e).

(a) <& (d). - En effet si a , b sont deux éléments quelconques de D , 1'éga-
1ité alo Oy =0y 0 T dquivaut manifestement 2 la condition (d).

(¢) = (d). - Ceci découle immédiatement de la représentation matridielle de

Rees des demi-groupes complétement simples sans zéro [6].

() =3 (c). - Soient a , b €D . De 1'égalité ab = ab , il découle 1l'exis-
tence de u€ D tel que b=ub, a=au . On a alors b2 = ub2 s il existe donc

vE€ D tel que u=5bv, b= vb2 .

De m8me il existe w€ D tel que u=wa, a=a W.

D est donc inversif & gauche et & droite, et, par suite, est réunion de groupes,
ceci en vertu d'un résultat de R. CROISOT [3].

On a d'autre part a = au = abv . D est donc simple sans zéro.

Un résultat classique [2] permet alors d'affirmer que D est compldétement simple

sans zéro.
C. Qo F. D,
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COROLLAIRE., - Tout sous-demi-groupe unitaire D' d'un demi-groupe completement

simple sans zéro est complétement simple sans zéro.

En effet D' vérifie manifestement la condition (d) du précédent théoréme.

2. Rappels de résultats.

Nous avons établi dans [4] les résultats suivants :

THEOREME 2. - Pour que E contienne un complexe ®-net minimal, il faut et il

suffit que les conditions suivantes soient réalisées :
(a) Vzxe E, F30e® : 0x)#£o¢.

7 - - 1
(v) Tout ®-idéal de E , non vide, contient un ®-idéal minimal (7).

Dans ces conditions le cardinal de tout complexe ®-net minimal est égal au nom-

bre de ®-idéaux minimaux de E .

En appliquant ce théoréme & 1'hypertas (B ,®') , il vient le théoreme suivant.

THEOREME 3. - Pour que E contienne un complexe ®-générateur minimal, il faut

et il suffit que les conditions suivantes soient réalisées.

(a) E=0E .

1
(b) Tout ©-idéal de E , distinct de E , est contenu dans un ®-idéal maximal (7).

Dans ces conditions lc cardinal de tout complexe ®-générateur minimal est égal

au nopbre de ®-idéaux maximaux de E .

3, Applications des théorémes précédents.

(A). - Supposons D abélien et artinien ; D posséde alors un complexe net mini-
mal A (car tout idéal non vide contient un idéal manimal). De plus, D étant
abélien, il possede au plus un idéal minimal. (Car 1'intersection de deux idéaux
non vides de D est un idéal non vide.) Il en résulte que 4 est réduit & un
seul élément, autrement dit que D posséde un élément net. Il est bien connu que

D possdéde alors un sous-groupe comme idéal, c'est-3-dire est un homogroupe [7].

On a donc établi la proposition suivante (due & P. LEFEBVRE [8]).

PROPOSITION., - Tout demi-groupe abélien et artinien est un homogroupe.

z

l P - . 3 rd 7 b
( ).Rappelons que lorsqu'il n'existe pas de @-idéaux propres, E est considéré a
la fois comme un ®-idéal minimal et un @-idéal maximal.
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(G. THIERRIN [7] a montré directement qu'un demi-groupe abdlien fini est un homo-

groupe. )

(B). - Demi-groupes simples. - Supposons que D soit simple, et que la famille

Fg de ses iddaux 3a gauche minimaux soit non vide.

On sait [2] alors que tout idéal 2 gauche de D est réunion d'idéaux a gauche
minimaux. Donc D posséde un complexe net & gauche minimal A , de méme cardinal
que Fg .

D'autre part, si D n'est pas simple a gauche, les idéaux 3 gauche maximaux de
D sont ceux qui sont réunion de tous les idéaux minimaux de D sauf de 1'un d'eux.
I1 v a donc autant d'idéaux & gauche pinimaux que d'idéaux a gauche maximaux, et

1'intersection de ces derniers est vide (2).

En outre, il est clair que tout idéal & gauche de D , distinct de D, est con-

’ by K3 . 2 N\
tenu dans un idéal & gauche maximal. Puisque ona D =D , D possede un complexe

générateur & gauche, minimal, équipotent & A .

Notons enfin qu'il découle tout de suite de la forme des idéaux & gauche de D

que les treillis qu'ils constituent est booléen.

Nous résumons tous ces résultats dans la proposition suivante.

PROPOSITION. ~ Tout demi-groupe D simple, possédant un idéal & gauche minimal,

contient un complexe net A gauche minimal et un compleze générateur 34 gauche mini-

mal ; ces complexes sont équipotents.

En outre 1l'intersection des iddaux 3 gauche maximaux de D est vide ou égale a

D, et le treillis des idéaux & gauche de D est booléen.

Nous alldns meintenant établir un ensemble de réciproques de cette proposition,

fournissant des caractérisations des demi-groupes simples.

PROPOSITION. - Si le treillis des idéaux & gauche de D est booléen, D est
simple.

En effet, dans ce cas, le complémentaire d'un idéal & gauche principal est un

idéal & gauche. On a donc :

x ey = y edxu {x} .

Par suite, tout idéal & gauche princirp.el est minimal, D est réunion de ses

2 3 14 . . by . . ’ \
( ) Si D était simple & gauche, cette intersection serait égale & D .
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idéaux & gauche minimaux, donc cst simple.

PROPOSITION. - Si 1'intersection des idéaux & gauche maximaux de D est vide,

D est simple.

Nous démontrons cette proposition en établissant deux lemmes sur les hypertas.
P

LEMME., - S'il existe des @ -idésux propres, et si E est réunion de ses

@ -idéaux winimaux, alors 1'intersection des ® -idéaux maximaux de E est vide, et

de plus E est réunion de ses 0 '-idéaux minimaux.

Ce lemme est évident, car les ®-idéaux maximaux de E sont les ensembles qui
sont réunion de tous les @ -iddaux minimaux de E sauf de l'un d'eux, et donc ont
une intersection vide. De plus tout ® '-idéal minimal est le complémentaire d'un

® -idéal maximal.

En appliquant ce lemme a l'hypertas (E ,0') , on obtient le lemme suivant.

IEMME, - Si l'intersection des @(=idéaux maximaux de E ext vide E est réu-~
_——-———-—’ —————————————

nion de ses (~idéaux minimaux.

Ce lemme appliqué au tas (D, £) entratne que D est réunion de ses idéaux a

gauche minimaux, donc est simple. Ce Qe Fo Do

4. Comparaison du cardinal de 1'ensemble des (-iddaux minimaux et du cardinal de

1'ensemble des @~idéaux maximaux.

Pour effectuer cette comparaison, supposons que E posseéde un complexe K ,
O-net minimal, et un complexe G , @O-générateur minimal. Nous avons vu que le car-
dinal de K (resp. de @) est égal au cardinal de la famille des @©-idéaux mini-

maux (resp. maximaux). Il suffit donc de comparer :ard X et card G .

Pour cela, remarquons que K et G sont des complexes @{@'-nets. ((®, o
est 1l'hypertas stable associé & (BE , ©) .) Supposons un moment que, moyennant
certaines hypothéses, on ait montré que K est @ -net minimal (3) Dans ce cas,

G contient un complexe @O"-net minimal, équipotent & K , et par la suite on a :
card X g card G .

En d'autres termes, il y a moins de ®-idéaux minimaux que de @ -idéaux maximaux.

(3) Pour cela nous utiliserons le critere suivant :
Un complexe K de E , @ -net, est @ -net minimal si

xe K, dx)nkK#¢p = o(x) nX = {x} .
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Le théoréme suivant fournit une catégorie importante d'hypertas pour lesquels

cette conclusion est valable.

THEORRUE 4, - Si (B , ®) vérifie la condition notée (R)

xeou), ye o) == 0xndy#g¢ .

Alors tout complexe K , @-net minimal, est aussi @"~-net minimal.

Démonstration. - Il faut montrer que si k , k'e K, ¢p& @" , et si ke cp(k‘) ’

ona k=%k'.,.
¢ est composée d'applications appartenant & ® ou a @', ctest-a-dire dtappli-
cations de la forme ©e€ ® ou @,F (ot e ©) .

Supposons que ces applications soient au nombre de n . On va faire une récurrence

sur n .

n=1,-0na ke ok') ou kee,l“(k’) , avec O, O' € ® ; soit

ke Ok') ou k'e O (k) .
Ces relations entrainent k = k' , puisque K est ®-net minimal.

On fait alors 1l'hypothdse de récurrence suivante : si ¢ est composée de n ap-
plications appartenant & Qu ®' , k = k' . Montrons que 1l'on a. la méme conclusion

lorsque ¢ est couposée de n + 1 applications appartenant & ® u @' .

Compte tenu de la relation I o O'F = ot OF , deux cas peuvent se présenter :

9
(‘P::OIFOOZOO;I‘OCPZLO‘"O(PH-FI; @1,02,656\@, Q4,"‘,Cpn+16(gu®‘
ou bien

(P: OO F (P " . !
1 @20030 4 © OQPIH_]_, 61,02,(%E®, cp4,"',q3n+1€69uw

Ces deux cas se traitent de la m&me fagon. Supposons, par exemple, le second réali-

sé. On a donc :

Te O

kGOlo 2 0@ © e 0 @y (k') .

%

I1 existe x , ye E tels que :
(k) .

En vertu de la condition (R) appliquée &3 k et y , il existe O et Ore @
tels que k) o' (y) # ¢ .

ke Ol(x) , JE 02(x)n (030 Pyt e P
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Ona ke gl o o' (y) , soit :

k GOI‘ o(O' 005) o(p4 0 e0s O (Pn+l(k,) s

L'hypothése de récurrence entraine k = k' .
C. Q. F. D,

Exemple d'hypertas vérifiant la condition (R) .

(a) Si (E, ®) est un tas, et si ® est un demi-groupe abélien, (&, Q) vé-
rifie la condition (R) .
(b) Meme conclusion si E est réunion dc ses ®O-idéaux minimaux et est tel que,

pour tout x€ E , il existe O €@ avec Ax) £ ¢ -

Dans ce cas en effet, les relations x e Ou) , ye 0'(u) entrainent que x
et y appartiennent & un mfme ®-idéal minimal L . Ona L = ®x , donc y appar-
tient a @x .

On peut maintenant appliquer le théoréme précédent & 1l'hypertas (B, ®) .Ilen

résulte le théoréme suivant.

THEOREME 5. - Si (E , ®) vérifie la condition notée (R')

@Xn@yfl-gz) = JuekE: x€ bu, y €bu,

alors tout complexe G , ®-générateur minimal est @"-net minimal.

La démonstration est évidente car (E , @) vérifie la condition (R) si et seu-

lement si (E , ®') vérifie la condition (R') .

Exemples d'hypertas vérifiant la condition (R') .

(a) si (B ’ ®) est injectif et surjectif, et si & est un demi-groupe abélien,

(B, ©) vérifie la condition (R!') .
En effet (E , 0') est alors un tas vérifiant la condition (R) .

(b) MBme conclusion si E est réunion de ses @®idéaux minimaux et vérifie
E=®En

Dans ce cas, en effet, la relation xn®y # ¢ entralne que x et y appar-
tiennent a un m8me idéal minimal L . Il existe d'autre part u € E , tel que x

appartient & @ . On a alors L = @u .

Applications des théordmes 5 et 6.

Rappel. - Etant donnée une partie A de D , nous posons :
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R(4) = {x €D : e A pour un n > 0}

si n>0, A(n) ={x€D, Jaeh: x= an} .

PROPOSITION - Si D posséde un complexe A tel que D R(A) , minimal pour

(n)

cette condition, et un complexe B tel que D= |y B
n>0

, minimal pour cette con~

dition, on a

card A g card B .,

Démonstration. - Soit ® 1le demi-groupe abélien constitué par les applications de

la forme x — x° (x€ D, n entier >0) .

(p ,# ) est un tas vérifiant la condition (R) , A est (P-net minimal, B est

P-générateur minimal.

La proposition découle alors du théoréme 5.
Co Q. FO DO

Soit maintenant un demi-hypergroupe H . Examinons quand 1'hypertas (H ’ £) vé-

rifie les conditions (R) ou (R!) .
I1 est immédiat que (H , £) vérifie la condition (R) si et seulement si
x€EHxu, y€ Hxu = H4xx nHxy # D .
Cette condition est notée (Rg) .
D'autre part, (m , £) vérifie la condition (R') si et seulement si
HyxnHxy#4¢ =3 uelH: xeHyiu, yelxu .
Cette condition est notée (R'g) .

(Evidemment ces conditions sont également définies lorsque H est remplacé par
D.)

I1 découle alors des théorémes 5 et 6 le théoréme suivant.

7/ \
THEOREME 7. - Supposons que H posséde un complexe net & gauche minimal X , et

un complexe énérateur 3 gauche minimal G (4).

(a) Si H vérifie la condition (Rg) , on a

card K g card G 3

(4) Ceci est réalisé par exemple lorsque H est artinien et noethérien & gauche, et
vérifie H 4  H=H .
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il y a moins d'idéaux 2 gauche minimaux que d'idéaux & gauche maximaux.

(b) Si H vérifie la condition (R' ) , on a
——— g ——————

card G ¢ card K

il y a moins d'idéaux & gauche maximaux que d'idéaux & gauche minimaux.

Nous allons maintenant examiner le cas o H est remplacé par D .

(a) Si D est simple et réunion de ses idéaux & gauche minimaux, il vérifie
(Rg) et (R‘g) . On a vu plus haut que D posséde un complexe net & gauche mini-

mal, et un complexe générateur & gauche minimal.
On retrouve alors 1'égalité déja mentionné entre les cardinaux de ces complexes.

(b) Si D est abélien, il vérifie (Rg) . Mais dans un tel demi-groupe, il
existe au plus un idéal minimal, et donc 1'inégalité card K < card G du théoreme 5

est ici sans intérét.

Toutefois, on peut affiner de la fagon suivante 1l'étude :

D est dit quasi abélien & gauche si

Va, b, ce D, abc =bac..

I1 est clair que D est quasi abélien & gauche si et seulement si le demi-groupe
£ des translations & gauche est abélien ; dans ce cas le tas (D, £) vérifie la

condition (Rg) , et on peut lui appliquer le théoréme 5.
Nous n'insistons pas.
(c) Rappolons une définition, due & P. DUBREIL [1].

D est dit réversible & gauche si

Vx , v €D, Dany;égb.
Evidemment un demi-groupe réversible & gauche vérifie (Rg) .
Voici deux exemples de demi-groupes réversibles a gauche.

by

Tout homogroupe est réversible & gauche. - En effet, supposons D un homogroupe,

et soit e son élément unitif, c'est-id-dire 1'élément neutre du groupe g , idéal

de D. Soient x , y €D .Ona exe g, eye g .

Puisque g est un groupe, il existe u &g , tel que ex = uey . Donc
Dx Dy £¢ .

Tout demi-groupe réunion de groupes dont les indempotents commutent est réversible

& gauche. - Soit D wun tel demi-groupe, et soient x , y € D . Il existe e , T
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idempotents de D, x' , y' € D tels que e=x'x, f=y'y «.Ona
fe = fx'x = ef = ey'y .
Donc Dx m Dy # O o

(a) Supposons que D soit une réunion de groupes dont les idempotents commutent,
et de plus que, pour tous idempotents e , f & D, il existe un idempotent g e D
tel que e=ge , f=gf . (Ceci est par exemple réalisé lorsque 1'ensemble des

idempotents de E forme un treillis.)

Dans ce cas D vérifie non seulement la condition (Rg) , mais aussi la condition

(R ) .

g
En effet soient x , y& D . Il existe deux idempotents e et f tels que

Xx=%xe, y=yf . Il existe donc aussi un idempotent g tel que e=eg, f =1fg.

On a
x=xegeDg, y=yfge Dg.

De ce qui préceéde découle tout de suite le théoréme suivant.

THEOREME 8. - Supposons D globalement idempotent, artinien et noethérien a gau-

che (par exemple fini et vérifiant 0° = D).

BN

(a) Si D est réversible a gauche (en particulier si D est un homogroupe, ou

une réunion de groupes dont les idempotents commutent), il y a moins d'iddaux & gau-

che minimaux que d'idéaux & gauche maximaux.,

(b) Si D est réunion de groupes, que deux idempotents quelcongues commutent et

possédent un diviseur commun, il y a autant d'idéaux & gauche minimaux que d'idéaux

a3 gauche maximaux.
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