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Séminaire DUBREIL-PISOT 401
(Algébre et Théorie des nombres)
18¢ annéde, 1964/65, n° 4 %0 novembre 1964

ORDRES MAXIMAUX

par Julien QUERRE

Introduction. - La notion d'ordre apparait dans plusieurs théories.

19 8i K est un corps, tout anneau d'intégrité commutatif unitaire ayant K

pour corps des fractions est dit ordre de X .

20 Plus généralement, si R est un ordre de K et I wune algébre de dimension
finie sur K , on appelle réseau de X , tout R-sous-module de Z , de type fini,

qui engendre X . Tout anneau qui est réseau de I est dit ordre de Z .

30 Le sous-semi-groupe des éléments entiers d'un groupe ordonné G est appelé

cBne positif ou ordre de G .

40 Un sous-ensemble S d'un monoide D est appelé ordre d'Asano de D si :

- S forme un sous-monolde de D avec élément unité ;
X .
~ D est un monolde-quotient de S selon D* n8 (D" désignant 1l'ensem-
ble de tous les éléments de D ayant un inverse) 2
clest-a~-dire que, pour tout x € D, il existe o et o' € D" nsS , tels que
aX 5 Xa €S .

Tous les ordres ainsi introduits ont la propriété commune d'intervenir comme é1é-
’ 3 Id ’ - 3 . . 2 . . 3 3
ment d'un monoide résidué vérifiont la condition o g o « C'est ce qui va justifier

1ltexposé.

1, Monoides clos [3].

Soit G wun monoide résidudé. On appellers ordre dans G , tout m € G, tel que
2 .
m gm. Quel que soit xe G, x " x et x . x sont des ordres, appelés res-
pectivement ordres a droite et & gauche associés & x  Si x € G , on posera :

= (x ."x) "o x .

Un monofde résidué G sera dit totalement clos (ou <i—nomal) si l'ensemble des
ordres associdés aux éléments de G admet un plus grand élément ¢ dit é1ément

bimaximum de G ;3 ¢ est équirédsiduel.

i

Ltéquivalence x =y (ag) s 8i, et seulement si, ¢ : x = ¢ ¢y , fournit pour la
loi induite, un groupe-~quotient G/a8 homomorphe & G . Ce groupe est isomorphe 2

(}€= {fesx; x €G] muni de la loi
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(e :x)o(ecty)=€c:yx.
Un monolde G totalement clos, d'élément bimaximum € , sera dit nogg; ement

clos ( 0~nomalement fermé) si, quel que soit xe€ G, ona
et (x° ee)=e:(x."€)=€:x.

Enfin, un monoide G totalement clos, d"élément bimaximum € , sera dit inté-
gralement clos ( d~totalement fermé) si tous les ordres associés sont égaux & € .

Yh monoide résidué G sera dit B-totalement clos ( B-nomal) s'il existe un

élément P vérifiant la condition

et tel que, pour tout x€ G,

B:X(ﬁ o. X) :(ﬁ .o X)Xo
B est dit B-élément. Un B-élément s'il existe est unique, c'est un idempotent
appartenant au centre de G .

Un monotde G , B-totalement clos, dont P est le B-élément, sera dit B=

nomalement clos si, quel que soit x € G, on a

-1

(x*ex) e p=1(x."x% .

Enfin, un monotlde intégralement clos, B-totalement clos, sera dit B-intégrale-

ment close

On montre qu'un monoide résidué unitaire est un groupe ordonné si, et seulement

si, 1'élément neutre est B-élément.

2. Ordres maximaux.

Soit G wun monoide résidué. Un ordre de G sera dit maximal s'il n'existe au~
cun ordre plus grand. Un élément x € G sera dit normal si ses ordres associés
sont maximaux.

Si un ordre w est maximal, w2$w implique WKW . W et WEW.L" w3

c'est donc un élément normal.

] []
THEOREME 2.1. - L'ensemble N des éléments normaux de G est un sous-monoide

résidué de G . Si w est un ordre maximal, 1'ensemble N, des éléments normaux

a

de G, ayant w pour ordre associé & droite et & gauche, est un sous-monolde Té-—

sidué de N .
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Soient x , y appartenant & N .

jx'.xgxy'.xy
g => xy €N
T ySsxw S oxy |
)’A'x Lxg(xtay) e (x 0. y)

7 y<x’y) " (xy)

=> X +y€EN.
De méme, x .  y €N .

Soient Nw-_-{xeN; X‘ex=x."X=W},et x et y deux éléments de N, -

w=x ‘e x<xy ".e xy

= xy‘EN
w=y "y <y o oxy
w=x "exg(x° .y *e(x"'.y)

=> X .yer

w=xSxgESY) LY
=> Xo.yer [
w=y ey<xy) te (xS y)

NS NN
€
1
o
§4
N
~
b

N, est donc un monolde intégralement clos d'élément bimaximum w . L'ensemble

-1
d = {x ; xell }

est donc un groupe pour la loi Lo y"l = (;y'x)"1 . On dira que c'est le groupe
associé & 1l'ordre maximal w .

-1y=1
En particulier, x € <I>w , si et seulement si (x L =X .

51 w et A sont deux ordres maximsux distincts, il est immédiat que ¢, et

d>)\ sont disjoints. L'élément f = w ". A sera dit conducteur & gauche de 1l'ordre

maximal A par rapport & 1l'ordre maximal w . On a

fo'f;')\.

wo
H
L ]
*
H

f.of:"-w

e
H
.

.
Hy

= W .

En particulier, ni f , ni f-l s n'appartiennent & 1'un des monoides Nw et
N, o Par contre, si xe G, y:i‘xf""l eN, et 7=t xf € N, . En effet,

w:f'-f$y.-y=f‘xf-l .ofx:f-l d‘Q‘.l w:'y.'y,

-1

w:f o.f sy.'yf—'—f}Cf—lo.fo d'Ol\l w'—'—y:.yo
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THEOREME 2.2. - Si w et A sont deux ordres maximaux distincts, leurs groupes
associés ¢>\ et <1>w sont isomorphes.

(a) L'application de &y

dans N, : u-T=fu gt est injective.
- - -l -1
. u=v = fuf = fvf  ,
dtoh
W rurl = w g pvet ,
soit
RPN oL R S g
I1 vient alors
(f'l .’ uf"l) A (f’1 .t f-l) A ,
d'ou
(f-l .o f—l) l. uf—l = (f—l ‘n f—l) o. uf-l y
LN 3 L] ‘-1 [ -1 N
clested~dire A ." uf =A ." vf , d'ad
(}\ c. u) .. f-l 1

R et (#H T u= @ Ht Ly
soit

[t v ce=teH ™t o) e,

dtoh A :u=A:v, soit u=v, puisque u et v

sont des fermés dans l'ap-
plication x->A *. (A .° x) .

(b) L'application ¢ : &

L » @, telle que ¢(w) = [(®)™']™" est injective.
Remarquons que U e N entraine (111')"1 e &, puis [(ﬁ)-l]"l €o .
Soit ¢(u) = ¢(v) , d'oh

o]~ = [o(v)]™"

et, puisque ("ﬁ)—]‘ €3, ,

- =L J—

@ =",

clest-d~dire
w s fuf = =

ce qui implique u =v , d'aprés (a).
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(c) L'application ¢ est surjective.

Soient v € @w y W= £ ovr e Ny , et u= (w-l)-le ¢y ydonc u=A%. (A: f-lvf) .

=) A e ) = A A (s vE)]) . g

-1 -1 -1 -1

f .’u:(?»:f-lvf) e f=(A°.f) S vE =T T v =w . VP

£ uf _-.w.'vff'l:(u’.v).‘ff"l=(w.'ff‘l)‘.v.-.(f“l.'f"l)‘.v:w'.v,

et

(Y H (f-l l. uf-l) =V

Par ailleurs,
(@ 2w: (w:ed) =ws (0wl

done v = [(171)"]']"'1 , et v a donc pour antécédent u = (w"'l)"l

[ ]

(d) ¢ est un isomorphisme de groupe.
Notons # la multiplication dans @A , 0 o 1a multiplication dans <I>w .

plurv) = w ¢ [w e f(uw)f'l] R
or

Wi Pl 2w ) (wa)] 2 E e )] L ) ()]l £
d'oh

1 - . -
fl. uvfl,

[(w:7) o (w:T)]

W s flum) ™ = [ w) t.£] LT

pu) cp(v) =[w: (W :W] ocfw: (wW:9] =w

=w: (wewv) ,

WrEF=w s fuf Ve = [(w . fufh) Lt £] Lt oveh
[ ) -'l ) . . Cond Cand . - . ]
@ e fuf™) L f= (W) et = (7 L £ L fu=a t. fu
=M . u) o= . f) cou= Cu,
done
Wrw =L we
a'oy

-

Wi =w ¢ fluav)et y
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soit
ws:s W) =w: (0 f(u*v)f'l) ,
finalement

¢ (urv) =9 (1) o o(v) .

Remarque. - L'application de ce théoréme au monoide résidué des parties P,
d'un groupe serait sans intérét, G étant évidemment un ordre maximal, s'il n'é-
tait pas possible d'introduire une notion d'ordre maximal plus forte.

On appellera ordre maximal propre S de P, un élément tel que S=S."5S=S"°.S

et qui n'est contenu dans aucun extre orlze que G .

Si S et U sont deux ordres maximaux propres de PG dont le conducteur F

=8 ". U n'est pas vide, alors le théoréme précédent subsiste.

2+ Sous-monoides résidués ou non d'un monolde résidué et ayant une image homomor-

by

phe et isotone & un groupe.

a

Un monolde ordonné ayant une image homomorphe et isotone & un groupe sera dit
quasi-clos.

On appellera ordre-~d d'un monoide résidué G , un élément o tel que

° »

a . ada=0a ., A=0a,

IEMME 3.1. - Si o est un ordre-d , tel que, pour tout me G, on a om. oam<ga

et m ‘. maga, alors a est équirdsiduel.

ame”omgo => (om’.m) . amga'.m = a."mga‘.m d'cl a. mga'.m .
De méme,
me.emago => (ma."m).maga.'m => a‘.miga."n = a'.nga."m .

- 81 a est un ordre-=d , notons D, 1'ensemble des x € G vérifiant les rela-
tions

(a ‘o X) .0 (a .. X) :(a o. X) .. (a .. X) =Qa .
D, n'est pas vide, puisque a € D, -

LEMME 3.2, - Pour tout xeDa,ona a‘‘.x=a.,"x.

(@ ax) "o (0" ax) =[(a."a) ." x] *. [(a.° q) S xl=a

(0 *exa) o* (@ x) =[(a . 0) "o x] ." [(a°. q) *. %]

i
Q
VoV
g

el

Le lemme 3,1 donne alors le résultat.



IEMME 3.3.-5i x €D, ,alors a :xeD, ,etl'application x »a : (a : %)

est une fermeture dans Dy *

a=(@:x)." (@ x)<la (@ :x)] fa . (@ x)]ga (@ 1x)] e x=(a:x)."(a: %) =a
a=(asx) " (a:x)sa’e(@::x)]fa "c(a:x)]g[a’ (@) x= (@t x) e (as X)=a.

Donc, si x €D, , 1l en est de méme de o : x , donc aussi de Q : (a2 %), et
1l'application x »a : (a : x) dans D, est la restriction de celle définie dans
G .

IEMME 3.4, = Dcx est un sous-monoide de G .

. . *
Etablisscns que, si xe D, , & . =0 . Posons y* =a: (a:y), ve Dy »
d'au
Xk o * * . *
y o y - y . y = O .
Donc,
- X, * ’
y S o
mais,
0, & aa:(a:y) = ay* ’
d'ou
L=

En particulier, si y=a : x, ona

G.y*=ﬂ. = 5

car y*'-:yo

aa:x'—‘aa entraine asr(@:x') =(a:x):[(a:x):x]; si x' €D, , on
a
a=(a:x) s (@:x) ={(xsx):fa:mxTtex =(0:xxt) s (a:xx') .
Done x , x'e D => xx'eD .
o o

L [
THEOREME 3.1+ - Il v a bijection entre 1'ensemble des ordres-d et 1l'ensemble
des sous-monoides guasi-clos maximaux de G .

Soient o un ordre~d , et D, 1le sous-monoide précédemment défini qui lui est
associé. Les lemmes précédents et les théorémes 10 , 12 y 13 de [1] permettent
d'affirmer que D, est quasi-clos. L'homomorphisme isotone est ici la fermeture
x->a: (@ :x), et on peut prendre pour groupe-image <I>(; ={a:x; xe Dy
muni de la loi (@ :x) o (@ :y) =a : yx .



Remarque. -~ S1 Da
ment bimaximm o .

Soient a wun ordre-d , et I‘a

a . (x °.

l'ensemble des x € Da

L

@) =a ." (x."a) =a :x;

Fa n'est pas vide, puisque a € I‘a .

Evidemment, si x €T , a .

ax .0 o) . alx . a) €

L] .

(x " o, (x .° da <

donc, selon le lemme 3.7,

a.o(x .0 oa)

On aurait de méme

a..(X°.a)=

IEI\M :-::::c -~ §_§<

est une férmeture

dans [ -

Si xel , . eD et a:
X) o o)
x) *. a]

et aussi a

a . [(a
a . [(o s

a:xel"a,

dans T o est la restriction de

Donc,

IEMME Zc€e - T
a

zel ,alers a: xa T

Xx=0a . x.De plus,
o. O.(X 0. a)] = Qq

v (x .7 d)a]

[a . alx . a)] ". [«

[a e (x.° o " [a

1
[e]

a . (x .0 a) .

a. (x° . a) .

, et 1'application x »a

(o4

x € D, d'aprés le lemme 3,3, De plus,

"[(a:a) "ox]=

“e[(@za) S x)l=a’. (a:

I}
Q

1
Q

s (@ : x) , et 1'application x > a ¢

celle définie dans Dy

est un sous-monoide de Da .

Soient x et y deux éléments de

D'autre part,

(x.a)=a: (x° . a)

a, étant r?-mliére 3 droite pour la miltiplication xy = (x .° a)y (aa) ; or,

(x
Mais,
G ¥ .

o

a:[a

donc, en raison de la convexi'”

‘e (0" xy)] .=

I, 3 done, d'aprés le lemme 3%.4,

=Q s X

. L J.
Ay <xy S ag(xy) L oa.

des classes,

’

4-08

x)

entraine x . a=x ‘. A =x (aa) ’

est résidué, c'est alors un monolde totalement clos, d'élé=

vérifiant les relations

:XyeDao



4-09
Xy o Q= Xy (da) et aussi Xy "o O = Xy (aa) .
Donc, Xy € l”a.

IEMME 3.7 = I‘a est un sous-monoide résidué, nomalement clos de G , d'élément

bimaximum o .
(a) si x,yel , (x.'y) Cas=s(x.y) vazxy (4) .

Remarquons tout d'abord que a : y(a :y) =a , d'at y(a : y) = a (aa) s mais

xS a=zx (&), d'or, par mltiplication & droite,
ylo s y)(x .* a) = ox (aa) ;

or a."mm=a. x,dor yla:y(x." a) =x (L‘la) .

On a donc
(a:yp)x.a)<x."y€(azy) e (a:x) =0z (a:x)y
yla:y)(x ot a) gylx " y) Syla: (a:x)y]l o (a:x) ;

x (aa) .

par convexité de la classe x , y(x .°y)

De méne,

(ary)(x"a) "o (xo"y)agas (asx)y] . a=(asa) . (a: x)y

[(@:y) ta](x."a) =(a:y)(x."a) (a:y)(x."a) ." aj
donc
yla:y)(x " a) <yl(x."y) agyfa: (a:x)yl gas: (a:x),
d'oh, par convexité, y[(x ."y) ."a]l=x (&) .
On a finalement
yix o y)=ylx.y) 0 A (& =%, leme 3.4) ,

donc
*

v oSyl ) =y

y Syl y) .

aj ,

a . [(x."y) 2 a) .

1

a (x.y)

On a de méme

as (xy)=a . [(x."y) . ],

(b) si x,ye Ty» 'y et x ",y sont des éléments de L
a*flazy)’e(asx)] ga’elxy)ga’e@ ty) (x ") =[a *o(x." )] *e@ :7)

(arx)yga’s [a ylarx)lga®s (x."y)<(ax) *. (@ y)=a: (a: y)x .



4=10

Posons

p=[a e (x."y9)] . [a’ e (x."¥)] .
ona p<[a:(@:y)x] ." (@ :x)y . Or,
x(a ¢ x) = a (aa) ,
d'or (@ :y)x (@ :x)y= (@ : y)ay=a (aa) , d'ot pga . De méme,
g=[e .  x.9] wles xS 9]ga,
d'oy, selon le lemme 3.1,
fa(x " 7) . a(x " y)<qgga . . . .
; . ———'->ao(x. y):a Q(X. y)t
= y)a . (x .7 yagpga

Donc p>a et q >0, ce qui implique p=g=0a, puis x "y €T .
On démontrerait de méme que x ". y el .
Si xel ,ona
xS xg(aex)* (a:x) =0,
donec T, est totalement clos d'élément bimaximm a . Comme de plus

x.a=x‘.az=a (aa) R

l“a est nomalement clos. On pourra donc énoncer :

THROREME 3.2, - Il y a bijection entre 1l'ensemble des ordres-d et 1'ensemble
des sous-moncides nomalement clos maximaux de G .

On notera & = fasx; xe€ I‘a} le groupe, pour la loi (@ :x) o(a 3y) =a :yx,

homomorphe et isotone a I‘a .

Dans le cas particulier ou G est totalement clos d'élément bimaximm e, €

est un ordre maximal ; si <I>€ est son groupe associé, on a, a priori, <I>e gGs ’

mais si xeGs,ilexiste y telque x=€ :y et xeNe,donc e::xetlﬁs

et de mBme € : (e : x) =xed_,donc G_=29_.
Naturellement, G contient un sous-monoide nomalement clos
Fe={X; e (x."€e)=e:x=¢:(x". €},
et un sous-monoide intégralement clos
Ne.-:{xe I‘e/x X=X .'x=€},
et on a les relations d'inclusion

Geg_Neg_I"ec_G.
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On notera que

G/1 =T /o =N_/0_ = .

Si o est un ordre-d , en appliquant ces derniéres considérations & T, » on peut

énoncer :

[
THEORJE‘.ME 3,% - Il v a bijection entre l'ensemble des ordres-d et 1'ensemble

des sous-monoides intégralement clos maximaux de G .

Soient u un ordre quelconque, et Iu l'ensemble des x € G verifiant les re-

lations xugx; uwx<x3 Iu n'est pas vide, puisque u € Iu .

Iu est un sous-monoide résidué de G . En effet, si x et y € Iu y YUY
entraine xyu £ xy ; de mime, ux < x entraine uxy < xy . Par ailleurs,

x*eyugsxcwu=[x".y) "vuugx .y
ux ' y) gwx "oy <x Cey .
Analogue pour x .' y .

Si u est un ordre=d a , si x € Noc , cela implique X e Ia et Na c Ia .

De méme, <I>a c Ia .

On a donc le diagramme d'inclusion suivant, associé & chaque ordre-d de G :

4, Sous-monoides B-clos d'un monoide résidué.

Soit G un monoide résidué. On appellera ordre-B un idempotent P e G tel que
-1 . . ~1 -1
p =B p=p -8B et B B=pB =P
On notera /\[3 l'ensemble des x € G vérifiant les relations
/s
B=x(B."x) = (B °. x)x

(x*ex) ". B =

(x."x) ."B=p .

1

oA

/\‘3 n'est pas vide, car P e /\B .
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L] * . . —].
IEME 4.1, - Si B est un ordre-8 ,ona (x "ex) ."B=(x."%) ".pB=

pour tout x e /\B .
L] . . -1 ] —l N —1 N
Soit p=(x°".x) ."B.Ona p .B=p ."B=P ,d'oh p<B . Mais

(x°*ex) *.Bp=p =B".PB implique x‘.st(B(B);

- e s . -1
or B=2p L B , donc est plus petit élément dans sa classe [3], et P<x .+ X< g,

d'cs p>p.  B=p .

IEMME 4.2. = A, est un sous-monoide B-nomalement clos de G , dont P est le

B
B-élément.

(a) si x,ye/\ﬁ, x.'y et x .y sont des éléments de Aﬁ'

s (x.°y) 2ly." (x.""IB ") >/[l3'l-' x9N, ﬁ'l)(ﬁ ¥
ey GRS FHEC Y 2GRS TS,

ye' ey Gy, a'd BS(xSPB G CNEE Y =6 0B,

-1

SRR SN a WP ()

xyz (B S yBx,

done
(x9N x." 7]z . ypx(p . Wpyp= (87" " y)ByB=(B. By)ByB=B ,

finalement (x ." y)[Bp ." (x . y)] =P . Deméme, [P . (x." VI ."y) =P .
Par ailleurs,

‘-l L
B .

=@y epgllxy) v (x0T y)] L BSP
Méme étude pour x ‘. y .
(b) Si x,yeA,, xyeA,.
Ona (B."'x) .° v (B y)(B." xp) , d'od
(B " ) 2Pt P xp) = xpp T xP) = B
Donc, xy(p ." xy) =B + De méme, (B °. xy)xy = B . Par ailleurs,

ﬁ-l=(y-’y) By xy) S BEET

d'oh xy € A[3'

THEOREME 4.1. - I1 Y a bijection entre l'ensemble des ordres-8 et 1'ensemble
des sous-monoides de G B-nomalement clos maximaux.
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— e . G - ° - -].
Remarquons que f3 L est un ordre-d , car [31 . ﬁl = ﬁl . ;3]' =p . Clest

de plus 1'élément bimaximum de A, (voir lemme 4.l). Donc, Aﬁ est un sous-mo=
,a 2 ] . “‘l by . .
noide nomalement clos d'élément bimeximum f =, c'est-a-dire qu'il est contenu

dans T 1t

. [ -'].
Notons U_ l'ensemble des x € A, telque x . X=X "« Xx=0 3 UB n'est
pas vide, car il contient au moins { . Comme /\B est nomalement clos, U‘3 est

le sous-monoide intégralement clos meximal contenu dans /\;3 3 or, pour tout x eUB s

X(B.. X):(ﬁ., X)X: [3;

donec U_ est B-totalement clos, soit finalement B-intégralement clos. Evidem-

ment, U]3 €N _, . On peut énoncer :

THfIORﬁME 4,2, - Tout sous-monoide B-nomalement clos associé & un ordre~8 con-

tient un sous-monoide B-intégralement clos.

On a donc le diagramme d'inclusion suivant correspondant & un ordre-® .

V_ isomorphe &3 U
p P ﬁ/ﬂﬁ"l

5. Sous-monoides clos d'un monoide résidué unitaire.

Soit G un monoide résidué unitaire. On notera e 1'élément unité.

IEMME 5.1, = Si G est un monoilde résidué unitaire, les ordres & gauche et 3

droite sont les seuls idempotents entiers (c'est-a-dire e ).

Posons z=y ". y . D'une part, e ey . y = 2z entralne 1z 22 . D'autre
2 N .
part, zy <y entraine z ygzygy , d'al zzsy « ¥y =2 . Donc, z2=z.

On montrerait de méme que 3z' =y .” y est un idempotent.
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Si u est un idempotent et uze , v.su2 ‘u=u’.u, or ege entraine
u'.ugu ‘.e=(u’.e)egu,
d'on u=u'.u.
On rappelle que dans un monoide résidué unitaire :
e<x "ex3; egX. X

X . € quel que soit x e G

n

x. (x°".x) =x
X’.(X..X)zxzx..e
de sous-monoide nomalement clos T"e associé & 1'élément unité e sera défini par

Fez{XEG; (e ."x%x) v (e."x)=(e "o x)." (6 "ex) =2},

car e . (x."e)=e ."x et e ‘e (x'ee)=e . x.

Mais e<x."x et e<x ’s x, quel que soit x , entratne x'.x=x.'x=ze
pour tout x € I’e , done De =T o = Ne o Ainsi, De est un monoide unitaire inté-

gralement clos ; c¢'est meme un sous-groupe de G , puisque e est un ordre-8 {3],
Soit u un idempotent entier de G . On notera Iu l'ensemble des x € G vé~
rifiant les relations : il existe p et g€ G telque x=p . u=gq "« u;

Iu‘ n'est pas vide, puisque u € Iu .

IEMME 5.3. = Un élément x appartient & Iu si, et seulement si, Xu =ux =X .

xu = x entraine d'une part x ¢xu . u=x ". u; d'autre part, e L u impli-
que x ‘eugx .e=x,d'ol x=x'.u.DemBme ux = x entraine x =x."u,
et donc x€ 1 .
u
. . . . 2 . ~
Réciproquement, si x=q . u,ona x "'eu=q .y =q "eu=x, d'od
xu=(x".Wugx.

Mais eg u entrafne xg xu, d'ot xu=x.De méme, x=p . u entralne

UX = X o

IEMME 5.3. - I = est un sous-monoide résidué unitaire de G , semi-réticulé ou

réticulé en méme temps que G .

Si x et y sont des éléments de Iu y UX =X entraine wxy = xy . De méme
yu =y entraine xyu = xy , donc, d'aprés le lemme ci-dessus, Xy € Iu .

ux = x entrafne y ‘. x=y . wx=( ‘. x) ".u.Deplus, y=q' . u,
d'ot ¥y *ex=1(q" ."u) "ex=(q" "ex) u,donc y.x€ I, - Méme étude
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pour ¥y « X .

Si G est semi-réticulé supérieurement,

uxvy) zuxxvu=xvy et xvylu=xuvyu=xVvy,

donc XV yeEe Iu .

Si G est réticulé,

uxAy) SuxAauy=x Ay,
et d'autre part e < u entraine
xay<Sulxay) .

On peut finalement énoncer :

THﬁORﬁME 5.l. = I1 v a bijection entre 1'ensemble des idempotents entiers et

1'ensemble des sous-monoides résidués unitaires maximaux.

Nécessairement, si u est élément neutre d'un sous-monoide unitaire de G , on

a u2 =u et uw'su=u. u=u, donc u est un idempotent entier.

THéORﬁME 5.2. = Un monoide unitaire totalement clos ne contient gqu'un seul sous—

monolde unitaire intégralement clos maximal ; en particulier, Ng = I (e é&1é~

ment bimaximum) .

Si le monoide unitaire G est totalement clos, son élément bimaximum est le
plus grand idempotent entier, donc I_ est un monoide résidué totalement clos
dont 1'élément bimaximum e est aussi élément unité ; c'est-d-dire que I_ est
un sous-monotide unitaire intégralement clos maximal.

Supposons maintenant 1l'existence d'un autre sous-monoide unitaire intégralement

clos T d'élément wnité e .S8i xeT,

e<x . x=x".x=¢g¢ ,
donc € est un idempotent entier et T ¢ I x . Par ailleurs, e € e* L€ en-
tratne e <€ € sieg.s e et e e=es=¢ , donc, d'apres le lemme 5.1,
E:GIS*.
I1 en résulte que € .° € = e = ¢ et Isx=1I..81 T est maximal, T = I. .,

Le sous-monoilde nomalement clos Fs associé & 1'élément bimaximum € contient

un monolde intégralement clos maximal.

Ne={xeT,; x'ex=x."x=c¢},
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Or, puisque G est unitaire, € est un idempotent, et si x=p ." €=qg *. €
est un élément de I, yona
e:[(p."¢€)"€]l=€:[(q°s€) " e]l=¢:x,
done x €T_. Ilen résulte que I_=N_, puisque le monoide unitaire nomalement
clos I‘s ne peut contenir qu'un seul sous-monoide unitaire intégralement clos ma-
ximal.
Considérons maintenant un monoide résidué unitaire quelconque G . Soit u un

idempotent entier. Les résultats précédents nous permettent de considérer les sous-

nmonofdes résidués suivants :

(a) Iu::{x;ilexistepetqe(} telque x=p . u=q "eul;

I étant unitaire (d'élément unité u ), contient un sous-monoide F*u unitaire
intégralement clos maximal dans Iu y

(b) F::N::{xe I,; @ ex) S @@ ex)=(@."x . (w."x) =u}.

Par ailleurs, u étant ordre-d de G , on peut lui associer un monoilde nomalement

clos maximal dans G ,

(e) r = {x €635 (w'x)'.(u'x) = (ux)e"(ux) = u ;

u'e(x’ ) = u. ’x}

Ue *(xe%u) =

|
<]

Pu contient un monoide intégralement clos maximal dans I
u

(a) N ={xel ;3 x ex=x."x=ul}.

Si x € N » G étant unitaire, on a

xS (xex)=x e (x."x) =x=x."u=x " u

’

donc x € Iu s Duis x e N:. , Aol Nu g_N:: « D'autre part, si x e N: ’

e l(gew) e =ut. (@) =t (gt w)

u [(pe'u) u]=u.’ (p.'u2)=u.' (p o w,

*
donc x € I‘u et Nu < Pu « Comme Nu est un monoide intégralement clos maximal
dans Fu s 11 en résulte N:; =N, .

On notera qu'un monoide résidué unitaire ne peut contenir que des monoides in-
tégralement clos unitaires.

Notons enfin que tout idempotent entier est ordre-8 , ce qui permet d!'introduire
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Au sous-monoide B-nomalement clos maximal, puis Uu sous-monoide B-intégrale~
ment clos meximal qui est un groupe puisque u élément unité est aussi B-élément.
C'est un groupe compatible d'ailleurs avec la structure résidué du monoide G .
Convenons d'appeler G-groupe un groupe qui est aussi sous-monoide résidué de G .

On peut donc énoncer :

THEOREME 5¢3. = Il v a bijection entre l'ensemble des idempotents entiers et

1'ensemble des G-groupes maximaux.

Remarquons que U_ est un sous-groupe de @u . En effet, pour les éléments de
U, » la o -miltiplication [3] est réduite & la multiplication dans G .

On a finalement le diagramme d'inclusion général suivant associé & un idempotent

quelconque entier u .

G
D, Iu
Ty
* *
N =N =T
A u u- u
u ¢
u
U =V
u~ u
Cas particuliers.
1° u==¢ :
IG:I
e
D =T =N =A =¢ =T
e e e e e e
2° u=¢€ : € élément bimaximum, c'est-d-dire G totalement clos
I G = D
T€=N= = = =IE
3 u=p: B B-élément, c'est-d-dire G B-totalement clos
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6. Exemples.
(A)s = Soit E wun groupe ordomné. Soit E_ le cBne positif. On convient

d'appeler E;complexes les complexes X vérifiant les conditions :
E,:X, X".E , X."E et (X."E) *.E_  sont des complexes.

On démontre que 1l'ensemble I, des E -complexes est un sous-monoide résidué de

P

E monoide des parties de E M

Notons [X] = M(m(X)) 1le majeur engendré par X € Pp s et ME+ 1'ensemble des
majeurs # @ . On démontre que les majeurs non vides de E sont engendrés par
des E -complexes, et que 1l'application X - [X] de L, sur M, est la ferme-

ture de type @ associée & E_; M, est 1'ensemble des fermés. On définit done

une multiplication des majeurs *

[(X] o [Y] = [xY] .

Si ME est un groupe pour cette multiplication, E est dit totglement clos.

+

Ceci revient & dire que IE est un sous-monoide totalement clos de PE « Mais
+

E+ est un idempotent entier, donc un ordre-& . On peut donc lui associer DE

sous-monolde quasi-clos maximal de )

D

I
)
m
d
we
—~
=
bd
N’
.

L ]
~~
=
L1
b
~—r
"
7~~~
&
o
S

L]

L]

L)
&
b

N
0
=

e
L]

Etablissons que Dp  est contenu dans IE .
+

+
i E :X=¢, alors ¢ . ¢=E=E+ , ce qui est banal.
Si X "B _=f, alors (X ."X) "E,=f . X=E, or X "X cE_, d'od
E c E+ sy ce qui est impossible.

Si (X *.E) -"E, =@, onademme (X ".E X) ."E,=E, d'o ECE, .

+
Done, si IE est totalement clos, donc quasi-clos, puisque DE est un sous-
) +

+
monoide quasi clos maximal,
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On sait que E peut &tre immergé dans ME s qui est conditionnellement complet,
+

avec congservation du inf et du sup , si et seulement si E est totalement

clos.
Ce plongement est-il unique ?

On pourra toujours se ramener au cas des cdnes positifs maximaux. Si ces cbnes

soht aussi des monoides ordres maximaux de PE , alors le plongement est unique.

(B)e = Soit A un ordre d'un corps K ; K est évidemment un A-module. Un
A—sous-module I de K est appelé idéal fractionnaire de A s'il existe 4 #0 €A
tel que dIc A .

Notons L(4) 1le sous-moncide résidué des A-complexes de PK , et F(A) 1'en~
semble des idéaux fractionnaires de A . L'application ¢ : L(A) - F(4) telle
que .

*
p(X) = X" = {E a; X; 5 a; €A x, € x}

est une application de fermeture dans L(A) dont les fermés sont les idéaux frac—
tionnaires. L'équivalence de fermeture associée est régulidre. On peut donc défi-

nir une multiplication des idéaux fractionnaires
X* ° Y* = (H)*;
F(A) est alors un monoide résidué unitaire dont la résiduation définie partir

de cette multiplication coincide avec celle définie & partir de la multiplication

des complexes dans L(4) .

Si le monoide résidué unitaire F(A) est intégralement clos, l'anneau A est

dit compléetement intégralement clos.

Si le monoide résidué L(A) est totalement clos, 1'anneau A est dit anneau de
Dedekind. Mais A est un idempotent entier, donc un ordre-d de PK « On peut lui

associer DA sous-monoide quasi clos maximal de PK s

D, = {xerp (4 :X) : (A :X) =4},

K $
On peut montrer que DA est contenu dans L(4) , done lui est égal, c'est-a~dire
que, si A est un anneau de Dedekind, L(L) est un sous-monoide totalement clos
maximal de PK .
(C)« - Soient R wun anmeau d4'intégrité, K son corps des quotients, I une

algebre de dimension finie sur K , et G 1l'ensemble des réseaux de I o On défi-
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nit sur G une structure de monoide résidué, en posant, pour des éléments X , ¥
de G,

X.Y:{inyi; xieX; yieY}

X' Y={mex; m¥ ¢Xx}

X.'Y={mez; YmgcXx} .

Un ordre Q de Z est un sous-anneau de X , appartenant & G 3 € est maxi-
mal s'il n'est contenu dans aucun ordre. On a évidemment o ¢ Q , donc un ordre

maximal de Z est aussi un ordre maximal du monoide résidué G .
Soit Q wun ordre maximal de T . L'ensemble

No={XeG; X' .X=X."X=0}
est un sous-monolde de G intégralement clos, et 1'ensemble

-1
b= {X7" 5 X e Ny}

-1 -1 -1
est un groupe pour la loi X oY = (WX)T .

Ainsi peut-on associer & chaque ordre maximal un groupe. Pour deux ordres maxi-
maux distincts, les groupes sont isomorphes. Si Q est un R-module noethérien,
¢+ est un groupe commutatif [3] (chapitre II, section 3).

Un R-module A est dit réflexif si 1'homomorphisme canonique de A dans son
bidual A est un isomorphisme. Soit X wun élément de G . Tout f € X* admet
alors une extension unique, élément de Hme(Z » K) , ce qui permet 4'identifier
le bidual X ge X avec un réseau réflexif de X . Dans ces conditions, 1l'ap-
plication ¢ : G -G tel que ¢(X) = X™ est une application de fermeture dont
1'ensemble F des réseaux réflexifs de G est l'ensemble des fermés. L'équiva-

lence de fermeture R@ associée 3 ¢ est régulidre pour la multiplication dans

G , ce qui permet de définir dans F wune structure de monoide en posant

La résiduation définie & partir de cette opération coincide avec la résiduation
dans G .

Supposons dorénavant R noethérien et intégralement clos, et I séparable sur
K « Soient

b

et %¢ la restriction de %¢ & Nn .51 XePF,, d'une part
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d'autre part
@ hH=t - x .

Done x¢ est 1l'équivalence U-nomale &, dans Ny, et Fy =%y, c'est-d-dire

que X~ est un réseau réflexif si X e Ny [2].
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